
Linearni statistiqki modeli
septembar 2017.

1. Posmatrajmo model linearni model Y = Xβ + ε gde je X n × (p + 1) dizajn matrica maksimalnog ranga,
β = (β0, ..., βp) vektor nepoznatih parametara, i ε ima vixedimenzionu normalnu Nn(0, σ

2I) raspodelu, pri
qemu je σ2 tako�e nepoznat parametar.
a) Odrediti β̂ i σ̂2 metodom maksimalne verodostojnosti i vrednost funkcije verodostojnosti u tim ocenama.
(2 + 1)
b) Izvesti izraz za statistiku testa koliqnika verodostojnosti kojim se testira nulta hipoteza β1 + β2 = 0.
Koju raspodelu ima test statistika? Na kom mestu se koristi Kohranova teorema? (4 + 2 + 4)
v) Kako biste na osnovu oceǌenog modela predvideli vrednost nezavisne promenǉive u taqki x0 Y ? Koju
raspodelu ima ta ocena? Izvesti izraz za β% interval predvi�aǌa. (2 + 2 + 3)
U ciǉu prouqavaǌa zaga�eǌa vazduha sakupǉeni su slede�i podaci.
Y -sumpor dioksid u mikrogramima po kubnom metru
X1-proseqna godixǌa temperatura u Farenhajtima
X2-broj fabrika koji zapoxlavaju vixe od 20 ǉudi
X3-veliqina populacije u hiǉadama
X4-proseqna godixǌa brzina vetra u miǉama na sat
X5-proseqna koliqina padavina u kubnom inqu
X6-proseqan broj kixnih dana godisǌe

model < −lm(log(Y ) ∼ X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +X6)
summary(model)

Call:
lm(formula = log(Y ) ∼ X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +X6)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)

(Intercept) 7.2532456 1.4483686 5.008 1.68e-05 ∗ ∗ ∗
X1 -0.0599017 0.0190138 -3.150 0.00339 ∗∗
X2 0.0012639 0.0004820 2.622 0.01298 ∗
X3 -0.0007077 0.0004632 -1.528 0.13580
X4 -0.1697171 0.0555563 -3.055 0.00436 ∗∗
X5 0.0173723 0.0111036 1.565 0.12695
X6 0.0004347 0.0049591 0.088 0.93066

Residual standard error: 0.448 on 34 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6541
F-statistic: 10.72 on 6 and 34 degrees of freedom, p-value: 1.126e-06

g) Na koji test se odnosi vrednost F statistike? Xta se na osnovu toga moжe zakǉuqiti o modelu? (2 + 2)
d) Koje biste promenǉive izbacili iz modela? Odgovor obrazloжiti. Uzeti u obzir Bonferonijevu korek-
ciju. (4)
�) Pretpostavite da ste izbacili neke prediktore. Kada ponovite oceǌivaǌe da li oqekujete da ocene
koeficijenata ostanu nepromeǌene? Odgovor obrazloжiti. (4)
e) Xta je modifikovani koeficijent determinacije i za xta se on koristi? (2)
z)Primetite da je izvrxena transformacija zavisne promenǉive. Koji su mogu�i razlozi za to? (4)
2. a) Objasniti LASSO regresiju. Kako se oceǌuju nepoznati parametri modela? Da li je dobijena ocena
nepristrasna? (2+3+2)
b)Da li se ova regresija moжe koristiti za selekciju prediktora? Odgovor obrazloжiti. (2)

3. a) Navesti dva modela koja pripadaju klasi uopxtenih linearnih modela koja se mogu primeniti u sluqaju
da Y uzima vrednosti 0,1,2,.... (2)
b) Koje su kanonske link funkcije u tim modelima? (2)
v) Realizovano je istraжivaǌe o uticaju poena iz matematike na finalnom ispitu (math) i vrste studija
koje je student poha�ao (prog), opxite (1), akademske (2) i struqne (3), na broj osvojenih nagrada u toku
xkolovaǌa. Deo podataka izgleda ovako: Predloжeno je da se za modelovaǌe zavisnosti iskoristi slede�i

id num awards prog math
195 61 1 2 60
196 100 2 2 71
197 143 2 3 75
198 68 1 2 71
199 57 0 2 72
200 132 3 2 73



model.
m1 <- glm(num_awards ~ prog + math, family="poisson")} Dobija se:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -5.5781 0.6768 -8.24 <2e-16 ∗ ∗ ∗∗

prog 0.1233 0.1633 0.76 0.4502
math 0.0861 0.0096 8.98 <2e-16 ∗ ∗ ∗

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 287.67 on 199 degrees of freedom

Residual deviance: 203.45 on 197 degrees of freedom

g) Napisati jednaqinu dobijenog modela. (2)
d) Xta moжete da zakǉuqite o znaqajnosti koeficijenata modela? Odgovor obrazloжiti. (3)
�) Izvedite izraz za devijaciju Puasonovog modela. (4)
e) Kako biste ocenili parametar rasejaǌa? Da li ocena upu�uje na odstupaǌe od Puasonovog modela? (3+2)
ж) Kako biste ocenili broj nagrada za studenta koji je imao 72 poena na finalnom ispitu iz matematike i
poha�ao akademske studije? (3)


