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1 Uvod
Uvex�emo neke bitne oznake:

• N broj vrednosnih papira

• C0 poqetni kapital

• Cend kapital na kraju perioda

• Rp =
N∑
i=1

θiRi prinos portfolija

• µp oqekivani prinos portfolija

• σp disperzija portfolija

• Σ kovarijaciona matrica od r

• θi suma novca u dolarima ulo�ena u i-ti vrednosni papir,
gde je i ∈ {1, ..., N}

• Ri prinos novca od i-tog vrednosnog papira, gde je i ∈ {1, ..., N}

• µi oqekivani prinos i-tog vrednosnog papira, gde je i ∈ {1, ..., N}

• µf stopa prinosa imovine bez rizika

• Rf prinos imovine bez rizika
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2 Bezbedni modeli
Postoje tri osnovna modela kod kojih je bezbednost na prvom mes-
tu. Ovi modeli su konstruisani u pedesetim i xezdesetim i
razvijeni su od strane Roja, Kataoke i Telsera. Svi oni ruku-
ju sa ograniqenim kapitalom, u oznaci CL, xto predstavǉa doǌu
granicu za koliqinu kapitala na kraju perioda, u oznaci Cend.

Roj unapred odre�uje graniqni kapital i minimizuje verovatno�u
da kapital na kraju perioda bude maǌi ili jednak ograniqenom
kapitalu, pa imamo

min{P (Cend ≤ CL)}.

Kataoka bira vrednost α (koja predstavǉa malu verovatno�u) i
maksimizuje graniqni kapital pri uslovu da verovatno�a da kap-
ital na kraju perioda ne�e biti ve�i od graniqnog kapitala bude
maǌa ili jednaka od α

max{CL | P (Cend ≤ CL) ≤ α}

Telser unapred odre�uje α i graniqni kapital CL i maksimizuje
oqekivani kapital na kraju perioda pri uslovu da verovatno�a da
kapital na kraju perioda ne�e biti ve�i od graniqnog kapitala
bude maǌa ili jednaka od α

max{E(Cend) | P (Cend ≤ CL) ≤ α}

Telserov portfolio je intuitivno najlogiqnije rexeǌe za
nala�eǌe optimalnog portfolija iz razloga xto ve�ina investi-
tora �eli da maksimizuje oqekivane prinose na qemu se ovaj model
i zasniva.
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2.1 Telserov kriterijum
Sada �emo se vixe posvetiti Telserovom modelu.
Neka je

Cend = C0 +Rp,

gde je C0 oznaka za poqetni kapital i Rp prinos portfolija na
kraju perioda, i jox pretpostavimo da je graniqni kapital jednak
nuli, tada imamo

max{E(C0 +Rp) | P (C0 +Rp ≤ 0) ≤ α},

gde je P (C0 + Rp ≤ 0) verovatno�a maǌka, to jest, verovatno�a da
�e investitor izgubi sav ulo�en novac.

Ako uzmemo da je
E(C0 +Rp) = C0 + µp,

gde je µp = E(Rp) oqekivani prinos,moramo uvesti nova
ograniqeǌa za poqetni kapital i oqekivani prinos portfolija:

C0 =
N∑
i=1

θi, µp =
N∑
i=1

µiθi.

Sad imamo

max

{
µp

∣∣∣∣ P (Rp ≤ −C0) ≤ α, C0 =
N∑
i=1

θi, µp =
N∑
i=1

µiθi

}
,

odnosno

max

{
µp

∣∣∣∣ µp ≥ −C0 − kασp, C0 = 1̄θ, µp = µT θ

}
.

Kako bismo pojednostavili raqun, pretpostavimo da je prinos
portfolija normalno raspodeǉen, to jest, Rp ∼ N (µp, σp), to znaqi
da va�i slede�e:

P (Rp ≤ x) =
1√
2π

∫ x−µp
σp

−∞
e−

t2

2 dt ≡ Φ(
x− µp
σp

),
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Φ(
x− µp
σp

) ≤ α ⇒ x− µp
σp

≤ kα

µp ≥ −C0 − kασp,

gde kα predstavǉa kvantil normalne raspodele sa nivoom
povereǌa α.

Napomena: Jednaqinu µp = −C0 − kασp nazivamo linijom maǌka.
Koeficijent linije maǌka, kα, je negativan za α ≤ 0.5.

Kako nam se u uslovima pojavila disperzija prinosa portfoli-
ja, moramo uvesti ograniqeǌe i za ǌu, pa sistem postaje:

max

{
µp

∣∣∣∣ µp ≥ −C0 − kασp, C0 = 1̄θ, µp = µT θ, σ2
p = θTΣθ

}
.

Postoje dva pristupa za rexavaǌe ovog problema, intuitivno i
analitiqko.
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2.1.1 Intuitivno rexeǌe
Prvo �emo intuitivno rexiti problem. Posledǌa tri ograniqe-
ǌa nam daju efikasnu granicu i oblast desno od ǌe, a prvo ograniqe-
ǌe pravu µp = −C0 − kασp i oblast levo od ǌe. Sva ograniqeǌa
daju oblast A, predstavǉenu na slede�oj skici:

Ciǉ je da maksimizujemo oqekivani povratak, pa moramo prona�i
maksimalnu vrednost µp u oblasti A. Tra�ena taqka je taqka T
sa slike, xto je preseqna taqka linije maǌka i efikasne granice.

Izjednaqavaǌem jednaqine za efikasnu granicu,

σ2
p =

1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0),

sa jednaqinom za liniju maǌka

σ2
p = (

−C0 − µp
kα

)2
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dobijamo vrednost oqekivane dobiti u taqki T , i ona glasi

µT =
bk2
α + d+

√
dk2

α(a+ 2b+ c− k2
α)

ck2
α − d

C0,

pa mo�emo izraqunati i standardnu devijaciju u taqki T :

σT =
−C0 − µp

kα
=

(c+ b)k2
α +

√
dk2

α(a+ 2b+ c− k2
α)

(d− ck2
α)kα

C0.

Vektor θT , koliqine ulo�ene u svaku pojedinaqnu imovinu u Telserovoj
optimalnoj taqki, mo�e da se izrazi koriste�i formulu za θ port-
folija koji se nalazi na efikasnoj granici

θT =
1

d
Σ−1((a1̄− b− µ)C0 + (cµ− b1̄)µT ).

2.1.2 Analitiqko rexeǌe
Kako bismo pokazali taqnost rexeǌa dobijenog intuitivnim pris-
tupom koristi�emo Kun-Taker-ov metod koji radi isto kao i La-
gran�ev metod samo se koristi kada uslovi nisu linearni.

Kvadriraǌem prvog uslova dobijamo:

µp + C0 ≥ −kασp ⇒ µ2
p + 2µpC0 + C2

0 ≥ k2
ασ

2
p.

Kako je
C0 = 1̄θ, µp = µT θ, σ2

p = θTΣθ,

imamo da va�i

θTµµT θ + 2θTµ1̄θ + θT 1̄1̄T θ ≥ k2
αθ

TΣθ

θT [(µ+ 1̄)(µ+ 1̄)T − k2
αΣ]θ ≥ 0

θTΨθ ≥ 0

Radi lakxeg raquna uvodimo slede�e oznake:

Ψ ≡ (µ+ 1̄)(µ+ 1̄)T − k2
αΣ (∗)
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a
′ ≡ µTΨ−1µ

b
′ ≡ µTΨ−11̄ ≡ 1̄TΨ−1µ

c
′ ≡ 1̄TΨ−11̄

d
′
= a

′
c
′ − b′2

gde je Ψ matrica n× n. Pretpostavimo da je invertibilna.
Poka�imo jox i da je simetriqna

ΨT = [(1̄ + µ)(1̄ + µ)T − kα2Σ]T

= [(1̄ + µ)T ]T (1̄ + µ)T − kα2ΣT

= (1̄ + µ)(1̄ + µ)T − kα2Σ

= Ψ

Sada �emo na�i vezu izme�u a
′
, b

′
, c

′
, d

′
i a, b, c, d, tako xto

�emo izraz (∗) pomno�iti sa leve strane sa matricom Ψ−1 i sa
desne strane sa Σ−1, qime dobijamo izraz

Σ−1 = Σ−1(1̄1̄T + 1̄µT + µ1̄)Ψ−1 − k2
αΨ−1,

odatle izrazimo

a = µTΣ−1µ = (a+ b)(a
′
+ b

′
)− k2

αa
′
,

b = 1̄TΣ−1µ = (b+ c)(a
′
+ b

′
)− k2

αb
′
,

c = 1̄TΣ−11̄ = (b+ c)(b
′
+ c

′
)− k2

αc
′
.

Rexavaǌem sistema sa tri jednaqine i tri nepoznate dobijamo:

a
′
=

ak2
α − d

k2
α(a+ 2b+ c− k2

α)
,

b
′
=

bk2
α + d

k2
α(a+ 2b+ c− k2

α)
,

c
′
=

ck2
α − d

k2
α(a+ 2b+ c− k2

α)
,
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d
′
=

−d
k2
α(a+ 2b+ c− k2

α)
,

gde d
′
mora biti maǌe od nule kako bi postojalo optimalno rex-

eǌe (d > 0, |kα| <
√
a+ 2b+ c).

Pa se nax problem svodi na rexavaǌe problema

max

{
µT θ

∣∣∣∣ − θTΨθ ≤ 0, 1̄T θ − C0 = 0

}
koje rexavamo Kun-Takerovim uslovima:

µ− 2λ1Ψθ + λ21̄ = 0 (1)

−θTΨθ ≤ 0 (2)

1̄T θ − C0 = 0 (3)

−λ1θ
TΨθ = 0 (4)

λ1 ≤ 0 (5)

Prvo pretpostavimo da je λ1 = 0, iz uslova (1) imamo da je

µ+ λ21̄ = 0

odakle je µ konstantni vektor, xto je suprotno od pretpostavke,
pa je λ1 6= 0. Trebalo bi jox pokazati i da je λ1 < 0.

Iz uslova (1) imamo da je

θ =
1

2λ1

(λ2Ψ−11̄ + Ψ−1µ),

i kako je λ1 6= 0, iz uslova (4) imamo da je

θTΨθ = 0 ⇒ 1

λ2
1

(c
′
λ2

2 + 2b
′
λ2 + a

′
) = 0

odnosno
c
′
λ2

2 + 2b
′
λ2 + a

′
= 0

pa odatle imamo da je

λ2 = −b
′

c′
± 1

c′
√
−d′ ,
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vidimo da d
′
mora biti maǌe od nule da bismo imali rexeǌe.

Na osnovu uslova (3) i prethodno izraqunatog θ imamo da va�i

1

2λ1

(λ21̄TΨ−11̄ + 1̄TΨ−1µ)− C0 =
1

2λ1

(c
′
λ2 + b

′
)− C0 = 0

⇒ λ1 =
c
′
λ2 + b

′

2C0

= ± 1

2C0

√
−d′ ,

kako imamo da je λ1 6= 0 i λ1 < 0 tada je

λ1 = − 1

2C0

√
−d′ , λ2 =

−b′ −
√
−d′

c′
.

Na osnovu prethodnog dobijamo da je

θT =
C0√
−d′

(
b
′
+
√
−d′

c′
Ψ−11̄ + Ψ−1µ)

µT = µT θT =
b
′
+
√
−d′

c′
C0 =

bk2
α + d+

√
dk2

α(a+ 2b+ c− k2
α)

ck2
α − d

C0

θT =
1

d
Σ−1((a1̄− b− µ)C0 + (cµ− b1̄)µT )
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2.2 Sa imovinom bez rizika
Ako dodamo imovinu bez rizika, efikasna granica se meǌa u CML,
to je linija koja pokazuje linearnu kombinaciju imovine bez rizika
i tr�ixnog portfolija.

Ponovo, prvo rexavamo intuitivno, a zatim razmatramo analitiqko
rexeǌe.

2.2.1 Intuitivno rexeǌe
Kao i u prethodnom delu, tra�imo maksimalnu vrednost za µp u
oblasti ispod CML i iznad linije maǌka. Sa slike vidimo da je
to vrednost u taqki T .

Da bi se izraqunala taqka preseka, izjednaqi�emo formule obe
linije

(
√
cµ2

f − 2bµf + a)σp + C0µf = C0 − kασp,
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i tako dolazimo do

σT =
−1− µf

kα +
√
cµ2

f − 2bµf + a
C0 =

−1− µf
s+ kα

C0,

gde definixemo s ≡
√
cµ2

f − 2bµf + a, nagib CML-a.

Odgovaraju�a sredǌa vrednost se mo�e na�i korix�eǌem jedna-
qine linije maǌka (mogli smo i korix�eǌem CML−a):

µT = −C0 − kασT = −C0 − kα
−1− µf
s+ kα

C0 =
µfkα − s
s+ kα

C0.

Sada ho�emo da izraqunamo odgovaraju�e vrednosti za θ.

Pretpostavimo da je Θm te�ina tr�ixnog portfolija i Θf te�ina
imovine bez rizika, pa imamo da je prinos portfolija

Rp = ΘmRm + ΘfRf = ΘmRm + ΘfC0µf

Θm + Θf = 1.

Oqekivana vrednost portfolija je

µp = Θmµm + ΘfC0µf ,

a disperzija portfolija

σ2
p = Θ2

mD(Rm) + Θ2
fD(Rf ) + 2ΘmΘfcov(Rm, Rf ) = Θ2

mσ
2
m,

pa je
σp = Θmσm.

Posmatra�emo sredǌu vrednost i standardnu devijaciju u taqki
T

µp = Θmµm + ΘfC0µf , σp = Θmσm (∗∗).

Iz druge jednaqine (∗∗) vidimo da je

Θm =
σT
σm

,
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kako imamo izraze i za σT i σm imamo da je

Θm =
(1 + µf )(cµf − b)

(s+ kα)s
.

Koriste�i prvu jednaqinu (∗∗) mo�emo izraqunati i te�inu imovine
ulo�enu u imovinu bez rizika

Θf =
µT −Θmµm

C0µf
.

a kako imamo izraze za µf , Θm, µm imamo da je

Θf =
a+ b− (b+ c)µf + kαs

s(s+ kα)
.

Mo�emo da proverimo rezultat:

Θm + Θf =
(1 + µf )(cµf − b) + a+ b− (b+ c)µf + kαs

s(s+ kα)
= 1.

Ukupne koliqine ulo�ene u svaki portfolio

θT =


θ1

θ2
...
θN
θf

 =


Θmθm

ΘfC0

 =


1+µf
s(s+kα)

Σ−1(µf 1̄− µ)C0

a+b−(b+c)µf+kαs

s(s+kα)
C0


2.2.2 Analitiqko rexeǌe

Dodavaǌem imovine bez rizika, rexavamo problem

max

{
µp

∣∣∣∣ µp ≥ −C0−kασp, Θm+Θf = 1, µp = Θmµm+ΘfC0µf , σp = Θmσm

}
.

Koriste�i
Θmµm + ΘfC0µf ≥ −C0 − kασp

Θm(µm + kασm) + ΘfC0µf + C0 ≥ 0
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dobijamo problem

max

{
Θmµm+ΘfC0µf

∣∣∣∣ Θm(µm+kασm)+ΘfC0µf +C0 ≥ 0, Θm+Θf = 1

}
koji rexavamo Kun-Takerovim uslovima:

C0µf − 2λ1C0µfλ2 = 0 (1)

µm + λ1(µm + kασm) + λ2 = 0 (2)

Θm(µm + kασm) + ΘfC0µf + C0 ≥ 0 (3)

Thetam + Θf = 1 (4)

λ1(Θm(µm + kασm) + ΘfC0µf + C0) = 0 (5)

λ1 ≥ 0 (6)

Pretpostavimo da je λ1 = 0, tada iz uslova (1) i (2) sledi da je

C0µf = µm,

xto nije taqno jer imamo da je µm =
a−bµf
b−cµf

C0, pa

C0µf =
a− bµf
b− cµf

C0 ⇒ µ2
f − 2bµf + a = 0

ima rexeǌe u sluqaju da je diskriminanta pozitivna, ali
D = 4b2 − 4ac = −4d < 0, pa je λ1 6= 0.

Na osnovu pokazanog da je λ1 6= 0 i uslova (5) imamo da je

Θm(µm + kασm) + ΘfC0µf + C0 = 0.

Ubacivaǌem uslova (4) u prethodnu jednaqinu dobijamo

Θm = − (1 + µf )C0

µm + kασm − C0µf

Θf =
µm + σm + C0

µm +α σm − C0µf
.

Pokazali smo da je λ1 6= 0 i joxje ostalo da je λ1 > 0:

λ1 =
C0µf − µm

µm +α σm − C0µf
,
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kako imamo da je µm =
a−bµf
b−cµf

C0 i σm = s
b−cµf

C0, tada je

λ1 = − s

s+ kα

λ1 > 0 ⇔ (−kα) > s,

xto je logiqno, da bi bilo preseka. Sredǌa vrednost u taqki T
je

µT =
kαµf − s
kα + s

C0,

a standardna devijacija je

σT =
−1− µf
kα + s

C0,

xto se poklapa sa rexeǌem u prethodnom delu.
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3 Eliptiqke raspodele
Do sada smo pretpostavǉali da prinos portfolija ima normalnu
raspodelu. Me�utim, jasno nam je da u realnosti to nije uvek
sluqaj. Ono xto se pokazuje u praksi, jeste da raspodele prinosa
imaju debǉe repove od normalne.
U ovom poglavǉu, upozna�emo se sa klasom eliptiqkih raspodela
, kojom se realnije modelira prinos portfolija.

Definicija i osnovne osobine

Neka je X = (X1, .., Xn)T sluqajan vektor .

Definicija 1: Ka�e se da X ima eliptiqku raspodelu, ukoliko
ima funkciju gustine oblika :

fX(x) = cn|Ω|
1
2 gn(

1

2
(x− µ)TΩ−1(x− µ)),

Gde je :
µ - kolona vektor
Ω - pozitivno definitna matrica dimenzije n
gn - realna funkcija koju nazivamo generator gustine.

Da bi fX zaista bila funkcija gustine potrebno je da va�e slede’cy
i uslovi :∫∞

0
x
n
s
−1gn(x)dx < +∞

cn =
Γ(n

2
)

(2π)
n
2

∫∞
0
x
n
s
−1gn(x)dx.

Konstanta cn naziva se konstanta normiraǌa.
Oznaka koju koristimo da naznaqimo da sluqajna veliqina ima
eliptiqku raspodelu : X : En(µ,Ω, gn)
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Eliptiqke raspodele mogu se definisati i slede�om ekviva-
lentnom definicijom.

Definicija 2:: Sluqajna veliqina X ima eliptiqku raspodelu
ukoliko se ǌena karakteristiqna funkcija ΦX mo�e pretstaviti
na slede�i naqin:

ΦX(t) = eitµψ(
1

2
tTΩt),

Gde je ψ neka realna funkcija.
U ovom sluqaju pixemo : X : En(µ,Ω, ψ).

Osobine eliptiqkih raspodela:

1.Oqekivaǌe :
Postoji ukoliko je

∫∞
0
g1(x)dx <∞.

Tada je E(X) = µ.

2.Kovarijaciona matrica:
Postoji ukoliko |ψ′(0)| <∞.
Tada je Σ = ψ

′
(0)Ω.

3. Neka je:
X : En(µ,Ω, gn)
A (m x n) matrica
B m− dimenziona kolona.

AX +B : E(Aµ+B,ATΩA, gm)

4. X = (X1, ..., Xn)T

Xk : E1(µk, ωk, g1) , gde je µk k-ti element kolone µ a ωk element sa
dijagonale matrice Ω.

Slede primeri eliptiqkih raspodela.



18

3.1 Primeri eliptiqkih raspodela

Primeri eliptiqkih raspodela

Kao i do sada, posmatramo sluqajan vektor X = (X1, ...Xn) .
Oznake koristimo kao u prethodnom poglavǉu .

3.1.1 Normalna raspodela
Generatrisa gustine : g(u) = e−u

Konstanta normiraǌa : cn = 1

(2π)−
n
2

Gustina oblika : fX(x) = 1

(2π)
n
2
|Ω|− 1

2 e−
1
2

(x−µ)T |Ω|−1(x−µ)

Kao xto vidimo, normalna raspodela je primer eliptiqke, a iz
navedenog oblika gustine vidimo da va�i : cov(X) = Σ = Ω .
Napomena: Ovo va�i samo u sliqaju normalne raspodele, a u os-
talim sluqajevima izmedj u Σ i Ω postoji linearna veza.
Na slede�oj slici mo�emo videti grafike gustina marginalne
normalne raspodele i vixedimezione normalne raspodele sa parametri-
ma µ = 0 Ω = I :
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3.1.2 Studentova raspodela
Generatrisa gustine :
gn(u) = (1 + 2u

r
)−

n+r
2

Konstanta normiraǌa :
cn =

Γ(n+r
2

)

(rπ)
n
2 Γ( r

2
)

Gustina oblika :
fX(x) =

Γ(n+r
2

)

(rπ)
n
2 Γ( r

2
)
|Ω|− 1

2 (1 + 1
r
(x− µ)T |Ω|−1(x− µ))−

n+r
2

Kovarijaciona matrica u ovom sluqaju ne poklapa se sa Ω , ali
izme�u ǌih postoji linearna veza : Σ = r

r−2
Ω .

Na narednoj slici mo�emo videti grafike gustina marginalne
i vixedimenzione studentove raspodele kada je r = 1.
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3.1.3 Laplasova raspodela
Generatrisa gustine :
g(u) = e−

√
2u

Konstanta normiraǌa :

cn =
Γ(n

2
)

(2π)
n
2

(
∫∞

0
x
n
2
−1e−

√
2xdx)−1 , smena y =

√
x

=
Γ(n

2
)

(2π)
n
2

(
∫∞

0
yn−2e−y

√
22ydy)−1

=
Γ(n

2
)

(2π)
n
2

(
∫∞

0
yn−1e−y

√
22dy)−1

=
Γ(n

2
)

(2π)
n
2

(2Γ(n)

2
n
2

)−1

=
Γ(n

2
)

2Γ(n)π
n
2

Gustina oblika :

fX(x) = cn|Ω|−
1
2 e−(x−µ)T |Ω|−1(x−µ)−

1
2

3.1.4 Logistiqka raspodela
Generatrisa gustine :
g(u) = e−

√
2u

(1+e−
√
2u)2

Konstanta normiraǌa :

cn =
Γ(n

2
)

2Γ(n)π
n
2

(
∑∞

j=1(−1)j−1j1−n)−1
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Razmotrili smo razliqite primere eliptiqkih raspodela. Pos-
toje i mnoge druge, kao xto su Beselova, Koxijeva i sliqno. Ono
xta nas zanima, jesu razlike izme�u ǌih.

Najva�nije razlike ogledaju se u debǉini repova ovih raspodele,
zbog qega ih i posmatramo. Na narednoj slici mo�emo videti
grafike gustina razliqitih eliptiqkih raspodela takvih da je
kod svih oqekivaǌe 0 , a disperzija 1. (Primetimo da ovde pos-
matramo radi jednostavnosti jednodimenzioni sluqaj.)

Normalna raspodela ima najtaǌe repove, od sve 4 navedene raspodele.
Potom idu logistiqka , studentova pa Laplasova raspodela kao
raspodela sa najdebǉim repom .
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Na narednoj slici pretstavǉen je prikaz desnih repova :

Kao xto smo ve�pomenuli, jox jedna razlika izme�u ovih raspodela
je odnos matrica Ω i Σ. Me�u te dve matrice postoji linearna
veza, a za pomenute raspodele ona je slede�eg oblika :

Normalna : Ω = Σ

Studentova sa r stepeni slobode : Ω = r
r−2

Σ

Laplasova : Ω = 1
2
Σ

Logistiqka: Ω = 3
π2 Σ
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3.2 Analiza odnosa sredǌe
vrednosti i disperzije
U ovom poglavǉu�emo pokazati da je analiza disperzije oqeki-
vaǌa ”alat” koji se mo�e primeniti na eliptiqke raspodele. Os-
novna ideja ovog pristupa je da investitor �eli da minimizuje
rizik, za unapred dati prinos portfolija. Ukoliko mo�e da bi-
ra izme�u dva portfolija sa istim oqekivanim prinosom on �e
odabrati portfolio sa maǌim rizikom.

Ono xto �emo pokazati jeste da su eliptiqke raspodele u pot-
punosti odre�ene oqekivaǌem i disperzijom(rizik). Vixi mo-
menti su ili 0 ili su proporcionalni disperziji.

Pretpostavimo da investitor ima portfolio Θ riziqnik vred-
nosnih papira, sa prinosom Rp = rTΘ , pri qemu prinos hartija
od vrednosti r ima eliptiqku raspodelu En(µ,Ω,Ψ). Tada je pri-
nos portfolia tako�e eliptiqki raspodeǉena sluqajna veliqina
E1(ΘTµ,ΘTΩΘ,Ψ) = E1(µp, ω

2,Ψ).

Na poqetku smo rekli da va�i (definicija 2) : ΦRp(t) = eitµpψ(1
2
t2ω2).

Daǉim raspisivaǌem dobijamo slede�e jedakosti:

ψ(1
2
t2ω2) = ΦRp(t)e

−itµp

= EeitRpe−itµp

= Eeit(Rp−µp)

=
∫
eit(x−µp)fRp(x)dx

=
∫ ∑∞

k=0
(it(x−µp))k

k!
fRp(x)dx

=
∑∞

k=0
(it)k

k!

∫
(x− µp)kfRp(x)dx

=
∑∞

k=0
(it)k

k!
Mk,
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Pri qemu je Mk m-ti centralni momenat.
Primetimo da va�i :

Tako�e, indukcijom se mo�e pokazati da za parno m i neke re-
alne konstante Cml va�i:

Na osnovu svega navedenog, lako donosimo slede�i zakǉuqak:

Napomenimo da su u navedenoj formuli C ′m i Cm realne kon-
stante. Dakle, vidimo da su svi neparni momenti 0, xto nije iz-
nena�eǌe s’ obzirom da su eliptiqke raspodele simetriqne, dok su
ostali momenti proporcionalni disperziji. Rezultat ovog dokaza
je da se Telserov pristup koji smo prethodno primenili na nor-
malnu raspodelu, mo�e primeniti i na ovu - opxtiju familiju.
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3.3 Telserov pristup i elip-
tiqke raspodele
U ovom poglavǉu , dr�imo se oznaka iz prethodnog ,kao i slede�ih
pretpostavki:

Imamo portfolio Θ riziqnih vrednosnih papira, sa prinosom
Rp = rTΘ , pri qemu prinos hartija od vrednosti r ima eliptiqku
raspodelu En(µ,Ω, gn) , gde je gn generatrisa gustine. Tada je pri-
nos portfolia tako�e eliptiqki raspodeǉena sluqajna veliqina
E1(ΘTµ,ΘTΩΘ, g1) = E1(µp, ω

2, g1) .
Varijansa portfolija u tom sluqaju je σ2

p = −Ψ′(0)ω2
p.

Generatrisa gustine prinosa portfolija Rp u ovom sluqaju ima
oblik :

fp(x) = c1
ωp
g1[1

2
(x−µp

ωp
)2],

Pri qemu je konstanta c1 definisana slede�im izrazom:

c1 =
Γ( 1

2
)

(2π)
1
2

[
∫ +∞

0
x

1
2
−1g1(x)dx]−1 = 1√

2
[
∫ +∞

0
1√
x
g1(x)dx]−1.

Telserov pristup optimizacije portfolija podrazumeva maksimi-
zovaǌe oqekivanog prinosa pri qemu se ograniqava verovatno�a
velikog gubitka : P (Rp ≤ −C0) ≤ α , C0- poqetno ulagaǌe.
Kako Rp ima eliptiqku raspodelu va�e slede�e jednakosti:

P (Rp ≤ −C0)
∫ =C0

=∞
c1
ωp
g1[1

2
(x−µp

ωp
)2]dx smena z = x−µp

ωp

=
∫ −C0−µp

ωp

−∞ c1g1[1
2
z2]dz.

Definiximo kα kao :
∫ kα
−∞ c1g1[1

2
z2]dz = α.

P (Rp ≤ −C0) ≤ α → −C0−µp
ωp

≤ kα → −C0 − ωpkα ≤ µp.



26

Kako postoji veza izme�u Ω i Σ posledǌu nejednakost mo�emo
pisati u obliku :

−C0 − zασp ≤ µp pri qemu je zα = kαωp
σp

.

Koriste�i ovu definiciju, Telserov problem svodi se na slede�i
sistem jednaqina :

Ovaj sistem rexava se na isti naqin kao xto smo uradili za
normalnu raspodelu.
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4 Primer
Prvo �emo da instaliramo pakete koje �emo koristiti u daǉem
radu:

install.packages(”xts”)
library(”xts”)

install.packages(”quantmod”)
library(”quantmod”)

install.packages(”PerformanceAnalytics”)
library(”PerformanceAnalytics”)

install.packages(”quadprog”)
library(”quadprog”)

Kod

Napravi�emo portfolio koji sadr�i podatke tri kompanije,
PhilipMoris, Coca Cola i Mondelez, to �emo uqiniti na sklede�i
naqin:

Pmi=getSymbols(”PMI.SW”,from=”2016-01-01”,to=”2016-6-
30”,auto.assign=FALSE,source=”google”)

Co=getSymbols(”KO”,from=”2016-01-01”,to=”2016-6-
30”,auto.assign=FALSE,source=”google”)

MDLZ=getSymbols(”MDLZ”,from=”2016-01-01”,to=”2016-
6-30”,auto.assign=FALSE,source=”google”)

Kod
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Prikaza�emo prvih xest dana od svake baze:

U daǉem analiziraǌu baza koristi�emo modifikovanu cenu
(Adjusted), to je cena nakon isplate dividendi, podele akcija itd.

Sada �emo prikazati grafik modifikovanih cena:

Sada �emo odrediti dnevne stope prinosa:
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R pmi=xts(Return.calculate(Pmi$PMI.SW.Adjusted,
method=”discrete”)[2:124])
R co=xts(Return.calculate(Co$KO.Adjusted,
method=”discrete”)[2:124])
R mdlz=xts(Return.calculate(MDLZ$MDLZ.Adjusted,
method=”discrete”)[2:124])

Kod

Grafik dnevnih stopa prinosa kompanija Philip Moris, Coca Cola
i Mondelez u 2016. godini za prvih xest meseci:

Prvo �emo oceniti oqekivani prinos i kovarijansu a zatim, po
formuli (koja dopuxta kratku prodaju), izraqunati Θ (Θ = Σ−1e

eTΣ−1e
).

Dobijamo slede�e vrednosti za Θ:0.2808173, 0.439866, 0.2793162.
Sve vrednosti su pozitivne pa samim tim nije bitno da li je do-
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puxtena ili nije kratka prodaja.

Sada �emo da napravimo funkciju koja vra�a portfolio sa pri-
nosom rm.

markovicP=function(r,covmat,rm){

inverz=solve(covmat)

e=as.matrix(rep(1,length(r)))

lambda2=(t(r)%*%inverz%*%e-(t(e)%*%inverz%*%e)*rm)/
((t(r)%*%inverz%*%e)%*%(t(e)%*%inverz%*%r)-
(t(r)%*%inverz%*%r)%*%(t(e)%*%inverz%*%e))

lambda1=(1-(t(e)%*%inverz%*%r)*lambda2)/
(t(e)%*%inverz%*%e)

w=inverz%*%(e%*%lambda1+r%*%lambda2)

return(list(wp=w,rp=t(r)%*%w,dp=t(w)%*%covmat%*%w))
}

Kod
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Odredi�emo portfolije koji imaju prinose kao posmatrane kom-
panije:
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1 Oznake koje koristimo

Najpre ćemo uvesti oznake koje će nadalje biti potrebne.

n = broj aseta koji ulaze u portfolio
C0 = kapital koji možemo uložiti, u evrima.
Cend = kapital koji imamo na kraju perioda, u evrima.
Rp = ukupna dobit od investicije, u evrima
µp = očekivana dobit od investicije, u evrima.
σ2p = disperzija dobiti od investicije
ri = stopa dobiti od i-tog aseta
µi = očekivana stopa dobiti od i-tog aseta
ρij = korelacija izmed̄u stopa dobiti i-tog i j-tog aseta
σij = kovarijacija izmed̄u stopa dobiti i-tog i j-tog aseta
Σ = kovarijaciona matrica vektora r = (r1, r2, . . . , rn)T

θi = količina novca uložena u i-ti aset, u evrima
µf = stopa dobiti bezrizicnog aseta
Rf = ukupna dobit od bezrizičnog aseta.
γ = parametar apsolutne averzije prema riziku
kα = disperzijom standardizovani kvantil raspodele na nivou α
zα = devijacijom standardizovani kvantil raspodele na nivou α
Ω = ”disperziona” matrica
V aRα = Vrednost pri riziku na nivou poverenja α
r = (r1, r2, . . . , rn)T

µ = (µ1, µ2, . . . , µn)T

θ = (θ1, θ2, . . . , θn)T

1 = (1, 1, . . . , 1)T

Važi sledeće:

1. Cend = C0 +Rp

2. Rp =
∑n

i=0 riθi = rT θ

3. µp =
∑n

i=0 µiθi = µT θ = θTµ

4. σ2p =
∑n

i=0

∑n
j=0 θiθjσij

5. Rf = µfC0

3



2 Vrednost pri riziku

Videli smo da Telserov metod optimizacije nije zasnovan na standardnoj
devijaciji kao meri rizika. Mera rizika koja se ovde koristi je P (Rp ≤ −C0)
što je samo jedan od specijalnih slučajeva optimizacije koja je zasnovana
na vrednosti pri riziku. Najpre ćemo definisati vrednost pri riziku, VaR, na
nivou poverenja 1− α.

Definicija 2.1 Vrednost pri riziku na nivou poverenja 1−α jednog portfolija
je ona vrednost V aRα za koju važi sledeća jednakost:

P (Rp ≤ −V aRα) = α

Ukoliko pomnožimo sa -1, dobijemo da je to ona vrednost za koju važi
P (−Rp ≥ V aRα) = α a kako je −Rp zapravo jednako gubitku onda možemo
da kažemo da je to maksimalna količina koju investitor može da izgubi sa
nivoom poverenja 1 − α. Što je VaR veća na nekom nivou poverenja to je
portfolio rizičniji. Zato će investitori koji ne žele da rizikuju želeti da imaju
što manje vrednosti VaRα

Podsetnik 2.1 Podsetimo se samo verovatnoće kratkog pada (shortfall prob-
ability) i Telserovog pristupa. Verovatnoća kratkog pada je verovatnoća da
će dobit od portfolija biti manja od unapred zadate vrednosti a Telserov kri-
terijum ima unapred zadatu baš tu verovatnoću α kao i granični kapital CL
i želi da maksimizuje očekivani kapital na kraju perioda pod uslovom da je
P (Cend ≤ CL) ≤ α. Kako je E(Cend) = E(C0 +Rp) = C0 +µp to treba naći
maksimum µp pod zadatim uslovom.

Specijalno, ukoliko uzmemo V aRα = C0 i da je verovatnoća kratkog
pada α onda se optimizacija pomoću VaR-a svodi na Telserov kriterijum.
Sada je VaR nova mera rizika, tako da pri kreiranju efikasne granice nju
uzimamo u obzir. Kao što je i ranije bio slučaj, efikasni skup nam za neku
zadatu fiksiranu vrednost VaR daje najveću očekivanu dobit, ili za fiksirano
očekivanje daje najmanji VaR. Ispostavi se da se efikasna granica poklapa sa
efikasnom granicom u mean-VaR modelu ukoliko je raspodela stope dobiti
eliptička. To je pretpostavka sa kojom ćemo raditi. Bitno je napomenuti
da je ta pretpostavka korektna jer stvarni podaci imaju deblje repove pa
se češće javljaju neuobičajeni slučajevi što se eliptičkom raspodelom može
mnogo bolje modelovati nego normalnom.

4



Podsetnik 2.2 Za n-dimenzionalni vekttor X = (X1, . . . , Xn)T kažemo da
ima eliptičku raspodelu ukoliko je njegova funkcija gustine:

fX(x) = cn|Ω|−
1
2 gn[

1

2
(x− µ)Ω−1(x− µ)T ]

Pǐsemo X ∼ En(µ,Ω, gn)
Druga definicija eliptičkih raspodela je pomoću karakteristične funkcije koja
je sledećeg oblika:

φX(t) = E(eit
TX) = eit

Tµψ(
1

2
tTΩt).

U tom slučaju pǐsemo X ∼ En(µ,Ω, ψ) Ova raspodela ima par interesantnih
svojstava medju kojima su i sledeća dva:

1. Ako
∫∞
0 g1(x)dx <∞ onda postoji EX i važi EX = µ

2. Ako |ψ′(0)| < ∞ onda postoji kovarijaciona matrica vektora X, Σ =
−ψ′(0)Ω. Matricu Ω zvaćemo disperziona matrica.

Neki primeri eliptičkih raspodela su: normalna familija, familija studen-
tovih t-raspodela, Laplasova i logistička familija raspodela. Matrica Ω je u
linearnoj vezi sa kovarijacionom matricom Σ i to:
Ω =

• Σ, u sučaju normalne raspodele

• ν
ν−2Σ, studentova t-raspodela sa ν stepeni slobode

• 1
2Σ, Laplasova

• 3
π2 Σ, logistička

a odatle ωk =

• σk, u sučaju normalne raspodele

•
√

ν
ν−2σk, studentova t-raspodela sa ν stepeni slobode

•
√

1
2σk, Laplasova

•
√
3
π σk, logistička
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Vratimo se na zadatak optimizacije. Kao što je napomenuto, pret-
postavka je da vektor stopa dobiti, r = (r1, . . . , rn)T ima eliptičku raspodelu
r ∼ En(µ,Ω, ψ) gde su µ očekivanje, Ω disperziona matrica i ψ karakter-
istični generator. Ako investitor ima portolio θ rizičnih akcija onda je dobit
od portfolija Rp = rT θ i imaće eliptičku raspodelu E1(θ

Tµ, θTΩθ, ψ).

Podsetnik 2.3 Za Rp važi

P (Rp ≤ v) =

∫ v

−∞

c1
ωp
g1[

1

2
(
x− µp
ωp

)2]dx

što uz smenu z =
x−µp
ωp

daje

P (Rp ≤ v) =

∫ v−µp
ωp

−∞
c1g1[

1

2
z2]dz

. kα je definisan kao kvantil za koga važi:∫ kα

−∞
c1g1[

1

2
z2]dz = α

i zavisi isključivo od funkcije generatora gustine g(u) i od α. Nadalje tu vred-
nost zvaćemo disperziono-standardizovani kvantil eliptičke raspodele. Dok
ćemo vrednost zα ≡ kαωp

σp
zvat́i standardizovani kvantil. U sledećoj tablici

date su neke vrednosti kα za fiksirane vrednosti α.

Slika 1: Standardizovani kvantili za neke eliptičke raspodele

Sada kada znamo to, imamo da je:

P (Rp ≤ −V aRα) = α⇔ P (
Rp − µp
ωp

≤ −V aRα − µp
ωp

) = α
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⇔ −V aRα − µp
ωp

= kα ⇔ V aRα = −µp − kαωp

Pomoću zamene zα ≡ kαωp
σp

P (Rp ≤ −V aRα) = α⇔ V aRα = −µp − σpzα
gde smo VaR zapisali pomoću očekivanja i standardne devijacije.
Efikasna granica se sastoji od portfolija koji za dato očekivanje minimizuju
VaR ili od portfolija koji za datu VaR daju najveću očekivanu vrednost
dobiti što je pristup koji ćemo koristiti.
Problem je formulisan na sledeći način:

max
{
µp| V aRα = −µp − σpzα, µp = θTµ = µT θ, σ2p = θTΣθ, 1

T
θ = C0

}
Transformisaćemo prvi uslov u njemu ekvivalentan uslov:

(V aRα + µp)
2 = (−zασp)2 ⇔ V aR2

α + 2V aRαµp + µ2p − z2ασ2p = 0

Zatim ostale uslove zamenimo u tako dobijeni uslov nakon čega dobijamo:

V aR2
α + 2V aRαµ

T θ + θTµµT θ2− z2αθTΣθ = 0⇔

V aR2
α + 2V aRαµ

T θ + θTΨθ = 0

gde je Ψ = µµT − z2αΣ
Sada je početni probelm transformisan u njemu ekvivalentan problem:

max
{
µp| V aR2

α + 2V aRαµ
T θ + θTΨθ = 0, 1

T
θ = C0

}
Lako se proveri da je matrica Ψ simetrična.
Definǐsemo sledeće konstante:

â = µTΨ−1µ

b̂ = µTΨ−11 = 1
T

Ψ−1µ

ĉ = 1
T

Ψ−11

d̂ = âĉ− b̂2

Izvodimo vezu tih konstanti sa a, b, c i d gde su te konstante bile defin-
isane pri traženju efikasne granice kada je mera rizika standardna devijacija,
i to na sledeći način:

a = µTΣ−1µ

b = µTΣ−11 = 1
T

Ψ−1µ

c = 1
T

Σ−11

d = ac− b2
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Podsetnik 2.4 Ukoliko je mera rizika disperzija cilj je da za dato očekivanje
minimizujemo rizik tj da nad̄emo minimum od

D(Cend) = D(C0 +Rp) = D(Rp) = D(rT θ) = θTΣθ

Uslovi koji moraju da važe su da je očekivana dobit fiksirana i da jedino
možemo da investiramo kapital koji imamo u tom trenutku pa količine novca
koje uplaćujemo u pojedinačne asete u zbiru daju C0. Ta dva uslova možemo

zapisati kao: µT θ = µp i 1
T
θ = C0 pa je problem:

min{θTΣθ|AT θ = B}

gde su matrice A =
(
µ 1

)
i B =

(
µp
C0

)
Formiranjem Lagranžove funkcije a zatim diferenciranjem po θ i λ dobijemo
sistem čijim rešavanjem se dobije

D(Rp) = BTH−1B

gde je H = ATΣ−1A simetrična matrica i H =

(
a b
b c

)
za

a = µTΣ−1µ

b = µTΣ−11 = 1
T

Ψ−1µ

c = 1
T

Σ−11

d = ac− b2

Na kraju dobijemo

D(Rp) = σ2p =
1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )

što nam daje izraz za efikasnu granicu u mean-variance modelu. Naravno,
samo gornja polovina grafika je efikasna jer za isti rizik daje veću očekivanu
dobit. Standardnu devijaciju dobijamo korenovanjem:

σ2p =

√
1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )

Još jedna bitna stvar je θEF što predstavlja alokaciju portfolija koji pripada
efikasnoj granici.

θEF =
1

d
Σ−1((a1 + bµ)C0 + (cµ− b1)µp)
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Za inverz kovarijacione matrice važi da je:
Σ−1 = Σ−1ΨΨ−1 = Σ−1(µµT − z2αΣ)Ψ−1 = Σ−1µµTΨ−1 − z2αΣΨ−1

Zamenom u definiciju za a, b i c dobijamo sistem sa nepoznatim â, b̂ i ĉ
čijim rešavanjem dobijamo sledeće veze koje će se koristiti za povezivanje
dobijenih rezultta sa prethodnim zaključima.

â =
a

a− z2α

b̂ =
b

a− z2α

ĉ =
cz2α − d

z2α(a− z2α)

d̂ =
−d

z2α(a− z2α)

Ako se vratimo na problem pronalaska maksimuma, ostaje nam još par
koraka. Najpre formiramo Lagranžovu funkciju:

L(µp, λ1, λ2) = µp + λ1(V aR
2
α + 2V aRαµ

T θ + θTΨθ) + λ2(1
T
θ − C0)

µp = µT θ pa diferenciranjem po θ, λ1 i λ2 dobijemo sistem:

µ+ 2λ1V aRαµ+ 2λ1Ψθ + 2λ21 = 0

V aR2
α + 2V aRαµ

T θ + θTΨθ = 0

1
T
θ = C0

Iz prve jednačine sistema izrazimo θ
θ = − 1

2λ1
Ψ−1(µ+2λ1V aRαµ+2λ21) = − 1

2λ1
Ψ−1µ(1+2λ1V aRα)− λ2

2λ1
Ψ−11 =

(λ3 − V aRα)Ψ−1µ+ λ4Ψ
−11, gde je λ3 = − 1

2λ1 i λ4 = − λ2
2λ1

Zamenom tako dobijene vrednosti θ = (λ3 − V aRα)Ψ−1µ + λ4Ψ
−11 u

poslednju jednačinu sistema dobijamo:

(λ3 − V aRα)1
T

Ψ−1µ+ λ41
T

Ψ−11 = C0 tj

(λ3 − V aRα)̂b+ λ4ĉ = C0 ⇒ λ4 = C0+b̂V aRα−λ3b̂
ĉ

Izraze za θ i λ4 zamenimo u poslednju jednačinu i dobijemo kvadratnu
jednačinu po λ3 čijim rešavanjem dobijamo:
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λ3 = ±
√

1

d̂
(V aR2

α(d̂− ĉ)− 2C0b̂V aRα)− C2
0 = ±

√
W

Pošto je θ = (λ3 − V aRα)Ψ−1µ+ λ4Ψ
−11 važi:

θ = (±
√
W − V aRα)Ψ−1µ+

1

ĉ
(C0 + b̂V aRα ∓

√
Wb̂)Ψ−11

Zato je izraz za očekivanu dobit izraženu kao funkciju od VaR sledeći:

µp = µT θ = (±
√
W − V aRα)â+

1

ĉ
(C0 + b̂V aRα ∓

√
Wb̂)̂b

Množenjem obe strane sa ĉ
ĉ dobijemo

µp =
1

ĉ
((±
√
W−V aRα)(âĉ−b̂2)+C0b̂) =

1

ĉ
((±
√
W−V aRα)d̂+C0b̂) =

d̂

ĉ
(±
√
W−V aRα+

b̂

d̂
C0)

Korǐsćenjem znaka - dobijemo mean-VaR model. Cilj je da ga uporedimo sa
mean-standard deviation modelom. Ukoliko izrazimo

√
W a zatim kvadri-

ramo obe strane, dobijemo kvadratnu funkciju po V aRα što nam daje:

V aRα = −µp −
√

1

d̂
((d̂− ĉ)µ2p − 2b̂C0µp − âC2

0 )

Zatim iskoristimo dobijenu vezu sa a, b, c i d i tada je:

V aRα = −µp − zα

√
1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )

Ranije smo zaključili da možemo izraziti VaR kao V aRα = −µp − zασp pa
iz poslednje dve jednakosti sledi da je

σp =

√
1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )

što prepoznajemo kao očekivanje-devijacija efikasnu granicu. Pa je naš za-
ključak da je minimizovanje devijacije isto što i minimizovanje VaR u slučaju
kada za stope dobiti pretpostavimo eliptičku raspodelu.
Alokacija portfolija ostaje ista kao u slučaju očekivanje-devijacija okvira i
iznosi

θEF =
1

d
Σ−1((a1 + bµ)C0 + (cµ− b1)µp)

Na sledećoj slici date su obe efikasne granice.
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Slika 2: Efikasne granice (levo kada za meru rizika uzimamo standardnu
devijaciju i desno, kada za meru rizika uzimamo VaR)

3 Bezrizično ulaganje

Pretpostavimo da investitor može da investira u neki odredjeni vrednosni
papir bez rizika. Taj vrednosni papir xf donosi malu dobit, ali nije rizičan, tj.
σf = 0. To znači da je očekivana dobit u tom slučaju jednaka realizovanoj.
Pominjali smo mean-standard deviation model u kome investitor bira jedan
od dva modela:

1) za fiksirani rizik, dobit je maksimizovana
2) za fiksiranu dobit, rizik je minimalan.

U ovom modelu, efikasna granica se menja u CML(capital market line), kada
govorimo o bezrizičnom ulaganju. Tada investitor investira u kombinaciju
tržǐsnog portfolija i bezrizičnog ulaganja.
Linija CML je u mean-standard deviation modelu data sa

µp = sσp + C0µf

gde je s =
√
cµ2f − 2bµf + a nagib te prave. Želimo da vidimo kako će iz-

gledati CML u mean-VaR modelu.
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Iskoristićemo da je

V aRα = µp − zασp
tj.

σp =
−V aRα−µp

zα

Na taj način dobijamo

µp = s(−V aRα−µp
zα

) + C0µf
µp = − sV aRα

zα
− s

zα
µp + C0µf

µp = (1 + s
zα

) = C0µf − sV aRα
zα

µp = −sV aRα

zα + s
+

zαµf
zα + s

C0

Tačka preseka CML-a i efikasne granice kod bezrizičnog ulaganja je tržǐsni

portfolio. Očekivana dobit za tržǐsni portfolio je

µm =
a−bµf
b−cµf

C0

To će nam pomoći da odredimo vrednost VaR-a za taj tržǐsni portfolio. U
dobijenu jednačinu CML-a ubacujemo vrednost µm
a−bµf
b−cµf

C0 = − s
zα+s

V aRα +
zαµf
zα+s

C0

V aRα =
a−bµf
b−cµf

(− s+zα
s

)C0 − zαµf
zα+s

(− zα+s
s

)C0

=
−as+bsµf−azα+bµfzα+bzαµf−cµ2

fzα
(b−cµf )s C0

=
−as+bsµf−zα(cµ2

f−2bµf+a)

(b−cµf )s C0

=
−as+bsµf−zαs2

(b−cµf )s C0

=
−a+bµf−zαs

b−cµf C0

Na ovaj način smo dobili vrednost VaR-a za tržǐsni portfolio.

V aRm =
−a+ bµf − zαs

b− cµf
C0

(V aRm, µm) je tržǐsni portfolio u mean-VaR modelu. Alokacija θm ostaje
ista kao u mean-standard deviation modelu.
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4 Optimalni portfoliji

Kao i u mean-standard deviation modelu, i u mean-VaR modelu postoje
različiti optimalni portfoliji. Pomenućemo neke od njih. Investitor može
naprimer investirati u portfolio koji minimizuje VaR ili u tangentni portfolio
koji maksimizuje količnik mean

V aR . Takodje možemo govoriti i o optimalnom
Telserovom portfoliju koji za zadatu vrednost VaR-a maksimizuje očekivanu
dobit. Razmotrimo sada svaki od navedenih portfolija.

4.1 Portfolio koji minimizuje VaR

Podsetimo se formule za V aRα

V aRα = −µp − zα
√

1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )

Sada želimo da minimizujemo V aR. To možemo učiniti izjednačavanjem
prvog izvoda ove funkcije po promenjivoj µp sa nulom.

dV arα
dµp

= −1− zα(cµp−bC0)

d

√√√√1

d
(cµ2p−2bC0µp+aC2

0 )

= 0

zα(cµp−bC0)

d

√√√√1

d
(cµ2p−2bC0µp+aC2

0 )

= −1

zα(bC0 − cµp) = d

√
1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

z2α(c
2µ2p−2bC0cµp+b2C2

0 )

d2
=

1

d
(cµ2

p − 2bC0µp + aC2
0)

z2αc
2µ2

p − 2bC0cµpz
2
α + z2αb

2C2
0 = dcµ2

p − 2bC0dµp + adC2
0

µ2
p(z

2
αc

2 − dc) + µp(2bC0d− 2bcC0z
2
α) + z2αb

2C2
0 − adC2

0 = 0

µp =
2bC0(cz2α−d)±

√
(1)

2(z2αc
2−dc)

(1) = 4b2C2
0d

2 + 4b2c2C2
0z

4
α − 8b2C2

0cdz
2
α − 4z4αc

2b2C2
0 + 4adC2

0c
2z2α +

4cdz2αb
2C2

0 − 4ad2cC2
0

= 4d2C2
0(b2 − ac) + 4adC2

0c
2z2α − 4b2C2

0cdz
2
α

= −4d3C2
0 + 4C2

0z
2
αcd(ac− b2)

= −4d3C2
0 + 4C2

0z
2
αcd

2 (koristili smo da je d = ac− b2)
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µp =
bC0(cz2α−d)+C0d

√
z2αc−d

z2αc
2−dc

= bC0(cz2α−d)
c(z2αc−d)

+
C0d
√
z2αc−d

c(z2αc−d)
= ( b

c
+ d

c
√
z2αc−d)

)C0

µmvr = (
b

c
+

d

c
√
z2αc− d)

)C0

Sada je

V aRmvr = −µmvr − zα
√

1

d
(cµ2mvr − 2bC0µmvr + aC2

0 )

= − b
cC0 − dC0

c
√
z2αc−d)

)− zα
√

(2)

µ2mvr =
b2C2

0
c2

+
d2C2

0
c2(z2αc−d)

+ 2
bdC2

0

c2
√
z2αc−d

(2) = 1
d(
b2C2

0
c +

d2C2
0

c(z2αc−d)
+ 2

bdC2
0

c
√
z2αc−d

− 2bC2
0 ( bc + d

c(z2αc−d)
) + aC2

0 )

= 1
d(− b2C2

0
c +

d2C2
0

c(z2αc−d)
+ aC2

0 )

= 1
d
−b2C2

0z
2
αc+b

2dC2
0+ac

2C2
0z

2
α−acdC2

0+d
2C2

0
c(z2αc−d)

= 1
d
z2αC

2
0c(ac−b2)+dC2

0 (b
2−ac)+d2C2

0
c(z2αc−d)

= 1
d
z2αC

2
0cd−d2C2

0+d
2C2

0
c(z2αc−d)

=
z2αC

2
0

z2αc−d

V aRmvr = − b
cC0 − dC0

c
√
z2αc−d

+ zα
zαC0√
z2αc−d

= − b
cC0 − dC0−z2αcC0

c
√
z2αc−d

= − b
cC0 + C0(z2αc−d)

c
√
z2αc−d

V aRmvr = C0(−
b

c
+ +

√
z2αc− d
c

)

σmvr = − zαC0√
z2αc− d
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Dobijeni portfolio je prikazan na slici

Slika 3: Minimum VaR portfolio

4.2 Tangentni VaR portfolio

Tangentni Var portfolio je linija koja prolazi kroz koordinatni početak,a
tangenta je na efikasnu granicu. On predstavlja portfolio sa maksimalnim
količnikom

mean
V aR

Kod ovog portfolija nagib tangentne linije mora biti jednak nagibu efikasne
granice, pa na taj način dobijamo

15



4V aRtvr
4µtvr = dV aRα

dµp
|µp=µtvr

−µtvr−zα

√
1

d
(cµ2tvr−2bC0µtvr+aC2

0 )−0

µtvr−0 = −1− zα(cµp−bC0)

d

√
1

d
(cµ2p−2bC0µp+aC2

0 )

|µp=µtvr

µtvrd

√
1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )− zαd
1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )

= −µtvrd
√

1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )− µtvrzα(cµtvr − bC0)

zα(cµ2tvr − 2bC0µtvr + aC2
0 ) = µ2tvrczα − bC0zαµtvr

bC0zαµtvr − aC2
0zα = 0

µtvr =
aC2

0zα
bC0zα

=
aC0

b

Primetimo da dobijamo isti rezultat kao za tangentni portfolio u mean-
standard deviation modelu, što je jedna zanimljiva činjenica.

µtvr = µtg

Dobijeni rezultat ima smisla kada posmatramo na sledeći način

max
µp

V aRα
= max

µp
−µp−zασp = min

−µp−zασp
µp

= min
−zασp
µp

= max
µp
σp

Odgovarajuća vrednost za VaR je

V aRtg = −µtg − zασtg

= −aC0
b − zα

√
1

d
(c
a2C2

0
b2
− 2bC0

aC0
b + aC2

0 )

= −aC0
b − zα

√
a2C2

0c

db2
− 2abC2

0
bd +

aC2
0
d )

= −aC0
b − zα

√
a2C2

0c−2ab2C2
0+ab

2C2
0

db2

= −aC0
b − zα

√
a2C2

0c−ab2C2
0

db2

= −aC0
b − zα

√
aC2

0 (ac−b2)
db2

= −aC0
b − zα

√
aC2

0d

db2

= −aC0
b − zαC0

√
a
b2

= −C0(
a
b + zα

√
a
b )

= −C0
1
b (a+ zα

√
a)
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V aRtg = −C0

√
a

b
(
√
a+ zα)

σtg =

√
a

b
C0

Na sledećoj slici možemo videti kako izgleda pomenuti portfolio

Slika 4: Tangentni VaR portfolio

Alokacija θtg ostaje ista kao u mean-standard deviation modelu.
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4.3 Telserov portfolio

Telserov portfolio je portfolio koji maksimizuje očekivanu dobit ukoliko zadamo
ograničenje za VaR. Na taj način Telserov problem možemo napisati kao

max{µp|V aRα ≤ V aRc, 1
T
θ = C0, µp = µT θ}

gde je V aRc maksimalna vrednost koju VaR može uzeti.
Ukoliko pretpostavimo da su dobiti eliptički raspodeljene, prvi uslov postaje

V aRα ≤ V aRc ⇔ V aRc ≥ −µp − zασp
⇔ µp ≥ −V aRc − zασp

Sada Telserov portfolio možemo predstaviti kao

max{µp|µp ≥ −V aRc − zασp, 1
T
θ = C0, µp = µT θ, σ2p = θTΣθ}

Na sledećim graficima možemo primetiti razliku izmedju mean-standard de-
viation i mean-VaR modela.

Slika 5: Optimalni Telserov portfolio
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Optimalni portfolio leži u oblasti A, pri čemu ga možemo naći maksimiziran-
jem očekivane dobit i to je tačka opt. Grafici prikazuju zašto je zgodnije
raditi sa mean-VaR modelom. Tada ograničenje za VaR postaje vertikalna
linija, a mnogo je lakše raditi u tom slučaju. Optimalnu tačku računamo
tako što postavimo ograničenje da je V aRα = V aRc, što daje sledeće rezul-
tate.

V aRc = −µp − zα
√

1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )

µp + V aRc = −zα
√

1

d
(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )

µ2p+V aR
2
c+2µpV aRc
z2α

= 1
d(cµ2p − 2bC0µp + aC2

0 )

dµ2p + dV aR2
c + 2dµpV aRc = z2αcµ

2
p − 2bC0µpz

2
α + z2αaC

2
0

(d− z2αc)µ2p + (2dV aRc + 2bC0z
2
α)µp + dV aR2

c − z2αaC2
0 = 0

µp =
−2dV aRc−2bC0z2α±

√
(3)

2d−2z2αc

(3) = 4d2V aR2
c + 4b2C2

0z
4
α + 8dbC0V aRcz

2
α − 4d2V aR2

c + 4dz2αaC
2
0 +

4z2αcdV aR
2
c − 4z4αacC

2
0

= 4C2
0z

4
α(b2 − ac) + 4dz2αaC

2
0 + 8dbC0V aRcz

2
α + 4z2αcdV aR

2
c

= 4C2
0z

2
αd(a− z2α) + 8dbC0V aRcz

2
α + 4z2αcdV aR

2
c

µp =
−dV aRc−bC0z2α−zα

√
d(C2

0 (a−z2α)+2bC0V aRc+cV aR2
c)

d−z2αc

µopt =
dV aRc + bC0z

2
α + zα

√
d(C2

0 (a− z2α) + 2bC0V aRc + cV aR2
c)

z2αc− d

Sada je

σopt =
−V aRc−µopt

zα

=
−V aRc−

dV aRc+bC0z
2
α+zα

√
d(C2

0(a−z2α)+2bC0V aRc+cV aR
2
c)

z2αc−d
zα

=
−V aRcz2αc+dV aRc−dV aRc−bC0z2α+zα

√
d(C2

0 (a−z2α)+2bC0V aRc+cV aR2
c)

zα(z2αc−d)

=
−V aRczαc−bC0zα+

√
d(C2

0 (a−z2α)+2bC0V aRc+cV aR2
c)

z2αc−d

σopt =
V aRczαc+ bC0zα −

√
d(C2

0 (a− z2α) + 2bC0V aRc + cV aR2
c)

d− z2αc

Alokaciju θopt možemo naći koristeći činjenicu da optimalni portfolio leži na
efikasnoj granici, pa kao i u slučaju Markovićevog portfolija, imamo
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θopt =
1

d
Σ−1((cµ− b1)µopt + (a1− bµ)C0)

4.4 Bezrizični Telserov portfolio

Pri bezrizičnom ulaganju efikasna granica se menja u CML (capital market
line). Optimalni Telserov portfolio u ovom slučaju je portfolio u kome je
maksimizovana očekivana dobit za odgovarajuću vrednost VaR-a.

Slika 6: Optimalni bezrizični Telserov portfolio

Traženi portfolio je tačka opt, koja predstavlja tačku preseka CML-a i odgo-
varajućeg ograničenja za VaR. U mean-VaR modelu, CML je data sa

µp = − sV aRα
zα+s

+
zαµf
zα+s

C0

a mi uzimamo slučaj kada je V aRα = V aRc

σopt =
µopt+V aRc
−zα =

−sV aRc+C0zαµf+zαV aRc+sV aRc

zα+s

−zα

σopt = −C0µf + V aRc

zα + s
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Neka Θm predstavlja udeo ulaganja u tržǐsni portfolio u odnosu na ukupno
ulaganje, a Θf udeo bezrizičnog ulaganja. Tada je

Θm + Θf = 1

Kako dobit pri bezrizičnom ulaganju nema standardnu devijaciju, dobijamo

σopt =
√

Θ2
mσ

2
m + Θ2

fσ
2
f = Θmσm

Znamo kolika je standardna devijacija tržǐsnog portfolija, pa je

Θm =
σopt
σm

=
−
C0µf+V aRc

zα+s
s

b−cµf
C0

=
(C0µf+V aRc)(cµf−b)

s(zα+s)C0

pa je

Θf = 1−Θm =
sC0(zα+s)−(C0µf+V aRc)(cµf−b)

s(zα+s)C0

=
C0(szα+s2−µ2f c+µf b)+V aRc(b−cµf )

sC0(zα+s)

=
C0(szα+cµ2f−2bµf+a−µ

2
f c+µf b)+V aRc(b−cµf )

sC0(zα+s)

=
C0(szα−2bµf+a)+V aRc(b−cµf )

sC0(zα+s)

Koristili smo da je

s =
√
cµ2f − 2bµf + a

Optimalna alokacija pri bezrizičnom ulaganju je

θopt =


θ1
θ2
...
θN
θf

 =

(
Θmθm
ΘfC0

)
=

(
V aRc+µfC0

s(s+zα)
Σ−1(µf1− µ)

(a−bµf+szα)C0+V aRc(b−cµf )
s(zα+s)

)
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1 EV A i RAROC

U ovom poglavǉu �emo razmatrati odre�ene modele ali sa ra-
zliqitim funkcijama posmatraǌa. One su bazirane na tzv.
dodatoj ekonomskoj vrednosti (Economic value added) i prihodu
od kapitala prilago�enog riziku (Risk adjusted return of capital).

EV A

Dodatnu ekonomsku vrednost (EV A) definixemo:

EV A = oqekivani prinos portfolija - utroxak kapitala.

Xto je ve�a EV A to je boǉi uqinak za investitora. Oqekivani
prinos portfolija dat je sa E(Rp).Ali poxto imamo troxkove
kapitala oqekivani prinos je korigovan za troxkove. Utroxak
kapitala sadr�i dva parametra. To je stopa utroxka kapitala
rcap pomno�en sa koliqinom kapitala. Nije strogo definisano
xta je koliqina kapitala. Neki smatraju da je to poqetni kap-
ital C0, a neki smatraju da je to V aR (ili utroxeni kapital).
EVA predstavǉa broj, a ne procenat.

RAROC

Definixemo RAROC na slede�i naqin:

RAROC =
oqekivani prinos portfolija

koliqina kapitala

Xto je ve�i RAROC to je ve�i uqinak investitora. Koliq-
inu kapitala mo�emo definisati ili kao poqetni kapital C0

ili kao utroxeni kapital V aR.

Alocirani kapital Utroxeni kapital
EV A E(Rp) - rcap E(Rp)− V aR

RAROC
E(Rp)
C0

E(Rp)
V aR

Tabela 1: Naqini izraqunavaǌa EV A− e i RAROC − a

2 Novi Telserovi modeli

Videli smo qetiri nova naqina za mereǌe uspeha u tabeli 1
koja �e biti implementirana u Telserov model sa V aR
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ograniqeǌem. Daǉe �emo se baviti rexavaǌem qetiri nova
dobijena Telserova modela.

2.1 EV A sa alociranim kapitalom

Koriste�i EV A sa alociranim kapitalom kao funkciju za kreiraǌe
Telserovog modela, dobijamo slede�i problem optimizacije:

max
{
E(Rp)− rcapC0|E(Rp) = µp, P{Rp ≤ −V aRc} ≤ α, 1̄T θ = C0

}
.

gde je V aRc maksimalni dozvoǉeni portfolio za V aR.
Kako je rcapC0 konstanta, prethodni problem se mo�e zapisati i
na slede�i naqin:

max
{
E(Rp)|E(Rp) = µp, V aRα ≤ V aRc, 1̄T θ = C0

}
.

Dobijamo Telserov portfolio, te su rexeǌa data sa:

µopt = µT =
bz2αC0 + dV aRc −

√
d((a− z2α)C2

0 + 2bV aRcC0 + cV aR2
c)

cz2α − d

a odgovaraju�a standardna devijacija:

σopt = σT =
z2α(bC0 + cV aRc)−

√
d((a− z2α)C2

0 + 2bV aRcC0 + cV aR2
c)

d− cz2α
a V aR je jednak sa V aRc. Odgovaraju�a optimalna alokacija je:

θopt =
1

d
Σ−1((cµ− b1̄)µopt + (a1̄− bµ)C0).

U prostoru mean− V aR to mo�emo predstaviti grafiqki:
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Slika 1: Optimalni portfolio EV A sa alociranim kapitalom

2.2 EV A sa utroxenim kapitalom

Ako uzmemo iskori71eni kapital umesto alociranog, problem
optimizacije postaje

max
{
E(Rp)− rcapV aRα|E(Rp) = µp, V aRα ≤ V aRc, 1̄T θ = C0

}
.

Funkcija E(Rp) − rcapV aRα = u se nalazi na grafiku mean − V aR.
To je prava µ = u+rcapV aRα. Maksimiziraǌe EV A−e predstavǉa
maksimiziraǌe prave u, ili pomeraǌe linije podruqja A, dok je
koeficijent nagiba rcap konstantan. Ova linija se naziva EV A
linija.
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Slika 2: Pomeraǌe EV A linije sa velikim nagibom rcap

Pomeraju�i EV A liniju xto je vixe mogu�e dobijamo opti-
malni portfolio. Kao xto vidimo, optimalni portfolio se
razlikuje od Telserove taqke. Nagib EV A linije (rcap) jednak je
nagibu efikasne granice. Ali ovaj optimalni portfolio zav-
isi od vrednosti (rcap), xto je nagib EV A linije.
Ako je nagib EV A linije mnogo maǌi (xto znaqi da je (rcap)
mnogo maǌe) mi dobijamo slede�u sliku:
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Slika 3: Pomeraǌe EV A linije sa maǌim nagibom rcap

Primerimo da najvixa EV A linija preseca efikasnu granicu
u Telserovoj taqki, i optimum nije u taqki dodira efikasne
granice i EV A linije.

Dakle, optimalna alokacija je ili taqka gde je nagib EV A lin-
ije i efikasne granice isti ili u Telserovoj taqki.
Izraquna�emo za koju vrednost nagiba dosti�emo taqku preokreta,
taqku gde je nagib EV A linije i efikasne granice isti bax u
Telserovoj taqki.
Moramo izjednaqiti nagib efikasne granice u Telserovoj taqki
i nagib EV A linije tj.

dµp
dV aRα

|µ=µT = rcap

xto je ekvivalentno

dV aRα
dµp

|µ=µT =
1

rcap
.

Prisetimo se, efikana granica je data sa

V aRα = −µ− zα

√
1

d
(cµ2 − 2bC0µ+ aC2

0 ).

Izvod prethodnog izraza po µ je

dV aRα
dµp

|µ=µT = −1− zα(cµ− bC0)

d
√

1
d (cµ2 − 2bC0µ+ aC2

0 )
=
−dσ − zα(cµ− bC0)

dσ
.

Odatle sledi

rcap =
dσT

−dσT − zα(cµT − bC0)
= r∗cap

gde su µT i σT vrednosti Telserove taqke.
Javǉaju se dve situacije: prva ako je rcap > r∗cap i druga ako je
rcap ≤ r∗cap
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Sada �emo izraqunati optimalne vrednosti. Optimalna vred-
nost u situaciji 2 je Telserov portfolio, xto smo ve� izraqu-
nali. Sada raqunamo optimalne vrednosti u situaciji 1. U
optimalnoj situaciji nagib efikasne granice je jednak sa rcap,
gde je rcap > r∗cap.
Dakle

dV aRα
dµp

|µ=µT =
1

rcap
.

−1− zα(cµ− bC0)

d
√

1
d (cµ2 − 2bC0µ+ aC2

0 )
=

1

rcap
.

Primetimo da ovo mo�emo zapisati i

−1− 1

rcap
− zα(cµ− bC0)

d
√

1
d (cµ2 − 2bC0µ+ aC2

0 )
= 0.

Ako pomno�imo dobijeni izraz sa rcap
rcap+1 , dobijamo

−1−
zαrcap
rcap+1 (cµ− bC0)

d
√

1
d (cµ2 − 2bC0µ+ aC2

0 )
= 0.

Oznaqimo K =
zαrcap
rcap+1 . Primetimo da je K < 0.

Dobijamo

−1− K(cµ− bC0)

d
√

1
d (cµ2 − 2bC0µ+ aC2

0 )
= 0.

Odatle dobijamo da je

ropt = (b+
d√

cK2 − d
)
1

c
C0.

Odgovaraju�a standardna devijacija je

σopt = d

√
1

d
(cµ2 − 2bC0µ+ aC2

0 ) =
−K√
cK2 − d

C0

a V aR je jednak

V aRα = −µoptzασopt = (−b
c

+
czαK − d
c
√
ck2 − d

)C0

i time smo izraqunali optimalni porfoliju za situaciju 1.

Kra�e zapisano mo�emo re�i da µ kad funkcija maksimizuje
EV A− u sa utroxenim kapitalom izgleda:
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ropt = (b+ d√
cK2−d ) 1

cC0 ako rcap ≤ r∗cap

ropt = rT ako rcap > r∗cap

gde je K =
zαrcap
rcap + 1

.

Odgovaraju�a optimalna alokacija je

θopt =
1

d
Σ−1((cµ− b1̄)µopt + (a1̄− bµ)C0).

2.3 RAROC sa alociranim kapitalom

Sada posmatramo funkciju baziranu na RAROC − u. Prvo pos-
matramo sluqaj sa alociranim kapitalom. Problem postaje:

max
{E(Rp)

C0
|E(Rp) = µp, P{µp ≤ −V aRc} ≤ α, 1̄T θ = C0

}
.

Kako je C0 konstanta i prepisuju�i shortfall ograniqeǌe gorǌi
problem postaje identiqan problemu:

max
{E(Rp)

C0
|E(Rp) = µp, V aRα ≤ V aRc, 1̄T θ = C0

}
koji je identiqan sa Telserovim problemom kao i problem op-
timizacije EV A − e sa alociranim kapitalom. Dakle rexeǌa
za ovaj problem su ista, kao i rexeǌa problema EV A − e sa
alociranim kapitalom.

2.4 RAROC sa utroxenim kapitalom

Problem optimizacije RAROC − a kada radimo sa utroxenim
kapitalom je na�i

max
{E(Rp)

V aRα
|E(Rp) = µp, V aRα ≤ V aRc, 1̄T θ = C0

}
.

Nepristrasna funkcija u ≡ µp
V aRα

mo�e se zapisati kao RAROC

linija µp = uV aRα, pa maksimizacija RAROC−a odgovara pronala�eǌu
najve�eg nagiba na RAROC liniji , koja ima presek sa oblasti
A. Vidimo da je optimum dodirna (tangentna) taqka u mean−V aR
oblasti.
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Slika 4: Maksimiziraǌe RAROC linije

To znaqi da:
µopt =

a

b
C0, σopt =

√
a

b
C0, V aRα = −

√
a

b
(
√
a+ zα)C0.

Primetimo da se mo�e javiti problem ako je tangentna vred-

nost za V aRα,−
√
a

b
(
√
a + zα)C0, na desnoj strani od linije V aRc.

Tada tangentni V aRα nije u oblasti A. Zato moramo da
smaǌimo nagib od RAROC linije dok ne dodirne oblast A. Onda
se optimum pomera do Telserove taqke.
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Slika 5: Sluqaj kada je V aRα va�i od V aRc

Mo�emo zakǉuqiti da je :

µopt =


µT , ako jeV aRc < −

√
a

b
(
√
a+ zα)C0

µtg , ako jeV aRc ≥ −
√
a

b
(
√
a+ zα)C0

i odgovaraju�a optimalna alokacija θopt se nalazi na efikasnoj
granici:

θopt =
1

d
Σ−1((cµ− b1̄)µopt + (a1̄− bµ)C0).

3 Pore�eǌe EV A i RAROC

Konstatovali smo da je EV A broj, a RAROC je procenat, ali
xta je veza izme�u ǌihovih optimalnih vrednosti.
Ako koristimo alocirani kapital optimalni portfoliji su im
isti zato xto su oba optimalna Telserova portfolija. In-
teresantniji je sluqaj sa utroxenim kapitalom. Imamo qetiri
sluqajeva:

3 Prvi sluqaj:

Pretpostavimo da je rcap ≤ r∗cap i V aRc ≤ −
√
a

b
(
√
a + zα)C0. U oba
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sluqaja je optimalni portfolio Telserov, pa je optimum kod
EV A isti kao optimum kod RAROC.
µEV Aopt = µRAROCopt .

3 Drugi sluqaj:

Pretpostavimo da je rcap ≤ r∗cap i V aRc > −
√
a

b
(
√
a+ zα)C0.

Onda optimalan EV A portfolio ostaje Telserov portfolio ,
ali RAROC maksimizuju�i portfolio se meǌa u tangentni port-
folio, i imamo :
µEV Aopt > µRAROCopt .

3 Tre�i sluqaj:

Pretpotavǉamo da je rcap > r∗cap i V aRc ≤ −
√
a

b
(
√
a+ zα)C0

U ovom sluqaju, EV A maksimizuju�i portfolio je tangentni
portfolio pa je maǌi od Telserovog portfolija, xto je RAROC
portfolio, pa imamo da ja:
µEV Aopt < µRAROCopt .

3 Qetvrti sluqaj:

Pretpostavǉamo da je rcap > r∗cap i V aRc > −
√
a

b
(
√
a+ zα)C0.

Imamo da je µEV Aopt = (b+
d√

cK2 − d
)
1

c
C0, µRAROCopt =

a

b
C0.

Raqunamo za koje rcap su ove dve optimalne vrednosti jednake.
Imamo:
(b+

d√
cK2 − d

)
1

c
C0 =

a

b
C0

b

c
+

d

c
√
cK2 − d

=
a

b
d

c
√
cK2 − d

=
a

b
− b

c
d

c
√
cK2 − d

=
ac− b2

bc
Znamo da je d = ac− b2 pa posle skra�ivaǌa imamo

1

c
√
cK2 − d

=
1

bc

c
√
cK2 − d = bc√
cK2 − d = b

cK2 − d = b2

cK2 = d+ b2

cK2 = ac− b2 + b2

cK2 = ac
K2 = a
K = ±

√
a
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Kako je K < 0 imamo da je K = −
√
a.

Kako je K =
zαrcap
rcap + 1

sledi da je rcap =
−
√
a

zα +
√
α
.

Ako je troxak stope kapitala jednak ovoj vrednosti, onda je
µEV Aopt = µRAROCopt . Ako je vrednost rcap maǌa, linija EV A ima
maǌi nagib od RAROC linija, pa se optimalna sredǌa vrednost
za EV A pomera udesno pa je µEV Aopt > µRAROCopt . A ako je vrednost
rcap ve�a, linija EV A ima ve�i nagib od RAROC linija, pa se
optimum za EV A pomera ulevo pa je µEV Aopt < µRAROCopt .Mo�emo za-
kǉuqiti: 

µEV Aopt < µRAROCopt ako je rcap >
−
√
a

zα +
√
a

µEV Aopt = µRAROCopt ako je rcap =
−
√
a

zα +
√
a

µEV Aopt > µRAROCopt ako je rcap <
−
√
a

zα +
√
a

Slika 6: Pore�eǌe EV A i RAROC sa utroxenim kapitalom

4 Modeli sa bezriziqnim asetom

Kao sa ve�inom modela, mo�emo dodati bezriziqni aset sa kon-
stantnom bezriziqnom kamatnom stopom µf . Efikasna granica
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se meǌa u CML (CapitalMarketLine), xto je dato sa:

µp =
−s

zα + s
V aRα +

zαµf
zα + s

C0, gde je s =
√
cµ2
f − 2bµf + a, kad radimo

u mean− V aR prostoru.

4.1 EV A sa alociranim kapitalom

Kako je alocirani kapital konstanta, problem maksimizacije
EV A sa bezriziqnim asetom je:

max
{
E(Rp)−rcapC0|E(Rp) = µp = µT θ+µfθf , P (Rp ≤ −V aRc) ≤ α, 1̄T θ+θf = C0

}
xto se mo�e zapisati kao:

max
{
µp|µp = µT θ + µfθf , V aRα ≤ V aRc, 1̄T θ + θf = C0

}
qije je rexeǌe bax optimalan Telserov portfolio sa bezriziq-
nim asetom.Optimalne vrednosti su

µopt =
−sV aRc + C0zαµf

zα + s
, σopt = −C0µf + V aRc

zα + s
, V aRα = V aRc.

Optimalna taqka je preseqna taqka CML linije i V aRc linije.

Slika 7: Maksimiziraǌe EV A linije sa bezriqnim asetom
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4.2 EV A sa utroxenim kapitalom

Ako radimo sa EV A utroxenim kapitalom, problem se meǌa.
Rexeǌe problema

max
{
E(Rp)−rcapV aRα|E(Rp) = µp = µT θ+µfθf , V aRα ≤ V arc, 1̄T θ+θf = C0

}
je opet nala�eǌe maksimuma u u EV A liniji µp = u + rcapV aRα,
sa nagibom rcap. Ali kako je efikasna granica CML (sa nagibom
−s

zα + s
u mean− V aR prostoru), imamo tri sluqaja.

Ako je nagib EV A linije ve�i od nagiba CML, najve�a EV A lin-
ija poqiǌe u bezriziqnoj taqki, koja �e biti optimum.
Ako je nagib od CML ve�i od nagiba EV A, EV A linija �e se
pomeriti nagore dok ne dosegne Telserov portfolio,koji �e
biti optimum.
Ako su dva nagiba ista, svaka taqka na CML je optimalna, dokle
god je na levoj strani V aRc konstantne linije.
Jasno je da je maksimizacija EV A sa utroxenim kapitalom i
imovine bez rizika nije dobra, zato xto je optimalna taqka
na levom ekstremumu ili je Telserov portfolio. Tako da kad
imamo imovinu bez rizika, performanse EV A nisu odgovaraju�e
objektivne funkcije.

4.3 RAROC sa alociranim kapitalom

Za probelm maksimizacije RAROC − a sa alociranim kapitalom
i bezriziqnim asetom, dobijamo isti rezultat kao sa EV A aloci-
ranim kapitalom i bezriziqnim asetom. Kako je maksimizacija
E(Rp)

C0
(gde je C0 konstanta) ista kao maksimizacija E(Rp),

pronala�eǌe optimuma je bax Telserov problem sa bezriziq-
nim asetom. Pa je optimalna taqka preseqna taqka od CML i
V aRc konstantne linije.
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Slika 8: Maksimiziraǌe RAROC linije sa bezriziqnim
asetom

4.4 RAROC sa utroxenim kapitalom

Ako se bavimo utroxenim kapitalom rexeǌe je drugaqije. Znamo

da maksimizacija koliqnika
E(Rp)

V aRα
znaqi pronala�eǌe najve�eg

nagiba RAROC linije. Mo�emo rotirati RAROC liniju dok ne
dosegne bezriziqnu taqku. Primetimo da se ne zaustavǉa na
tangentnoj taqki, kao xto je u sluqaju bez bezriziqnog aseta.
Kako V aR ide u nulu dok je pomeramo u bezriziqnu taqku, RAROC
koliqnik te�i beskonaqnosti.

5 Primer:

Pretpostavimo da investitor investira 1 evro (C0 = 1). On
mo�e da bira u koju od sedam kompanija mo�e da investira 1
evro, to su Elsevier, Fortis, Getronics, Heineken, Philips, Shell, i
Unilever. Baza podataka je iz perioda od 1.1.1990. do 31.10.2003..
Pretpostavimo da prinos portfolija ima studentovu t6 raspodelu,
i da je nivo povereǌa za V aR 97.5% (1 − α), pa je α = 0.025.

z0.025 = k0.025

√
n− 2

n
= −2.447

√
6− 2

6
= −1.998. Stopa utroxka kapi-

tala je 10% godixǌe. Kako radimo na dnevnom nivou, imamo da
je rcap = 1 − 0.9

1
250 = 0.000421. U ovom primeru �emo uzeti da je
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V aRc = 0.05.

1.) EV A sa alociranim kapitalom

Kada imamo EV A sa alociranim kapitalom ,optimalni port-
folio je Telserov portfolio, pa je

µT =
bz0.025C0 + dV aRc − z0.025

√
d((a− z20.025)C2

0 + 2bV aRcC0 + cV ar2c )

cz20.025 − d
=

= 0.000753

σT =
−V aRc − µT

z0.025
= 0.0507

θT =
1

d
Σ−1((cµ− b1̄)µT + (a1̄ + bµ)C0) =



−0.1747505
−0.2062316
−0.1011052
1.6775940
0.3156858
−0.3527087
−0.1391418


Optimum je na grafiku oznaqen taqkom T .

2.) EV A sa utroxenim kapitalom

Sada raqunamo r∗cap da bismo videli koji portfolio je op-
timalan, tangentni ili Telserov.

r∗cap =
dσT

−dσT − z0.025(cµT − bC0)
= 0.0105 > rcap pa je optimalni

portfolio opet Telserov portfolio.

3.) RAROC sa alociranim kapitalom

U sluqaju RAROCA−a sa alociranim kapitalom, optimalni
portfolio je Telserov portfolio.

4.) RAROC sa utroxenim kapitalom

Kod RAROC − a sa utroxenim kapitalom proveravamo da
li je optimalni portfolio tangentni ili Telserov.

V aRtg = −
√
a

b
(
√
a+ z0.025)C0 = 0.0259 < 0.05 = V aRc
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pa je optimalni portfolio tangetni.
µtg =

a

b
C0 = 0.000596

σtg =

√
a

b
C0 = 0.0132

θtg =
1

d
Σ−1((cµ− b1̄)µtg + (a1̄ + bµ)C0) =



0.03756899
−0.06339551
−0.02138607
0.72519937
0.08114285
0.10884831
0.13810108


To je taqka Tg na grafiku.
Sada �emo izraqunati za koje rcap �e EV A portfolio sa
utroxenim kapitalom biti isti kao RAROC portfolio sa

utroxenim kapitalom. Mora da va�i rcap =
−
√
a

z0.025 +
√
a

=

0.0177 na dnevnom nivou, xto znaqi da je rcap = 1−(1−0.0177)250 =
0.989 na godixǌem nivou. Znaqi, ako je stopa utroxenog
kapitala 98.9%, dva optimuma su jednaka.

5.) Modeli sa bezriziqnim asetom

1. EV A i RAROC sa alociranim kapitalom

U sluqaju kada imamo EV A i RAROC sa alociranim
kapitalom i bezriziqnim asetom, optimalni portfo-
lio jeste Telserov portfolio sa bezriziqnom imovi-
nom, i optimum je presek CML − a i V aRc linije. Na
grafiku je oznaqena sa R.

µT =
−sV aRc + C0zαµf

zα + s
= 0.0007711107

σT = −C0µf + V aRc
zα + s

= 0.02541097

V aRα = V aRc

θT =



θ1
.
.
.
θN

θf


=


V aRc + µfC0

s(s+ zα)
Σ−1(µf 1̄− µ)

(a− bµf + szαC0 + V aRc(b− cµf )

s(zα + s

 =



−0.07570421
−0.17768830
−0.07916257
1.61721506
0.25895579
−0.12571938
0.02844115

−0.4295623


2. EV A sa utroxenim kapitalom
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Upore�ujemo nagib EV A linije i nagim od CML. Nagib
za EV A je rcap = 0.0004213533, a nagib za CML je

−s
z0.025 + s

=

0.01224377.
Kako je nagib za CML ve�i od nagiba za EV A imamo da
je optimalan portfolio Telserov portfolio za bezriziq-
nom imovinom.

3. RAROC sa utroxenim kapitalom

U sluqaju RAROC − a sa utroxenim kapitalom opti-
malni portfolio je bezriziqni portfolio koji nam daje
beskonaqni RAROC.

Slika 9: Optimalni EV A i RAROC portfolii
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7.1. Uvod

Postoje nekoliko tehnika predloženih u literaturi za kontrolisanje neizvesnosti
parametara. Osnovna zamisao je smanjenje osetljivosti optimalnog portfolija
na neizvesnost unosa. Drugim rečima, ako se ulazni parametri µ i Σ promene
za mali iznos, optimalni portfolio ne bi trebalo mnogo da se promeni. Treba
napomenuti da µ predstavlja očekivani prinos portfolia (u evrima) a Σ ma-
tricu kovarijacija prinosa portfolija.

Frost i Savarino predlažu da se ograniče ponderi portfolija tako da jedna
investicija ne postane prevǐse bitna za portfolio. Čopra predlaže da se koristi
Džejms - Steinerova ocena srednjih vrednosti, dok Blek i Literman sugreǐsu
Bajesovu ocenu srednjih vrednosti i kovarijacija. Džorion istražuje Bajes -
Steinerove ocene. Postoje i pristupi bazirani na uzorcima i pristupi bazi-
rani na scenarijima koji su opisani u radovima Mǐsoda i Ziembe. Sve ove
metode smanjuju osetljivost alokacije porfolija na ulazne parametre, ali ne
daje nikakve garancije za performans portfolija.

Predlog za model neizvesnosti je nasto nakon mnogo diskusija sa statističarima
i ekonomičarima u okviru Rabobanke. Definǐsemo funkciju raspodele verovatnoće
za neizvesne parametre µ i Σ i uključimo ovo u problem optimizacije. Ob-
jektivna funkcija koja predstavlja očekivani prinos u Teslerovom pristupu,
sad treba da se bavi ne samo neizvesnošću prinosa koji su dati sa µ i σ već
i sa neizvesnošću ova poslednja dva parametra. Dakle, kreiran je ’drugi sloj’
neizvesnosti. Ovo mora da dovede do kreiranja nove zajedničke raspodele
prinosa portfolija koji zavisi od prinosa, srednjih vrednosti i kovarijacija
investicija. Medjutim, postoje izvesni problemi sa ovom metodom. Prvo,
funkcije raspodele parametara µ i Σ je veoma teško odrediti. Drugo, i ako se
ove funkcije raspodele odrede, nova zajednička funkcija raspodele verovatno
neće biti biti eliptička. Bez obzira na to, ovaj metod idalje ne daje nikakve
garancije za performns portfolija.

Stog razmotrimo drugačiji pristup. Za ulazne parametre µ i σ se očekuje
da ’upadaju’ u interval poverenja i da se problem optimizacije reši za najgori
scenario. Interval poverenja se zove niz neizvesnosti. Ovo znači da ako, na
primer, radimo sa ograničenom vrednošću pri riziku (oznaka VaR), ni u jed-
nom od mogućih slučajeva će vrednost pri riziku porfolija preći ogrničenje
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vrednosti pri riziku. Stoga je investitoru obezbedjen odredjen prinos port-
folija zato što je optimizovan najgori scenario.

7.2. Skupovi neizvesnosti

Prepostavimo da investitor ne zna tačne vrednosti vektora srednje vrednosti
prinosa i matrice kovrijacije, ali zna interval u kojem leže parametri. Intervali
su ograničeni donjom granicom L i gornjom granicom U, pa možemo zapisati

µLi ≤ µi ≤ µUi
σLij ≤ σij ≤ σUij

Umesto gore navedene notacije koristimo sledeću :

µ0
i = (µLi + µUi )/2, βi = (µUi − µLi )/2

σ0
ij = (σLij + σUij)/2, δij = (σUij − σLij)/2

i dobijamo :

µ0
i − βi ≤ µ0

i + βi,∀i
σ0
ij − δij ≤ σ0

ij + δij,∀i, j

Stoga, skupovi neizvesnosti srednje vrednosti prinosa Sm i kovarijacije Sv
se mogu zapisati kao :

Sm = {µ : µ0 − β ≤ µ ≤ µ0 + β} (7.1)
Sv = {Σ : Σ0 −∆ ≤ Σ ≤ Σ0 + ∆} (7.2)

7.3. Programiranje konusa drugog reda

Optimalne vrednosti za Markovic i Teslerov portfolio (bez neizvesnosti param-
etara) su bile eksplicitni izrazi dobijeni korǐsćenjem ili Lagranžove metode
ili Kun-Takerovih uslova. Do sada, nije moguće odrediti eksplicitan izraz
za optimalne vrednosti kada uzimamo u obzir ishode najgoreg scenarija za
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parametre neizvesnosti. Ovaj problem svodi se na problem konusa drugog
reda (SOCP) koji se veoma brzo može kompjuterski rešiti. SOCP je opti-
mizacioni problem sledeće forme :

Min{fTx | ||Aix+ bi|| ≤ cTi x+ di, i = 1, 2, ..., N} (7.3)

gde je ||· || stndardna Euklidova norma, pa je ||u|| =
√
uTu za vektor u.

Vektori f , x i c su n-dimenzionalni, a x je promenljiva odluke. Postoji N
ograničenja.

Programirnje konusa drugog reda je klasa problema koja leži izmedju
linearnog i semidefinitnog programiranja (SDP). SOCP se sada može rešiti
mnogo efikasnije od SDP problema tako da ako se SDP problem može za-
pisati kao SOCP to je poželjno.

Ograničenja u (7.3) se nazivaju ograničenja konusa drugog reda. Napomenimo
da se standardni konus drugog reda dimenzije k definǐse sa

Ck =

{(
u
t

)}
gde važi ||u|| ≤ t (7.4)

i gde je u (k − 1)−dimenzionlni vektor, a t skalar. Na primer, u trodi-
menzionalnom prostoru (k = 3) važi da je formula standardnog konus drugog
reda

z ≥
√
x2 + y2

Sada pretpostavimo da imamo sledeći niz tačaka

(
Ai
cTi

)
x+

(
bi
di

)
gde je Ai(k− 1)×n matrica, a ci i bi vektori, respekstivno, od n odnosno

(k − 1) dimenzija i di je skalar. Kada ovaj niz tačaka leži na standardnom
konusu dimenzije k, sledeće mora da važi :

(
Ai
cTi

)
x+

(
bi
di

)
∈ Ck ⇐⇒

(
Aix+ bi
cTi x+ bi

)
∈ Ck

4



I zbog (7.4) mora vžiti

||Aix+ bi|| ≤ cTi x+ di

što je ograničenje konusa drugog reda u (7.3).

SOPC obuhvata familiju linearnih programa koji se mogu videti tako što
je Ai nula-matrica, a bi nula-vektor i tada se ograničenje transformǐse u lin-
earno ograničenje 0 ≤ cTi x+ di.
SOCP obuhvata mnogo vǐse problema optimizacije kao što su kvadratni prob-
lemi, problemi sa hiperboličkim ograničenjima i problemi koji uključuju sume
i maksimume normi.

Za rešavanje SOCP-a postoje neke dostupne metode unutrašnje tačke.
Ove metode su implementirane u kompjuterskim softverima kao što su SE-
DUMI i SDPT3. Koristićemo SEDUMI paket.

7.4. Optimizacija portfolija i SOCP

Prethodno, Markovicov portfolio i Teslerov portfolio su optimizovani sa ograničenom
vrednošću pri riziku (VaR). Korǐsene su tehnike Lagranža i Kun-Takera da
bi se dobili eksplicitni izrazi optimalnih portofija. Ovi problemi mogu biti
zapisani kao SOCP problem.
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7.4.1. Markovic

Podsetimo se da je Markovicov problem optimizacije oblika

Max
{
µT θ − 1

2
γθTΣθ | 1T θ = C0

}
sa pozitivnim parametrom apsolutne averzije riziku γ. Ovo se drugacije može
zapisati kao

Min
{
θTΣθ − 2

γ
µT θ | 1T θ = C0

}
Primetimo i da važi sledeće

θTΣθ − 2
γ
µT θ =

(
Σ

1
2 θ
)T (

Σ
1
2 θ
)
− 1

γ
θTΣ

1
2 Σ−

1
2µ− 1

γ
µTΣ−

1
2 Σ

1
2 θ

+
(

1
γ
Σ−

1
2µ
)T ( 1

γ
Σ−

1
2µ
)
−
(

1
γ
Σ−

1
2µ
)T ( 1

γ
Σ−

1
2µ
)

=
(
Σ

1
2 θ − 1

γ
Σ−

1
2µ
)T (

Σ
1
2 θ − 1

γ
Σ−

1
2µ
)
− 1

γ2µ
TΣ−1µ

= ||Σ 1
2 θ − 1

γ
Σ−

1
2µ||2 − a

γ2

Stoga problem optimizacije možemo zapisati kao

Min
{
||Σ 1

2 θ − 1
γ
Σ−

1
2µ||2 − a

γ2 | 1
T
θ = C0

}
Zbog toga što, u SOCP problemu, mora postojati linearna objektivna funkcija,
mi dodajemo promenljivu t da bismo to dostigli što nam daje dodatno
ograničenje. Rezultat je

Min

{
t |
||Σ 1

2 θ − 1
γ
Σ−

1
2µ|| ≤ t

0 = 1
T
θ − C0

}
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što predstavlja SOCP forme (7.3) koji pripada optimalnom Markovic port-
foliju.

7.4.2. Tesler

Ista stvar je sa Teslerovim problemom optimizacije. Prethodno je pokazano
da se Teslerov proglem sa prinosima koji imaju eliptičku raspodelu, maksimu-
mom vrednosti pri riziku V aRc (što implicira ograničenje P{Rp ≤ V ar} ≤ α)
i odgovarajućim (negativnim) kvantilom zα može zapisati u obliku

Max

{
µT θ | µ

T θ ≥ −V aRc − zα
√
θTΣθ

1
T
θ = C0

}

Ovo se veoma lako može transformisati u SOCP problem. Ako iskoristimo
to da je

√
θTΣθ = ||Σ 1

2 θ|| onda dobijamo

Min

{
−µT θ | ||Σ

1
2 θ|| ≤ 1

−zαµ
T θ + 1

−zαV aRc

0 = 1
T
θ − C0

}
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7.5 Optimizacija portfolija sa neizvesnošću

Pogledajmo problem optimizacije sa setom neizvesnosti za parametre µ i Σ,
kako to je opisano u (7.1) i (7.2) respektivno. Objasnili smo da ćemo ruko-
vati sa neizvesnošću ocenjujući najgori moguć scenario. Ali šta je najgori
očekivani slučaj prihoda i kovarijacije? Ako nisu dozvoljene kratke prodaje
(npr. nema zaduživanja), jasno je da je najgori očekivani slučaj prihoda min-
imalni očekivani prihod, što je donja granica µ − β. Ali u ovom radu smo
dozvolili kratke prodaje (zaduživanja), tako da ovo nije dovoljno. Ako in-
vestitor ide kratko u aktivu, najgori očekivani slučaj prihoda za tu aktivu je
najveći mogući prihod, jer to košta investitora najvǐse novca. Onda moramo
da se nosimo sa najvećim očekivanim prihodom za ovu aktivu, ili gornju
granicu µi + βi. Za kovarijacije možemo koristiti iste razloge. Zaključak je,
možemo reći, da od investicione politike zavisi da li moramo da koristimo
gornju ili donju granicu za očekivani prihod i matricu kovarijacije.

7.5.1 Markovic

Markovicov problem optimizacije portfolija u najgorem mogućem slučaju je

Maxθ

{
minµ,Σ[µT θ − 1

2
γθTΣθ] | 1T θ = C0

}
gde je γ parametar averzije prema riziku. Pošto je γ > 0 možemo problem
zapisati kao

Maxθ

{
minµ[µT θ]− 1

2
γmaxΣ[θTΣθ] | 1T θ = C0

}
Prvo, nadjemo izraz za minimalni očekivani prihod :

Minµ[µT θ] = minµ
∑
i

µiθi =
∑
i:θi<0

(µ0
i + βi)θi +

∑
i:θi≥0

(µ0
i − βi)θi

=
∑
i

µ0
i θi +

∑
i:θi<0

βiθi −
∑
i:θi≥0

βiθi =
∑
i

(µ0
i θi − βi|θi|)

= (µ0)T θ − βT |θ| (7.6)

Možemo isto da uradimo i sa maksimalnom disperzijom. To nam daje
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MaxΣ[θTΣθ] = MaxΣ

∑
i,j

σijθiθj

=
∑

i,j:θiθj<0

(σ0
ij − δij)θiθj +

∑
i,j:θiθj≥0

(σ0
ij + δij)θiθj

=
∑
i,j

σ0
ijθiθj +

∑
i,j

δij|θiθj| =
∑
i,j

σ0
ijθiθj +

∑
i,j

δij|θi||θj|

= θTΣ0θ + |θ|T∆|θ| (7.7)

Sa ovim rezultatom, problem optimizacija (7.5) postaje prostiji :

Maxθ

{
(µ0)T θ − βT |θ| − 1

2
γ|θ|TΣ0θ − 1

2
γ|θ|T∆|θ|

∣∣∣∣∣1T θ = C0

}
Ovaj problem je SOCP, tako da se može rešiti na efikasan način. Da bi
se to pokazalo, mora imati malo posla. Dodajemo dve promenljive ρ i τ u
objektivnu funkciju. Dobijamo

Maxθ,ρ,τ

(µ0)T θ − βT |θ| − 1
2
γρ− 1

2
γτ

∣∣∣∣∣ 1
T
θ = C0

ρ ≥ θTΣ0θ
τ ≥ |θ|T∆|θ|


Primetimo da za svaku pozitivno definitnu matricu A, vektor x i pozitivni

skalar y možemo da pǐsemo :

xTAx ≤ y ⇔ 4xTAx ≤ 4y ⇔ 4xTAx− 2y + y2 + 1 ≤ 2y + y2 + 1

⇐⇒ 4xTA
1
2A

1
2x+ (1− y)2 ≥ (1 + y)2 ⇐⇒

∥∥∥∥2A
1
2x

1− y

∥∥∥∥ ≥ (1 + y)

Koristeći ovo, mošemo prepraviti dva ograničenja i dobiti sledeće

Maxθ,ρ,τ


(µ0)T θ − βT |θ| − 1

2
γ(ρ+ τ)

∣∣∣∣∣
1
T
θ = C0∥∥∥∥2(Σ0)

1
2 θ

1− ρ

∥∥∥∥ ≤ (1 + ρ)∥∥∥∥2∆
1
2 |θ|

1− τ

∥∥∥∥ ≤ (1 + τ)


što je skoro SOCP kao u (7.3). Jedini problem je apsolutna vrednost

znaka θ. Možemo zameniti |θ| novim n-dimenzionim vektorom η i dodati
ogranienja ηi ≥ θi i ηi ≥ −θi za sve i, što garantuje ηi ≥ |θi| Drugi nain
suočavanja sa apsolutnom vrednošću je da zamenimo θ i |θ| sa θ = θ+− θ− i
|θ| = θ+ + θ−respektivno i dodamo pozitivnost ograničenjima θ+

i , θ
−
i ≥ 0 za

svako i. Koristimo prvu transformaciju, koja dovodi do SOCP:
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Minθ,ρ,τ,η


−(µ0)T θ − βTη − 1

2
γ(ρ+ τ)

∣∣∣∣∣
1
T
θ = C0∥∥∥∥2(Σ0)

1
2 θ

1− ρ

∥∥∥∥ ≤ (1 + ρ)∥∥∥∥2∆
1
2η

1− τ

∥∥∥∥ ≤ (1 + τ)

ηi ≥ θi,∀i
ηi ≥ −θi∀i


Ovo je formulacija optimizacije problema Markovica kao SOCP. Kao što

je navedeno ranije, ovo može da se rešava korǐsćenjem računara. MATLAB
program koji se koristi, robustmarkovitz.m, je u dodatku C.

7.5.2 Tesler

U najgorem mogućem scenariju, Telser-ova optimizacija problema sa VaR
ograničenjem postaje

Maxθ

{
Minµ[µT θ]

∣∣∣∣∣ 1
T
θ = C0

Maxµ,Σ[P (Rp ≤ −V aRc)] ≤ α

}
Pošto za robusnu srednju vrednost imamo

Minµ[µT θ] = (µ0)T θ − βT |θ|

a za VaR ograničenje

Maxµ,Σ[P (Rp ≤ −V arc)] ≤ α⇐⇒Maxµ,Σ
−V aRc−µT θ√

θTΣθ
≤ zα

⇐⇒ −V aRc−MinµµT θ

MaxΣ

√
θTΣθ

≤ zα ⇐⇒ −Minµµ
T θ − zαMaxΣ

√
θTΣθ ≤ V aRc

što može biti transformisano u :

−(µ0)T θ + βT |θ| − zα
√
θTΣθ + |θ|T∆θ ≤ V aRc

⇐⇒ −zα
∥∥∥∥||(Σ0)

1
2 θ||

||∆ 1
2 |θ|||

∥∥∥∥ ≤ (µ0)T θ − βT |θ|+ V aRc

imamo sledeći problem optimizacije :
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Maxθ

(µ0)T θ − βT |θ|

∣∣∣∣∣
1
T
θ = C0

−zα
∥∥∥∥||(Σ0)

1
2 θ||

||∆ 1
2 |θ|||

∥∥∥∥ ≤ (µ0)T θ − βT |θ|+ V aRc


Kako bi ovo postao SOCP problem, uvodimo nove promenljive ρ i τ , pa

problem postaje:

Maxθ,ρ,τ


(µ0)T θ − βT |θ|

∣∣∣∣∣
1
T
θ = C0

−zα
∥∥∥∥ρτ
∥∥∥∥ ≤ (µ0)T θ − βT |θ|+ V aRc

||(Σ0)
1
2 θ|| ≤ ρ

||∆ 1
2 |θ||| ≤ τ


Poslednji korak je uvodjenje nove promenjlive η da sklonimo apsolutnu

vrednost parametra. To nam daje SOCP.

Maxθ,ρ,τ,η


(µ0)T θ − βTη

∣∣∣∣∣
1
T
θ = C0

−zα
∥∥∥∥ρτ
∥∥∥∥ ≤ (µ0)T θ − βTη + V aRc

||(Σ0)
1
2 θ|| ≤ ρ

||∆ 1
2η|| ≤ τ

ηi ≥ θi,∀i
ηi ≥ −θi,∀i


Ovaj SOCP može biti rešen korǐsćenjem MATLAB programa robust-

telser.m u dodatku C.
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7.6 Realističiji pristup

Kao to ćemo videti u primeru, gore opisan pristup je vrlo konzervativan.

Glavni razlog za to je definicija varijacije portfolija najgoreg slučaja
(

(σ2
p)
wc
)

koju smo koristili. Kada izvodimo ovu varijaciju portfolia najgoreg slučaja
(7.7) uzimamo za svaki element σij kovarijacione matrice element najgoreg
slučaja.
Formula : (

(σ2
p)
wc
)

= (θTΣθ)wc =
∑
i,j

σwcij θiθj

Ovo znači da kovarijaciona matrica najgoreg slučaja Σwc može biti prikazana
kao:

Σwc =

σ
wc
11 σwc12 · · · σwc1n
...

...
. . .

...
σwcn1 σwcn2 · · · σwcnn


Ali da li je velika verovatnoća da će se ovaj poseban slučaj dogoditi?

Odgovor je ne. To je zato što se ova odredjena kovarijaciona matrica najgoreg
sluvcaja sastoji od kovarijacija koje ne pripadaju jedna drugoj. Kovarijacije
su izvedene iz različitih matrica kovarijacije, pa je poremećena korelacija
izmedju kovarijacija.
Zato je logičnije napisati varijaciju portfolija najgoreg slučaja na sledeći
način:

(σ2
p)
wc = (θTΣθ)wc =

(∑
i,j

σijθiθj

)wc
Tako da je kovarijaciona matrica najgoreg slučaja data sa

Σwc =

σ11 σ12 · · · σ1n
...

...
. . .

...
σn1 σn2 · · · σnn


wc

Pretpostavimo da investitor zna (na primer iz proučavanja prošlosti) da
postoji m mogućih matrica kovarijaca Σ1,Σ2, ...,Σm. Onda je matrica kovar-
ijacije najgoreg mogućeg slučaja u prvom značenju matrica koja se sastoji
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od svih elemenata najgoreg mogućeg slučaja σkij za svako , = 1, , i = 1, .., .
Matrica kovarijacije najgoreg mogućeg slučaja u drugom značenju je matrica
najgoreg mogućeg slučaja Σk za svako = 1, .., .
U ovoj novoj situaciji ne modelujemo parametar neizvesnosti u µ. To je zato
što je, prema stručnjacima u Rabobank-u, neizvesnost u kovarijaciji mnogo
važnija od neizvesnosti u srednjim vrednostima. Pored toga, neizvesnost u µ
je veoma teško meriti.

7.6.1 Markovic

Ovaj novi način modelovanja neizvesnosti može da se primeni na optimalni
portfolio Markovica. Pretpostavimo da postoji m mogućih matrica kovari-
jacije Σ1,Σ2, ...,Σm i da je srednji vektor ”izvestan”. Onda se robusni prob-
lem Markovica

Maxθ

{
minµ,Σ[µT θ − 1

2
γθTΣθ]

∣∣∣1T θ = C0

}
može transforimisati u :

Maxθ

{
µT θ − 1

2
γmaxk[θ

TΣkθ]
∣∣∣1T θ = C0

}
⇐⇒Maxθ

{
µT θ − 1

2
γρ
∣∣∣ 1

T
θ = C0

ρ ≥ maxk[θ
TΣkθ]

}
⇐⇒Maxθ

{
µT θ − 1

2
γρ
∣∣∣ 1

T
θ = C0

ρ ≥ θTΣkθ, ∀k

}

⇐⇒Minθ

−µT θ + 1
2
γρ
∣∣∣ 1

T
θ = C0∥∥∥∥2(Σk)

1
2 θ)

1− ρ

∥∥∥∥ ≤ 1 + ρ, ∀k


Ovo je SOCP. Primetimo da je ovaj izraz jednostavniji od prethodno

napravljene verziju neizvesnosti problema Markovica. Odgovarajui MAT-
LAB program robustmarkovitz2.m je u dodatku C.

7.6.2 Tesler

Za Telserov problem sa V aR ograničenjem možemo da uradimo isto. Robusno
VaR ograničenje je
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maxµ,Σ[P (Rp ≤ −V aRc)] ≤ α⇐⇒ maxk
−V aRc−µT θ√
θTΣkθ≤zα

⇐⇒ −V aRc−µT θ
maxk

√
θTΣkθ≤zα

⇐⇒ −zαmaxk
√
θTΣkθ ≤ µT θ + V aRc

⇐⇒ −zα
√
θTΣkθ ≤ µT θ + V aRc, ∀k

⇐⇒ −zα||(Σk)
1
2 θ|| ≤ µT θ + V aRc,∀k

Tako da robusni Telser-ov problem optimizacije postaje

Minθ

{
−µT θ

∣∣∣ 1
T
θ = C0

−zα||(Σk)
1
2 θ|| ≤ µT θ + V aRc,∀k

}
Ovo je još jedna verzija neizvesnog Telser-ovog problema optimizacije.

MATLAB program za rešavanje ovoga se zove robusttelser2.m i može da se
nadje u dodatku C.

7.7 Primer

U ovom primeru se koristi MATLAB za dobijanje rezultata. Prvo se traže
skupovi neizvesnosti od µ i Σ. Važno pitanje je kako odrediti skupove neizves-
nosti. Tutuncu and Koenig [2002] predlažu dva metoda. Prvi metod je boot-
strap metod, gde su vremenske serije bootstrap-ovane na osnovu dostupnih
podataka. Drugi metod je metod pomeranja okvira. Uzima se okvir od 60
dana i u ovom okviru se odredjuju srednje vrednosti i kovarijacije. Okvir se
vraća unazad vremenski kako bi se dobile donje i gornje granice za srednje
vrednosti i kovarijacije.
Ovde se koristiti varijanta poslednjeg metoda. Dakle, uzima se okvir od 60
dana i u ovom okviru se odredjuju srednje vrednosti i kovarijacije. Zatim se
prozor pomera unazad 60 dana kako bi se izračunao drugi srednji vektor i
matrica kovarijacije. To se radi 60 puta (jer se koristi baza sa 3609 opser-
vacija), tako da na kraju imamo 60 mogućih srednjih vektora i 60 mogućih
matrica kovarijacije. Primetimo da je ostalo 9 opservacija koje se ignorǐsu.
Iz ovih podataka odredjuju se skupovi neizvesnosti :
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Sa ovim donjim i gornjim granicama za srednje vrednosti lako je odrediti
µ0 i β.

µ0
i = (µLi + µUi )/2, βi = (µUi − µLi )/2,∀i

Donje i gornje granice za kovarijacije:
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Odgovarajue matrice Σ0 i ∆ su:

Za naš drugi način rešavanja neizvesnosti, opisano u poglavlju 6, moramo
da koristimo 60 matrica kovarijacije koje su već odredjene.

Kalkulacije

Računamo optimalni portfolio Markovica, uzimajući u obzir parametre ne-
sigurnosti, koristeći program MATLAB-a robustmarkovitz.m. Za parametar
averzije prema riziku uzimamo γ = 2. Ovo daje optimalni portfolio

sa očekivanim portfolio prihodom µp = 0.380 × 103 i standardnom devi-
jacijom σp = 0.0122. Ako uzmemo da je γ = 10 dobijamo sledeći optimalni
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portfolio:

Telserov optimalni portfolio sa V aR ograničenjem sa parametrima neizves-
nosti se računa pomoću programa robusttelser.m. Uzimamo V aRc = 0.05 i
pretpostavljamo da imamo studentovu t-raspodelu, tako da je zα = 1.998 za
α = 0.025, računamo Telserov optimalni portfolio. Ovo nam daje:

Ako se primenjuje manje rigorozan način suočavanja sa neizvesnošću, kao
što je opisano u delu 6, koristimo program robustmarkovitz2.m za optimalni
portfolio Markovica sa parametrom neizvesnosti. Za γ = 2 dobijamo:

A za γ = 10:
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Za Telserov robustan optimalni portfolio (upotreba robusttelser2.m), rezul-
tati su:

Optimalne tačke mogu biti iscrtan na sledećem grafiku. Grafik je u okviru
(frramework-u) srednje vrednosti i standardne devijacije. Tačke u obliku
krsta spadaju u prvi način rešavanja neizvesnosti, a tačke u obliku kvadrata
pripadaju drugom načinu.
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Primetimo da optimalne tačke nisu na efikasnoj granici (skup svih port-
folija). Pošto radimo sa parametrima neizvesnosti investitor ulaže sigurnije.
Zapravo, efikasna granica se menja, jer ona nije vǐse efikasna. Nove efikasne
tačke se mogu izračunati u vǐse navrata računajući efikasnu standardnu de-
vijaciju za datu srednju vrednost. Pokretanje ove simulacije daje sledeću
novu granicu, gde se koristi drugi način rešavanja neizvesnosti. Granica koja
je najbliža staroj efikasnoj granici je očekivana nova granica. Ova granica
se javlja kada se pojavi neizvesna matrica kovarijacije za očekivanu matricu
kovarijacije, na osnovu svih podataka u prethodnih 13 godina.

Portfolija u obliku kvadrata su na ovoj granici, kao što se može videti na
grafiku. Nova granica na unutrašnjoj strani drugih granica je efikasna granica
koja nastaje kada se pojavi najgori slučaj matrice kovarijacije. Jasno je da,
kada je ovo najgori mogući scenario, investitor mora biti veoma rezervisan.
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