
”Essentially, all models are wrong, but some are useful”

George E.P. Box

Kako se promenom jedne ili vixe nezavisnih sluqajnih prome�livih

me�a vrednost zavisne sluqajne veliqine? Kako odrediti analitiqko-

matematiqki oblik odgovaraju�e veze? Odgovor na ova, kao i na niz

drugih pita�a daje nam upravo regresija. Ovaj kurs bi�e posve�en lin-

earnoj regresiji. Ideje koje se ovde koriste mogu poslu�iti i prilikom

analizira�a drugih tipova regresije.

Prvi zapisi o metodi najma�ih kvadrata mogu se na�i u radovima

Le�andra i Gausa, poqetkom 19. veka. Oni su ovaj metod koristili

za odreÆiva�e orbita nebeskih tela oko Suna. Sa reqju "regresija"

matematiqari su se prvi put susreli u radu F. Galtona, Regression

toward mediocrity in hereditary stature iz 1855. godine. On je doxao

do zak	uqka da sinovi veoma visokih oqeva nisu tako visoki. Iako je

Galton razlog za to pronaxao u genetii, �egov primer iniirao je

prouqava�e ove teme od strane statistiqara i tako poqi�e razvoj ove

veoma znaqajne statistiqke oblasti.

Definiija 0.0.1. Regresija je zavisnost jedne sluqajne prome�live

od druge (ili vixe �ih). Regresioni model je matematiqki model koji

opisuje tu zavisnost.

Definiija 0.0.2. Sluqajna veliqina f(X) = E(Y |X) naziva se re-

gresiona funkija, pri qemu X mo�e biti vixedimenziona sluqajna

veliqina.

Slede�a teorema opravdava oblik funkije regresije.

Teorema 0.0.1 (2).

E(Y − E(Y |X))2 ≤ E(Y − g(X))2

za svaku funkiju g(X), uz pretpostavku da postoji matematiqko

oqkevia�e na desnoj strani nejednakosti.

Dokaz.

E(Y − g(X))2 = E(Y − E(Y |X) + E(Y |X)− g(X))2

= E
(

E(Y −E(Y |X) + E(Y |X)− g(X))2|X
)

= E
(

E(Y −E(Y |X)2|X + E(E(Y |X)− g(X))2)|X
)

≥ E(Y −E(Y |X)2).
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Prethodnu nejednakost mo�emo da posmatramo i iz geometrijskog

ugla jer E(Y |X) �e predstav	ati projekiju Y na ravan odreÆenu sluqa-

jnim vektorom X .

Regresioni model se mo�e predstaviti u obliku

Y = f(X) + ε,

gde je ε sluqajna prome�liva nezavisna od X , najqex�e sa normalnom

N (0, σ2) raspodelom.
Ukoliko iz npr. grafiqkog prikaza zavisnosti (X, Y ) imamo razloga

da pretpostavimo da je f(X) = aX+b onda se koefiijenti a, b odreÆuju

tako da se minimizira E(Y − (aX + b))2.
Dobija se da je

a =
EXY −EXEY

DX

b = EY − aEX,

pa se koefiijenti a, b mogu oeniti npr. metodom zamene, odnosno

â =

∑

XiYi − nX̄Ȳ

S̄2
X

= ρ̂
S̄X

S̄Y

b̂ = Ȳ − âX̄.

Ukoliko pretpostavimo da X nije sluqajna promen	iva govorimo o

kontrolisanoj regresiji.

Imaju�i u idu samu definiiju regresione funkije, od sada pa

nada	e mo�emo pretpostaviti da se radi o kontrolisanoj regresiji.

Dakle, nax i	 �e biti da oenimo funkiju f(x) pri qemu �emo

pretpostaviti neku zavisnost do na nepoznate parametre (parametarski

pristup). Ovom problemu se svakako mo�e pristupiti i neparametarski

i o tome �e biti vixe reqi slede�e godine.

Da ponovimo, glavni nax zadatak u ovom kursu je da odgovorimo na

slede�a pita�a.

• Kakva je veza izmeÆu razliqitih obele�ja?

• Kada odredimo oblik modela kako da oenimo �egove parametre?

• Koji su modeli "dopustivi" i u kom smislu?

• Kako da ispitamo kvalitet modela?
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Ponekad se za ovu problematiku koristi termin statistiqko uqe�e

jer �elimo da, koriste�i dostpune podatke, "nauqimo" model.

Kako izgleda eo proes bira�a modela demonstrira�emo na navede-

nom primeru.
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Primer 0.0.1. U i	u istra�iva�a u kojoj meri broj vozila na putu

utiqe na brzinu vozila sakup	ani su podai o "gustini" vozila (broj

automobila u jednoj mi	i) i proseqnoj brzini automobila.

DENSITY SPEED
1 20.40 38.80

2 27.40 31.50

3 106.20 10.60

4 80.40 16.10

5 141.30 7.70

6 130.90 8.30

7 121.70 8.50

8 106.50 11.10

9 130.50 8.60

10 101.10 11.10

11 123.90 9.80

12 144.20 7.80

13 29.50 31.80

14 30.80 31.60

15 26.50 34.00

16 35.70 28.90

17 30.00 28.80

18 106.20 10.50

19 97.00 12.30

20 90.10 13.20

21 106.70 11.40

22 99.30 11.20

23 107.20 10.30

24 109.10 11.40

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 38.1295 1.2177 31.31 0.0000

E1.1$DENSITY -0.2425 0.0126 -19.22 0.0000
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 6.3797 0.1028 62.09 0.0000

E1.1$DENSITY -0.0278 0.0011 -26.09 0.0000
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Prvi korak je svakako da grafiqki predstavimo podatke i da uoqimo

neki oblik zavisnosti (ako postoji).

Sa prvog grafika mo�emo zak	uqiti da sa pove�a�em gustine sao-

bra�aja opada brzina istog, xto je sasvim oqekivan zak	uqak. Naj-

jednostavniji model koji bi mogao da opixe podatke je linearna veza,

odnosno y = ax+ b+ ε, gde je y proseqna brzina automobila a x gustina

sobra�aja. Jasno je da u model moramo da uk	uqimo i neki "xum" (ε)

koji bi opravdao to xto taqke na grafiku nisu sve kolinearne. Neke

prirodne osobine koje taj xum treba da zadovo	ava je da je 'mali', da

je "entriran" oko nule, da ne zavisi od x i y itd. Xum zapravo pred-

stav	a grexku modela.

Jedan od najpopularnijih, najjednostavnijih i slobodno mo�emo

re�i osnovnih metoda za oenu parametara modela je metod najman-

jih kvadrata. Ideja je da parametre oenimo onim vrednostima koji

minimiziraju sumu kvadratnih odstupa�a oe�ene od prave vrednosti,

odnosno

S =
n

∑

i=1

ε2i =
n

∑

i=1

(yi − (axi + b))2.

Dobijamo da su tra�eni â i b̂

â =

∑n

i=1 yixi − nx̄ȳ
∑n

i=1 x
2
i − nx̄2

=

∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)
∑n

i=1(xi − x̄)2

b̂ = ȳ − âx̄.

Oznaqimo sa ei = yi − ŷi = yi − (âxi + b)
Primetimo da polazni model mo�emo napisati u entriranom ob-

liku yi = a(xi− x̄)+ b+ax̄+εi. Ispostav	a se da je ovaj oblik pogodniji

za prognozira�e jer ŷi = â(xi − x̄) + ȳ.

Jox je va�no da se primeti da je

∑n

i=1 ei = 0.
U (0.0.1) jednaqine pravih koje se dobijaju u prvom, odnosno drugom

modelu su y = −0.24x+ 38.13, odnosno y = −0.028x+ 6.38.

Kada je model dobar odstupa�a oe�enih vrednosti od pravih (rezid-

uali) su mali. Zato je prirodno za meru kvaliteta modela uzeti, za

poqatak,

∑n

i=1 e
2
i . Glavni problem sa ovom merom odstupa�a je zato xto

ona zavisi od jedinie. Zato �emo iskoristi sliqnu ideju kao za uvod-

je�e koefiijenta korelaije.
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SSTO =

n
∑

i=1

(yi − ȳ)2 =

n
∑

i=1

(yi − ŷi + ŷi − ȳ)2

=

n
∑

i=1

(yi − ŷi)
2 +

n
∑

i=1

(ŷi − ȳ)2 = SSE + SSR

SSR je odstupa�e koje je objax�eno modelom. Zato uvodimo koefi-

ijent determinaije R2
kao meru kvaliteta modela.

R2 = 1− SSE

SSTO
.

Jasno je da ako bismo imali perfektan model onda bi R2 = 1.
U primeru 0.0.1 za prvi model se dobija da je R2 = 0.94 dok je za

drugi model R2 = 0.98.
Mo�e se pokazati da je R = |ρxy|.
Napomena: ne treba uvek (samo) koristiti R2

kao meru kvaliteta

modela. O tome �e biti vixe reqi u ostatku kursa.
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Poglav	e 1

Linearni modeli

1.1 Prosta linearna regresija

U uvodnom poglav	u smo pretpostav	ali da imamo jedan prediktor.

Takav model se naziva prost linearni regresioni model. Videli smo

neka lepa svojstva koja model poseduje pri qemu nismo navodili koje

pretpostavke model treba da zodovo	ava da bismo ga uopxte razmatrali.

Neka je

Yi = axi + b+ εi, i = 1, 2, ..., n

prost linearni model, pri qemu xum zadovo	ava slede�e uslove Gaus-

Markova

1. entriranost Eεi = 0, i = 1, 2, ..., n

2. nekorelisanost Eεiεj = 0, i 6= j;

3. homoskedastiqnost Dεi = σ2 > 0;

4. xi i εj su nezavisni za svako i, j.

Tada za oene dobijene metodom najma�ih kvadrata

â =

∑n

i=1 Yixi − nx̄Ȳ
∑n

i=1 x
2
i − nx̄2

=

∑n

i=1(xi − x̄)(Yi − Ȳ )
∑n

i=1(xi − x̄)2

=

∑n

i=1 Yi(xi − x̄)
∑n

i=1 x
2
i − nx̄2

=

∑n

i=1 Yi(xi − x̄)

nS2
x

b̂ = ȳ − âx̄ =

∑n

i=1 Yi(S
2
x − x̄(xi − x̄))

nS2
x

,

va�e slede�a svojstva:
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Poglav	e 1. Linearni modeli

1. Eâ = 0 i Eb̂ = 0;

2.

D(â) =
σ2

∑n

i=1(xi − x̄)2

D(b̂) =
σ2

n

(

1 +
x̄

S2
x

)

;

Dakle, oene parametara modela su nepristrasne i postojane. Vidimo

da u izrazima za disperzije vigurixe nepoznati parametar σ2
. Zato

moramo i za �ega na�i odgovaraju�u oenu.

E(SSE) = E(SST )− E(SSR)

E(SST ) = E(
n

∑

i=1

Y 2
i − nȲ 2)

=

n
∑

i=1

(σ2 + (aXi + b)2)− 1

n
(

n
∑

i=1

EY 2
i + 2

∑

1≤i<j<n

EYiEYj)

= (nσ2 +

n
∑

i=1

((aXi + b)2))
(n− 1)

n
− 2

n
(

∑

1≤i<j≤n

(aXi + b)(aXj + b))

= σ2(n− 1) + nS2
xa

2

E(SSR) =

n
∑

i=1

(xi − x̄)2Eâ2 =

n
∑

i=1

(xi − x̄)2(a2 +
σ2

nS2
x

)

= nS2
x(a

2 +
σ2

nS2
x

)

E(SSE) = σ2(n− 2)

Odavde dobijamo da je nepristrasna oena za σ2

σ̂2 =
SSE

n− 2
.

Ukoliko se u model uvede dodatna pretpostavka da je xum Gausov,

odnosno da εi ima normalnu N (0, σ2), dobijene oene imaju mnoga druga

lepa svojstva. Prvo, primetimo da su oene za a i b linearne kombi-

naije nezavisnih sluqajnih veliqina sa normalnim raspodelama pa i
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Poglav	e 1. Linearni modeli

same oene imaju normalne N (a,Dâ) i N (b,Db̂) raspodele. U nastavku

kursa �emo pokazati da â i b̂ su nezavisne od σ̂2
pa zak	uqujemo da

â− a
σ̂√
nS2

x

∼ tn−2

b̂− b

σ̂
√

1
n
+ x̄2

nS2
x

∼ tn−2

Sada se mogu praviti intervali povere�a za a i b i testirati

hipoteze u vezi sa �ihovim parametrima. Primetimo da H0 : a = 0
zapravo znaqi da utiaj prediktora nije znaqajan.

Prognozirana vrednost zavisne promen	ive Y0 i sred�e vrednosti

zavisne promen	ive EY0 u taqki x0 je

Ŷ0 = âxi + b̂.

Koriste�i iste argumente kao do sada, mo�emo pokazati da

Ŷ0 − EY0

σ̂
√

1
n
+ (x0−x̄)2

nS2
x

∼ tn−2

Ŷ0 − Y0

σ̂
√

1 + 1
n
+ (x0−x̄)2

nS2
x

∼ tn−2.

Sada mo�emo praviti intervale predviÆa�a.
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