
Odabrana poglav	a geometrije B, xkolska 2018/19
Drugi doma�i zadatak

Izometrije i sliqnosti euklidskih prostora

1. Odrediti formule slede�ih preslikava�a euklidske ravni:

(a) rotacija koja slika taqke (1, 2) i (
√
3+2
2 , 32 ) redom u taqke ( 3

2 ,
√
3+2
2 ) i (2, 1);

(b) klizaju�a refleksija koja slika taqke (0, 0) i (0, 1) redom u taqke (1, 1) i (2, 1);

(v) kompozicija homotetije sa centrom u taqki (2, 1) i koeficijentom 3 i refleksije u odnosu na pravu x+3y = 5;

(g) obe homotetije koje slikaju krug x2 + y2 = 1 na krug (x− 3)2 + (y − 1)2 = 3.

2. Dokazati da su preslikava�a data formulama u odnosu na ortonormirani reper Oe1e2 euklidske ravni izometrije
ili sliqnosti i odrediti �ihove osnovne komponente:

(a)
x′ = −x + 2,
y′ = −y − 4;

(b)
x′ = −3x,
y′ = 3y − 4;

(v)
x′ = − 5

13x − 12
13y − 14

13 ,
y′ = − 12

13x + 5
13y + 47

13 ;

(g)
x′ = 5x − 12y + 8,
y′ = 12x + 5y − 16.

3. Ako je Oe ortonormirani reper euklidske ravni, dokazati da postoji taqno jedan realan broj α za koji je formulama
x′ = 1 + 3

5x+ 4
5y, y

′ = α+ 4
5x−

3
5y, definisana jedna refleksija te ravni i odrediti osu te refleksije.

4. Odrediti u kompleksnim koordinatama formule:

(a) rotacije oko taqke (2, 3) za ugao π
3 ;

(b) klizaju�e refleksije u odnosu na pravu y = x+ 3, kojom se taqka (1, 6) slika u taqku (5, 6).

5. (a) Dokazati da je preslikava�e dato formulom z′ = iz + (4 + 2i) u kompleksnim koordinatama izometrija i
odrediti joj osnovne komponente.

(b) Dokazati da je preslikava�e dato formulom z′ = 2(−1+
√

3i)z+(4−2i) u kompleksnim koordinatama sliqnost
i predstaviti ga kao kompoziciju neke translacije, homotetije i rotacije.

6. Euklidski prostor E3 je orijentisan svojim ortonormiranim reperom Oe. Odrediti formule:

(a) rotacije za ugao π
3 oko vektorske prave (kroz koordinatni poqetak O) koja je orijentisana svojim vektorom

pravca (1, 0, 1);

(b) zavojnog kreta�a qija je osa prava x−1
0 = y−1

1 = z−1
1 orijentisana svojim vektorom pravca, ugao rotacije − 3π

4
i vektor translacije (0,−2,−2);

(v) osnorotacione refleksije za ugao 2π
3 , qija je osnova ravan 2x−y+2z−3 = 0 i osa prava orijentisana vektorom

−→
SP , gde je P taqka (3, 0, 3) i S �en presek sa ravni osnove.

7. Euklidski prostor E3 je orijentisan svojim ortonormiranim reperom Oe. Dokazati da su slede�im formu-
lama u odnosu na taj reper odre�ene izometrije ili sliqnosti, odrediti osnovne komponente i skicirati puta�u
proizvo	ne taqke:

(a)
x′ = − 1

3x − 2
3y + 2

3z,
y′ = − 2

3x + 2
3y + 1

3z + 1,
z′ = 2

3x + 1
3y + 2

3z + 2;

(b)
x′ = −x − 2y + 2z + 1,
y′ = −2x + 2y + z + 1,
z′ = 2x + y + 2z;

(v)
x′ = 2

3x + 2
3y − 1

3z + 3,
y′ = − 1

3x + 2
3y + 2

3z + 1,
z′ = 2

3x − 1
3y + 2

3z + 8;

(g)
x′ = −4x − 8y + z + 14,
y′ = 4x − y + 8z + 6,
z′ = 7x − 4y − 4z − 8.

8. Neka je P proizvo	na taqka euklidskog prostora E3 i
−−→
OP = ~v = (v1, v2, v3) �en vektor polo�aja.

(a) Dokazati da se vektor ~v mo�e zarotirati do vektora kolinearnog sa vektorom pravca z−ose kompozicijom
dve rotacije: oko y−ose u negativnom smeru za ugao ϕ odre�en sa cosϕ = v3√

v21+v
2
3

, sinϕ = v1√
v21+v

2
3

(nakon qega se

dobija vektor ~v′ u yz−ravni) i rotacije oko x−ose u pozitivnom smeru za ugao ψ odre�en sa cosψ =

√
v21+v

2
3√

v21+v
2
2+v

2
3

,

sinψ = v2√
v21+v

2
2+v

2
3

. Primetimo da je ϕ ugao izme�u projekcije vektora ~v na xz−ravan i vektora pravca z−ose,

dok je ψ ugao izme�u vektora ~v′ dobijenog nakon prve rotacije od vektora ~v i vektora pravca z−ose. Primetimo
da ukoliko taqka P ve� pripada y−osi, potrebno je izostaviti prvu rotaciju oko y−ose.



(b) Ponoviti postupak iz dela (a) sa rotacijama redom: oko x−ose do xz−ravni, pa oko y−ose; oko z−ose do
xz−ravni, pa oko y−ose.

(v) Koriste�i rezultat iz dela (a), dokazati da je matrica rotacije za ugao α u pozitivnom smeru oko prave kroz

koordinatni poqetak i taqku P qiji je vektor pravca ~v =
−−→
OP jediniqni data sa v21 + (1− v21) cosα v1v2(1− cosα)− v3 sinα v1v3(1− cosα) + v2 sinα

v1v2(1− cosα) + v3 sinα v22 + (1− v22) cosα v2v3(1− cosα)− v1 sinα
v1v3(1− cosα)− v2 sinα v2v3(1− cosα) + v1 sinα v23 + (1− v23) cosα

 .

9. Neka je A matrica rotacije prostora E3, sa uoqenim ortonormiranim reperom Oe, e = [e1, e2, e3], u odnosu na osu
koja sadr�i taqku O i orijentisana je jediniqnim vektorom pravca ~v = v1e1 + v2e2 + v3e3, za orijentisani ugao α.

(a) Dokazati da je A = E +D sinα+D2(1− cosα), gde je D =

 0 −v3 v2
v3 0 −v1
−v2 v1 0

 .

(b) Dokazati da va�e relacije trA = 1 + 2 cosα, A − AT = 2D sinα, pa na osnovu �ih, za datu matricu rotacije
A, odrediti jediniqni vektor pravca (do na znak) ose rotacije i odgovaraju�i ugao rotacije.

(v) Ukoliko vektor pravca ose ~v nije jediniqni, oznaqimo sa µ = |~v|
tg α

2
i λ = |~v|2 + µ2 = v21 + v22 + v23 + µ2, pri

qemu podrazumevamo da je µ = 0 za α = π. Dokazati da je tada matrica rotacije (tzv. Ojlerova matrica
pridru�ena realnom broju µ i vektoru ~v 6= 0)

1

λ

 µ2 + v21 − v22 − v23 2(v1v2 − v3µ) 2(v1v3 + v2µ)
2(v1v2 + v3µ) µ2 + v22 − v21 − v23 2(v2v3 − v1µ)
2(v1v3 − v2µ) 2(v2v3 + v1µ) µ2 + v23 − v21 − v22

 .

Primetimo da se dobijena matrica ne me�a ukoliko svaki od brojeva v1, v2, v3, µ pomno�imo istim skalarom
razliqitim od nule. Uporediti dobijenu matricu sa matricom dobijenom u delu (a), kao i sa matricom
dobijenom u prethodnom zadatku.

10. Neka je q jediniqni kvaternion razliqit od nule i Cq : H → H preslikava�e definisano sa Cq(p) = qpq−1

(konjugacija).

(a) Dokazati da su konjugacije Cq′ i Cq′′ ista preslikava�a akko je q′ = ±q′′.
(b) Dokazati da je konjugacija izometrija prostora H, kao i prostora qistih kvaterniona ImH ∼= R3. Ukoliko

je q = [cos α2 , ~v sin α
2 ] i |~v| = 1, preslikava�e Cq je rotacija prostora R3 za ugao α oko jediniqnog vektora ~v u

pozitivnom smeru.

(v) Oznaqimo sa Rq : H→ H i Lq : H→ H redom desno i levo mno�e�e kvaternionom q, tj. Rq(p) = pq, Lq(p) = qp.
Dokazati da je Cq = Lq ◦ Rq = Rq ◦ Lq, pa na osnovu matrica levog i desnog mno�e�a u bazi e = [1, i, j, k]
dokazati da je matrica konjugacije Cq data sa

[Cq]e =


1 0 0 0
0 1− 2(y2 + z2) 2(xt− wz) 2(xz + yw)
0 2(xy + zw) 1− 2(x2 + z2) 2(yz − xw)
0 2(xz − yw) 2(yz + xw) 1− 2(x2 + y2)

 ,

gde je ~v = (v1, v2, v3) jediniqni vektor, q = w+ xi+ yj + zk = cos α2 + v1 sin α
2 i+ v2 sin α

2 j + v3 sin α
2 k. Uporediti

dobijenu matricu sa matricama dobijenim u prethodna dva zadatka.

(g) Ukoliko je ~v ⊥ p, dokazati da je Cq(p) = qpq−1 = q̃p, gde je q = cos α2 + v1 sin α
2 i + v2 sin α

2 j + v3 sin α
2 k, a

q̃ = cosα + v1 sinαi + v2 sinαj + v3 sinαk. Dakle, u ovom sluqaju je dovo	no jedno mno�e�e kvaterniona da
bismo odredili sliku date taqke pri vektorskoj rotaciji.

11. Koriste�i kvaternione odrediti sliku taqke (2, 0, 0) pri rotaciji euklidskog prostora E3:

(a) oko z−ose za ugao π, pa za ugao π
4 ;

(b) oko prave x
1 = y = z

1 za ugao π, pa za ugao π
2 .

12. Euklidski prostor E3 orijentisan je svojom kanonskom bazom Oe1e2e3. Odrediti matricu vektorske rotacije za
ugao π

2 oko prave orijentisane svojim vektorom c = (p, q, r). Posebno razmotriti sluqaj c = (1, 2, 2), koriste�i:

(a) rotacije oko koordinatnih osa;

(b) promenu baze;

(v) kvaternione.

13. Euklidski prostor E3 orijentisan je svojom kanonskom bazom Oe1e2e3. Dokazati da je datom matricom A odre�ena
jedna vektorska rotacija i odrediti �enu osu i odgovaraju�i ugao u odnosu na jednu od orijentacija te ose, ukoliko
je:



(a) A = 1
4

 3 1 −
√

6

1 3
√

6√
6 −

√
6 2

 ; (b) A = 1
3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

 ; (v) A = 1
7

 6 2 −3
2 3 6
3 −6 2

 .

14. Neka su σ i π refleksije euklidskog prostora E3 u odnosu na �egove vektorske ravni U : y−z = 0 iW : x−2y+z = 0,
redom.

(a) Odrediti matrice preslikava�a σ, π, π ◦ σ.
(b) Dokazati da je matrica A preslikava�a π ◦ σ matrica jedne rotacije oko vektorske prave koja se dobija u

preseku ravni U i W, odrediti joj ugao i uporediti ga sa uglom izme�u ravni U i W.

15. Odrediti sve parove realnih brojeva (a, b) za koje je formulama

x′ = ax + by + bz,
y′ = bx + ay + bz,
z′ = bx + by + az,

odre�ena jedna rotacija euklidskog vektorskog prostora R3.

16. Odrediti formule afine transformacije euklidskog prostora E3 koja predstav	a kompoziciju homotetije sa
centrom u taqki A(1, 0, 2) i koeficijentom 2, ravanske refleksije u odnosu na ravan Π : x+2y−z+3 = 0 i homotetije
sa centrom u taqki B(2,−3,−4) i koeficijentom 1

2 . Odrediti zatim sliku sfere x2 + y2 + 2y + z2 − 2z = −1 pri
ovoj transformaciji.

17. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru zadata je dvodimenziona ravan Π : x1 + x2 = 1, x3 + x4 = 0. Odrediti
formule:

(a) normalne projekcije na ravan Π;

(b) simetrije u odnosu na ravan Π.

18. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru E4 data je prava ∆ : x1 = t, x2 = 1 + t, x3 = −2 + t, x4 = −t, t ∈ R,
ravan Π : 2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1 i taqka S(1, 2,−1, 0).

(a) Odrediti formule afine transformacije τ koja predstav	a kompoziciju centralne simetrije sa centrom u
taqki S i simetrije u odnosu na pravu ∆.

(b) Odrediti formule afine transformacije σ koja predstav	a kompoziciju homotetije sa centrom u taqki S i
koeficijentom −2 i refleksije u odnosu na ravan Π.

(v) Dokazati da su transformacije τ, σ sliqnosti prostora E4 i odrediti centar i koeficijent tih sliqnosti.
Da li su kompozicije iz (a), (b) kanonska razlaga�a ovih sliqnosti?

19. Neka je Π = P +U hiperravan u euklidskom prostoru Ek sa direktrisom V i ~n neki �en jediniqni vektor normale
(tada ja V = U⊕ L(~n)) i M proizvo	na taqka.

(a) Dokazati da su ortogonalna projekcijaM0 taqkeM i taqkaM1 simetriqna saM u odnosu na Π redom odre�ene

sa
−−−→
PM0 =

−−→
PM −

−−→
PM ◦ ~n,

−−−→
PM ′ =

−−→
PM − 2

−−→
PM ◦ ~n.

(b) Ukoliko je u odnosu na neki ortonormirani reper Oe hiperravan Π data svojom jednaqinom a1x1 +a2x2 + · · ·+
akxk = b i taqka M(m1,m2, . . . ,mk), tada je rastoja�e taqke M hiperravni Π dato formulom

|a1m1 + a2m2 + · · ·+ akmk − b|√
a21 + a22 + · · ·+ a2k

.

20. (a) Dokazati da je skup svih izometrija datog euklidskog prostora koje fiksiraju dati skup Π (ne obavezno
taqka-po-taqka) jedna podgrupa grupe svih izometrija tog prostora.

(b) Dokazati da za svaku konaqnu grupu nekih izometrija euklidskog prostora postoji bar jedna taqka koju fik-
siraju sve izometrije iz te grupe.


