
Metriqki prostori

1. Neka je M konaqan skup i P(M) partitivni skup od M . Neka je d(A,B) = card(A4B), za sve A,B ∈ P(M).
Dokazati da je d metrika.

2. Neka je funkcija d : R2 × R2 → R definisana sa

d((x1, y1), (x2, y2)) =

{
|x1 − x2|, y1 = y2
|x1 − x2|+ 2, y1 6= y2

.

(a) Dokazati da je d metrika na R2.

(b) Dokazati da je skup A(t) = (−1, 1)× {t} otvoren za svako t ∈ R.
(v) Da li je skup (−1, 1)× [−1, 1] otvoren?

3. Odrediti unutrax�ost, skup taqaka nagomilava�a, zatvore�e i rub slede�ih skupova (podrazumevaju se stan-
dardne metrike na naznaqenim skupovima):

(a) [0, 5) ∪ {6} u R;
(b) { 1

n3 | n ∈ N} u R;

4. Neka je funkcija d : N× N→ R definisana sa

d(m,n) =

{
1 +

1

m+ n
, m 6= n

0, m = n
.

(a) Dokazati da je d metrika na N.

(b) Opisati kuglu sa centrom u 3 i polupreqnikom
7

6
.

(v) Odrediti sve Koxijeve nizove u metriqkom prostoru (N, d). Da li je dati prostor kompletan?

5. Date su funkcije d1, d2 : R× R→ R sa d1(x, y) = |x− y|, d2(x, y) = |arctg x− arctg y|.

(a) Dokazati da je funkcija d2 metrika na skupu R (d1 je standardna metrika na R).
(b) Ako je niz (xn)n∈N Koxijev u metriqkom prostoru (R, d1), dokazati da je Koxijev i u metriqkom prostoru

(R, d2).
(v) Dokazati da je niz xn = n Koxijev u (R, d2), ali nije u (R, d1) (tj. ne va�i obrat tvr�e�a (b)).

6. Neka je (C[0, 1], d) metriqki prostor realnih neprekidnih funkcija na [0, 1] sa metrikom

d(f, g) =

1∫
0

|f(x)− g(x)|dx.

Neka je A = {fα ∈ C[0, 1] | fα(x) = αx, α ∈ [0, 1]}.

(a) Dokazati da je A kompaktan u (C[0, 1], d).

(b) Izraqunati d(f,A), ako je f(x) = x2, x ∈ [0, 1].

7. (a) Dokazati da je skup {(x, y) ∈ R2 | x4+ y4+x2+ y2 6 2019} kompaktan u prostoru R2 sa euklidskom metrikom.

(b) Pokazati da {(x, y) ∈ R2 | y > 1
x , x > 0} nije kompaktan u prostoru R2 sa euklidskom metrikom. Da li je

kompletan?

8. Dato je preslikava�e f : [0,+∞)→ [0,+∞) sa f(x) = log(1 + x).

(a) Dokazati da va�i nejednakost |f(x)− f(y)| 6 |x− y|.
(b) Da li funkcija f ispu�ava uslove Banahovog stava (metrika na [0,+∞) je standardna)?

(v) Da li funkcija f ima nepokretnu taqku?

9. Dokazati da postoji jedinstvena neprekidna funkcija f ∈ C[0, 1] koja zadovo	ava jednaqinu f(x) =
x∫

0

cos

(
f(t)

2

)
dt.

10. Dokazati da je metriqki prostor (M,d) povezan ako i samo ako su ∅ iM jedini istovremeno otvoreni i zatvoreni
skupovi.

11. Neka su na skupu X zadate metrike d1 i d2 takve da je d1(x, y) 6 2d2(x, y) za sve x, y ∈ X.

(a) Ako je B1 otvorena kugla u prostoru (X, d1), a B2 otvorena kugla u (X, d2), onda za svako x ∈ X i za svako
ε > 0 va�i B2(x,

ε
2 ) ⊆ B1(x, ε).

(b) Ako je A ⊆ X otvoren u prostoru (X, d1), onda je A otvoren i u prostoru (X, d2).

(v) Ako je (X, d2) povezan metriqki prostor, onda je to i (X, d1).


