
Uvod u kompleksnu analizu - pismeni ispit 18.1.2013.

1. Neka je f analitiqka funkcija na oblasti D. Dokazati slede�a tvr�e�a:

a) Ako je realni deo funkcije f konstantan na D, onda je i f konstantna na D.

b) Ako je |f | konstantna funkcija na D, onda je i f konstantna na D.

v) Slika oblasti D pri nekonstantnom preslikava�u f ne mo�e biti ni prava ni kru�nica.

Rexe�e: f = u + iv je analitiqka, pa va�e C − R uslovi na oblasti D. Kako je u konstantna, to su parcijalni
izvodi po x i po y nula. Iz ova dva podatka dobijamo da su i parcijalni izvodi v tako�e nula. Zak	uqujemo da
je v konstantna, a samim tim je i f konstantna. Za deo pod b) samo primenimo C − R uslove u polarnom obliku.
Deo v) je primena prethodnog. Pretpostavimo da je slika prava. Onda bismo mogli da zarotramo i transliramo
pravu do poklapa�a sa imaginarnom osom. Takva kompozicija je analitiqka funkcija qiji je realni deo nula, pa
preslikava�e mora biti konstantno. Kontradikcija. Sliqno, ako je slika krug, mo�emo ga translirati tako da
mu centar bude u koordinatnom poqetku i izvesti kontradikciju na osnovu dela b). Ovaj zadatak mo�e se uraditi
na vixe naqina, jox jedan bi bio koriste�i teoremu o otvorenom preslikava�u.

2. Odrediti Mebijusovu transformaciju B koja jediniqnu kru�nicuK1 slika na kru�nicuK2 = {w ∈ C | |w−i| = 1}
i za koju je B(0) =

i

2
i B(1) = 0. Preslikati zatim do�u poluravan preslikava�em B.

Rexe�e: Imamo u xta se slikaju dve taqke. Ako odredimo sliku i neke tre�e taqke, mo�emo dobiti formulu
preslikava�a (pomo�u one "velike" formule). Taqke z = 0 i z = ∞ su simetriqne u odnosu na jediniqnu
kru�nicu. Onda su i �ihove slike simetriqne u odnosu na sliku jediniqne kru�nice, tj. u odnosu na kru�nicu
K2. Dakle, treba odrediti taqku simetriqnu taqki z = i

2 u odnosu na K2. To �e biti taqka z = −i (npr.

transliramo do jediniqnog kruga, na�emo simetriqnu, pa vratimo nazad:
1

( 12 − i)
+ i). Kada sve ovo zamenimo u

formulu, dobijemo da je B(z) = −i
z − 1

z + 2
. Slika zadate oblasti je poluravan Rez < 0.

3. Funkciju f(z) =
1 + iz

2 + z + 2z2 + z3
predstaviti Loranovim redom koji konvergira u taqki z =

3

4
+

3
√
3

4
i.

Rexe�e: Treba razviti funkciju na prstenu 1 < |z| < 2. Prvo treba rastaviti polinom u imeniocu. 2+ z+2z2+

z3 = (2 + z)(1 + z2) = (2 + z)(1 + iz)(1− iz), pa je f(z) =
1

(2 + z)(1− iz)
=

A

2 + z
+

B

1− iz
. Standardno se odre�uju

tra�ene konstante. Jox je mo�da zgodno napisati 1− iz = −i(i+ z). Nada	e sve kao na ve�bama.

4. Neka je a ̸= 2 pozitivna konstanta i Ca kru�nica polupreqnika a sa centrom u koordinatnom poqetku, orijenti-

sana pozitivno. Izraqunati integral

∫
Ca

z2 + ez

z2(z − 2)
dz.

Rexe�e: Dati integral jednak je "2πi puta suma reziduma unutar konture". Kada je a < 2, onda je samo singular-
itet z = 0 unutar konture, dok je za a > 2 i z = 2 unutra. Taqka z = 0 je pol drugog reda, a z = 2 prvog. Dobije

se da je I = −3πi

2
za a < 2, a I = πi

e2 + 1

2
za a > 2.

5. Izraqunati integral

∞∫
−∞

cos 7x− cos 5x

x2
dx.

Rexe�e: Podintegralna funkcija je parna, pa je I = 2

∞∫
0

cos 7x− cos 5x

x2
dx. Kako je limes podintegralne funkcije

kada se pribli�avamo nuli jednak −12 < ∞, to je x = 0 otklo�ivi singularitet, tj. nije problem. Da	e, ako se

pomerimo od nule, podintegralna funkcija je ograniqena sa
2

x2
, a

∞∫
1

2

x2
dx < ∞. Zak	uqak je da dati integral

konvergira, tj. �egova vrednost je neki konaqan REALAN broj. Grexka bi bila razdvojiti dati integral na

razliku dva, jer

∞∫
0

cos 7x

x2
dx i

∞∫
0

cos 5x

x2
dx zasebno divergiraju!! Uvodimo funkciju g(z) =

e7iz − e5iz

z2
. Pravimo

standardnu konturu ("poluprsten"). Biramo ϵ i R tako da za |z| > R i |z| < ϵ nema singulariteta funkcije g.
Kako unutar ove konture nema singulariteta, to je

∫
Cϵ,R

g(z)dz = 0. Sa druge strane,
∫

Cϵ,R

g(z)dz jednak je zbiru 4



integrala (po luku γϵ, luku γR i po du�ima od −R do −ϵ i od ϵ do R). Integral po luku γR jednak je nuli na
osnovu tre�e �ordanove leme. Integral po luku γϵ jednak je 2π, koriste�i prvu �ordanovu lemu i qi�enicu da
je limes kada z te�i nuli od funkcije zg(z) jednak 2i. Dakle, I = 2π.

6. Neka je f analitiqka na zatvorenom jediniqnom disku. Dokazati da postoji n ∈ N takav da je f

(
1

n

)
̸= 1

n+ 1
.

Rexe�e: Pretpostavimo suprotno, tj. da za svako n ∈ N va�i da je f

(
1

n

)
=

1

n+ 1
. Ako stavimo da je zn =

1

n
,

onda imamo da je f(zn) =
zn

zn + 1
. Da	e, definiximo funkciju g(z) = z

z+1 . Vidimo da se f i g poklapaju na

skupu koji ima taqku nagomilava�a (to je taqka z = 0) koja pripada skupu D = {z| |z| < 1}. Po teoremi jedinosti
va�i da je f ≡ g na D. Kako je f analitiqka, to je i neprekidna, pa je lim

z→−1
f(z) = f(−1) = lim

z→−1

z

z + 1
= ∞.

Kontradikcija.

Napomena: Student bira 5 od 6 zadataka.


