
TMI - Drugi kolokvijum

1. Neka f , g ∈ L2p(R) za neko p > 1. Dokazati da f · g ∈ Lp(R).

2. a) Navesti primer skupa E ⊆ R i funkcije f : E → R koja pripada prostoru L3(E), a ne pripada prostoru
L1(E);

b) Da li se skup E mo�e odabrati tako da bude m(E) < +∞?

3. a) Neka je (X,µ) prostor sa merom i neka je µ(X) < +∞. Ako za niz funkcija fn ∈ L1(X,µ) va�i fn ⇒ f (tj.
fn ravnomerno konvergira ka f), dokazati da f ∈ L1(X,µ) tako�e, kao i da je lim

n→+∞
||fn − f || = 0;

b) Da li pretodno va�i, ako se izostavi uslov µ(X) < +∞? [Uputstvo: posmatrati niz fn(x) = n/(x2 + n2) na

skupu (0,+∞) sa Lebegovom merom.]

4. Neka je f ∈ Lp(X,µ).

a) Dokazati da je mera skupa {x ∈ X | |f(x)| > η} ma�a ili jednaka od
1

ηp
∫
X
|f |pdµ;

b) Koriste�i se prethodnim (ili drugaqije) pokazati da je skup {x ∈ X | f(x) ̸= 0} σ-konaqan, tj. da se mo�e
prikazati kao najvixe prebrojiva unija skupova konaqne mere.

5. Neka su u, v ∈ H, H - Hilbertov prostor, i neka je ||u|| = 3, ||u− v|| = 7, ||u+ v|| = 1. Odrediti ||v||.

6. Neka u, v ∈ H, H - Hilbertov prostor, i neka je û = u/||u||2, v̂ = v/||v||2. Dokazati da je ||û− v̂|| = ||u− v||
||u|| · ||v||

.

7. �oker zadatak. [mo�e zameniti bilo koja dva] Neka je λ kompleksna mera na σ-algebri M nad X, i neka je |λ|
�ena totalna varijacija. Dokazati da je λ ≪ |λ|. Dokazati da je |λ| mera skupa {x ∈ X | |f(x)| ̸= 1} jednaka nuli,

ako je f =
dλ

d|λ|
- Radon Nikodimov izvod mere λ po meri |λ|.
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