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1 Matematika 3

2 Varijacioni raqun (za B smer), Laplasova i Furijeova
transformacija (za C smer)

2.1 Varijacioni raqun

1. Na�i ekstremale funkcionala:

a) Jrys “
0
ş

´1

p12xy ´ y12qdx, yp´1q “ 1, yp0q “ 0,

b) Jrys “
2
ş

1

py12 ` 2yy1 ` y2qdx, yp1q “ 1, yp2q “ 0,

v) Jrys “
1
ş

0

yy12dx, yp0q “ 1, yp1q “
3

?
4,

g) Jrys “
π
ş

0

p4y cosx ` y12 ´ y2qdx, yp0q “ 0, ypπq “ 0.

Rexeǌe. a) Ojler-Lagran�ova jednaqina je oblika 6x ´ y2 “ 0, y “ x3 ` Cx ` D, odakle
se smenom u graniqne uslove dobija sistem ´1 ´ C ` D “ 1, D “ 0, pa je y “ x3 ´ 2x
ekstremala posmatranog funkcionala.
b) ´y2 ´ y1 ` 2y “ 0 ima opxte rexeǌe oblika ypxq “ C1e

x ` C2e
´2x, pa se smenom u

graniqne uslove dobija sistem jednaqina C1e`C2e
´2 “ 1, C2e

2 `C2e
´4 “ 0, qije rexeǌe

je C2 “ e2

e´3´1
, C1 “ 1 ´ C2e

´2.

v) ´y12´2yy2 “ 0 je diferencijalna jednaqina koja se rexava smenom z “ y1: ´z2´2yz1z “

0, odakle je z “ 0, y “ C ili z1 ` z
2y

“ 0, y ‰ 0, xto je diferencijalna jednaqina prvog

reda p
?
yzq1 “ 0, z “ C

?
y
,

?
ydy “ Cdx, y “ p3

2
Cx ` 3

2
Dq

2
3 . Iz graniqnih uslova se dobi-

jaju ekstremale, ypxq “ px ` 1q
2
3 , ypxq “ p´3x ` 1q

2
3 .

g) y2 ` y ´ 2 cosx “ 0 je diferencijalnajednaqina qiji homogeni deo rexeǌa je C1 cosx `

C2 sinx, a partikularni deo rexeǌa je oblika yp “ pax` bq cosx` pcx` dq sinx, odnosno
nakon smene u diferencijalnu jednaqinu yp “ b cosx ` px ` dq sinx. Dakle, opxte rexeǌe
je y “ px ` D2q sinx ` D1 cosx, odakle se smenom u graniqne uslove nalaze ekstremale
y “ px ` D2q sinx.
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2. Na�i ekstremale funkcionala: a) Jrypxq, zpxqs “
2
ş

1

py12 `z2 `z12qdx yp1q “ 1, yp2q “ 2,

zp1q “ 0, zp2q “ 1,

b) Jrypxq, zpxqs “
2
ş

1

p2yz ´ 2y2 ` y12 ´ z12qdx yp0q “ 0, ypπq “ 1, zp0q “ 0, zpπq “ ´1.

Rexeǌe. a) Ojler-Lagran�ov sistem je oblika

y2
“ 0,

z ´ z2
“ 0,

odakle je
y “ C1x ` C2,

z “ C3e
x

` C4e
´x.

Iz graniqnih uslova se dobija ekstremala

y “ x,

z “
sinh px ´ 1q

sinh 1
. b) Ojler-Lagran�ov sistem je oblika

y2
` 2y ´ z “ 0,

z2
´ y “ 0,

odakle je eliminacijom z,
ypIV q

` 2y2
` y “ 0,

y “ C1 cosx ` C2 sinx ` xpC3 cosx ` C4 sinxq,

z “ y2
` y.

Iz graniqnih uslova se dobija ekstremala

y “ C2 sinx ´
x

π
cosx,

z “ C2 sinx `
1

π
p2 sinx ´ x cosxq,

gde je C2 proizvoǉna konstanta.

2.2 Furijeova transformacija i integral

3. Na�i Furijeovu transformaciju funkcije fpxq “ e´a|x|, a ą 0.
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Rexeǌe. Funkcija zadovoǉava Dirihleove uslove i apsolutno je integrabilna na realnoj
pravoj (

ş8

´8
|fpxq| “ 2

ş8

0
e´ax “ 2

a
). F pλq “ 1?

2π

ş8

´8
fpxqe´iλxdx “ 2?

2π

ş8

0
e´ax cosλxdx “

b

2
π

a
a2`λ2 .

4. Predstaviti u formi Furijeovog integrala funkciju

fpxq “

#

x, |x| ď 1,

0, |x| ą 1.

Rexeǌe. Funkcija je definisana na realnoj osi, deo-po-deo monotona, ima dve taqke pre-

kida 1. reda i apsolutno je integrabilna
infty

ş

´8

|fpxq|dx “
1
ş

´1

|x|dx “ x2|10 “ 1. Da-

kle, funkcija se mo�e predstaviti Furijeovim integralom. Funkcija je neparna, pa je
apλq “ 0; bpλq “ 2

π

ş8

0
fptq sinλt “ 2

πλ2 psinλ ´ λ cosλq. U taqkama neprekidnosti (za

x ‰ ˘1) je fpxq “ 2
π

ş8

0
1
λ2 psinλ ´ λ cosλq sin pλxqdλ, a u taqkama prekida x “ ˘1 je

2
π

ş8

0
1
λ2 psinλ ´ λ cosλq sin pλxqdλ “ 0`1

2
“ 1

2
.
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