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1 Matematika 3

1.1 Furijeovi redovi

1. Funkciju zadatu sa

fpxq “

#

cosx, |x| ď π
2
;

0, π
2

ă |x| ď π.

i 2π-periodiqno produ�enu, razviti u Furijeov red i na�i sume redova
8
ř

k“2

p´1qk sin 2k
p2k´1q2kp2k`1q

,

8
ř

k“2

1
p4k2´1q2

.

2. Funkciju zadatu sa

fhpxq “

#

cos πx
4h
, |x| ď 2h;

0, 2h ă |x| ď π.

za 0 ă h ď π
2

i 2π-periodiqno produ�enu, razviti u Furijeov red i na�i sume redova
8
ř

k“1

cos2 2k
π2´4k2

,
8
ř

k“1

1
p4k2´1q2

.

3. Funkciju zadatu sa

fhpxq “

#

1 ´ x2

4h2 , |x| ď 2h;

0, 2h ă |x| ď π.

za 0 ă h ď π
2

i 2π-periodiqno produ�enu, razviti u Furijeov red i na�i sume redova
8
ř

k“1

p´1qkpsin p2kq´2k cos p2kqq

k3
,

8
ř

k“1

sin p2kq´2k cos p2kq

k3
,

1.2 Diferencijalne jednaqine

1.2.1 Darbuova diferencijalna jednaqina

Darbuova DJ je DJ Mpx, yqdx ` Npx, yqdy ` P px, yqpxdy ´ ydxq “ 0, gde su M i N
homogeniteta α, a P homogeniteta β. Ako je β ´ α ` 2 ‰ 0 ili β ´ α ` 1 ‰ 0, jednaqina
se smenom y “ xz svodi na Bernulijevu DJ i dobija se DJ pMp1, zq ` zNp1, zqqdx `
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Np1, zqxdz ` P p1, zqxβ´α`2dz “ 0. Posebno treba ispitati da li su y “ z0x, x ă 0 i
y “ z0x, x ą 0 rexeǌa (ovde je Mp1, z0q ` z0Np1, z0q “ 0). Ako je β ´α` 2 “ 0 jednaqina
je linearna, a ako je β ´ α ` 1 “ 0 homogena.

4. Odrediti opxte rexeǌe px2 ´ y2qdx ` xydy ` kyxm`1pxdy ´ ydxq “ 0.

Rexeǌe. Jednaqina je Darbuova, pri qemu su M i N homogeniteta 2, a P homogeniteta
m`2. Smenom xy “ z se dobija p1´ z2 ` z2qdx` zxdz`kzxm`2dz “ 0, odnosno x1 ` zx “

´kzxm`2. Ako je m ` 2 ‰ 2 i m ` 2 ‰ 1 dobija se Bernulijeva DJ koja se rexava smenom
x´pm`1q “ v. Lako se dobija v1 ´ zvpm` 1q “ kpm` 1qz odakle imamo v “ ´k `Ce

m`1
2

z2 ,

odnosno x´pm`1q “ Ce
m`1

2
y2

x2 ´ k. Ako je m ` 2 “ 1, dobija se homogena linearna DJ

x1 ` zx “ ´kzx, odnosno x1 ` pk ` 1qzx “ 0, qije rexeǌe je x “ Ce´
pk`1qy2

2x2 . Ako je

m ` 2 “ 0, imamo DJ x1 ` pk ` xqz “ 0, odakle je x “ Ce´
y2

2x2 ´ k.

1.2.2 Rikatijeva diferencijalna jednaqina

Rikatijeva DJ je DJ oblika y1 “ ppxqy2 ` qpxqy ` rpxq, gde su p, q, r P Cpa, bq. DJ nema
singularnih reheǌa, a oblast egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa je pa, bq ˆ p´8,8q.
Postoji nekoliko podtipova koje �emo rexavati: 1) y1 “ fpxqpay2 ` by ` cq,
2) y1 “ a

x2 ` b
x
y ` c,

3) y1 “ a
x
y2 ` 1

2x
y ` c, koja se rexava smenom y “

?
xz,

4) y1 “ ay2 ` b
x
y ` c

x2 , koja se rexava smenom xy “ z.
Ako je poznato partikularno rexeǌe φ1 Rikatijeve jednaqine, opxte rexeǌe je oblika
y “ φ1pxq ` 1

z
.

5. Uraditi zadatke 57 i 86 iz zbirke J. Kne�evi�-Miǉanovi�.

Rexeǌe. Zbirka Diferencijalne jednaqine 1, Zadaci sa elementima teorije: Ako su po-
znata dva partikularna rexeǌa Rikatijeve DJ φipxq, i “ 1, 2, opxte rexeǌe je obli-

ka ypxq´φ1pxq

ypxq´φ2pxq
“ Ce

ş

ppxqpφ1pxq´φ2pxqqdx, a ako su poznata tri partikularna rexeǌa φipxq,

i “ 1, 2, 3, opxte rexeǌe je ypxq´φ2pxq

ypxq´φ1pxq
: φ3pxq´φ2pxq

φ3pxq´φ1pxq
“ C1.

6. Rexiti x2y1 ` x2y2 ` xy “ 4, ako je poznato da su partikularna rexeǌa oblika fpxq

i fp´xq.
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Rexeǌe.
x2f 1

pxq ` x2f 2
pxq ` xfpxq “ 4,

´x2f 1
p´xq ` x2fp´xq ` xfpxq “ 4.

Smenom ´x u drugu jednaqinu, dobija se

´x2f 1
pxq ` x2f 2

pxq ´ xfpxq “ 4.

Sabiraǌem prve i posledǌe jednaqine se dobija

x2f 2
pxq “ 4,

odnosno fpxq “ ˘ 2
x
. Rexeǌe se nalazi iz prethodnog zadatka,

y ´ 2
x

y ` 2
x

“ Ce´
ş

4
x
dx

“
C

x4
.

x “ 0 je partikularno rexeǌe koje se dobija za C “ 0.

7. Rexiti y1 ` y2 `
y
x

´ 4
x2 “ 0.

Rexeǌe. Ovo je podtip 4 i rexava se smenom xy “ z, y1 “ z1x´z
x2 . Dobija se z1x “ 4 ´ z2,

odakle sledi p z`2
2´z

q “ Cx4, odnosno y “ 2Cx4´2
x`Cx5 .

1.2.3 Diferencijalna jednaqina sa totalnim diferencija-
lom

Diferencijalna jednaqina sa totalnim diferencijalom je diferencijalna jednaqina obli-
ka Mpx, yqdx ` Npx, yqdy “ 0, pri qemu su M,N definisane i neprekidne u G Ă R2.

Teorema. Neka suM,N,M 1
y, N

1
x definisane i neprekidne funkcije uG, pri qemu jeM2px, yq`

N2px, yq ‰ 0 za svako px, yq P G. Jednaqina Mpx, yqdx ` Npx, yqdy “ 0 je jednaqina sa
totalnim diferencijalom akko M 1

y “ N 1
x za svako px, yq P G.

F 1
x “ M,

odakle se integracijom dobija

F px, yq “

ż x

x0

Mpt, yqdt ` φpyq,

F 1
y “

ż x

x0

Mpt, yqdt ` φ1
pyq “ Npx, yq.

Kako je M 1
y “ N 1

x, imamo
ż x

x0

N 1
tpt, yqdt ` φ1

pyq “ Npx, yq,
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odakle je φ1pyq “ Npx0, yq. Dakle,

φpyq “

ż y

y0

Npx0, tqdt ` C,

F px, yq “

ż x

x0

Mpt, yqdt `

ż y

y0

Npx0, tqdt ` C.

8. Rexiti xpy2 ` 1qdx ` px2y ` 2y3qdy “ 0.

Rexeǌe. Kako je M 1
y “ N 1

x, to je u pitaǌu DJ sa totalnim diferencijalom. Uze�emo

px0, y0q “ p0, 0q, pa je
şx0

0
tpy2 ` 1qdt`

şy

0
2t3dt “ C, odnosno x2py2 ` 1q ` y4 “ C1, C1 ą 0.

9. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y1 cos y ` x sin y cos2 y ´ sin3 y “ 0.

Rexeǌe. 1
sin2 y

“ 1 ` Cex
2

´ 2ex
2 ş

e´x2
dx, y “ kπ, k P Z.

10. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y1 tan y ` 4x3 cos3 y “ 2x.

Rexeǌe. 1
cos3 y

“ Ce´3x2
` 2x2 ´ 2

3
.

11. Rexiti diferencijalnu jednaqinu 2xp1 `
a

x2 ´ yqdx ´
a

x2 ´ ydy “ 0.

Rexeǌe. x2 ` 2
3
px2 ´ yq

3
2 “ C.

1.2.4 Integracioni faktor

Funkciju µ “ µpt, xq definisanu, neprekidnu i razliqitu od 0 u jednostruko povezanoj
oblasti D nazivamo integracionim faktorom jednaqine Pdt ` Qdx ako je µPdt ` µQdx
jednaqina sa totalnim diferencijalom.
Ako se integracioni faktor mo�e izraziti pomo�u funkcije µ “ µpωq, tada iz pµP q1

x “

pµQq1
t dobijamo dµ

µ
“

P 1
x´Q1

t

ω1
tQ´ω1

xP
dω.

12. Odrediti integracioni faktor:
1. diferencijalne jednaqine koja razdvaja promenǉive,
2. linearne diferencijalne jednaqine.
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Rexeǌe. Diferencijalna jednaqina y1 “ fpxqgpyq ima integracioni faktor µ “ 1
gpyq

jer

pomno�ena sa ǌim postaje diferencijalna jednaqina sa totalnim diferencijalom. Iz 1
µ

“ 0
se dobijaju eventualna singularna rexeǌa. Linearna diferencijalna jednaqina ima inte-
gracioni faktor e

ş

ppxqdx.

13. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xp1`xy2qy1 “ yp2´ 3xy2q i odrediti rexeǌe koje
prolazi kroz p´2, 0q.

Rexeǌe.
yp2x ´ 3xy2qdx ´ xp1 ` xy2qdy “ 0,

dµ

µ
“

3 ´ 7xy2

´xp1 ` xy2qBω
Bx

´ yp2 ´ 3xy2qBω
By

,

ω “ α ln |x| ` β ln |y|,

x2 ´ x3y2

y
“ C,

y “ 0, x ă 0.

14. Rexiti diferencijalnu jednaqinu 2xy ln ydx ` px2 ` y2
a

y2 ` 1qdy “ 0.

Rexeǌe. x2 ln y ` 1
3
py2 ` 1q

3
2 “ C.

15. Rexiti diferencijalnu jednaqinu p
a

x2 ´ y ` 2xqdx ´ dy “ 0 ako je poznato da ima
µ “ µpx2 ´ yq.

Rexeǌe. x ` 2
a

x2 ´ y “ C.

16. Rexiti diferencijalnu jednaqinu

px2
` y2 ` 1qdx ´ 2xydy “ 0.

Rexeǌe.

17. Rexiti diferencijalnu jednaqinu

p3xy3 ´ 4xy ` yqy1
` y2py2 ´ 2q “ 0.

Rexeǌe.
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1.3 Diferencijalne jednaqine koje se rexavaju bez i sa pa-
rametrizacijom

18. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y12 ´ py ` x2qy1 ` x2y “ 0.

Rexeǌe. Opxte rexeǌe py ´ x3

3
´ Cqpy ´ Dexq “ 0, px0, x

2
0q singularne taqke.

19. Rexiti diferencijalnu jednaqinu py1q3 ´ 4yy1 “ 0.

Rexeǌe.

20. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xy12 ´ 2y1 ` 4x “ 0.

Rexeǌe. Opxte rexeǌe p
y
x2 ´

?
y

x2
´4

x
´ CqpD ´ xp

y
x

`

b

y2

x2 ´ 4qq “ 0.

21. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y ´ y12ey
1

“ 0.

Rexeǌe. x “ eupu ` 1q ` C, y “ u2eu je opxte rexeǌe u parametarskom obliku.

22. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y ln y1 ` y1 ´ y ln y ´ xy “ 0, y ą 0, y1 ą 0.

Rexeǌe. x “ lnu ` u
y

´ ln y, ln |y| ` C “ u
y

` u2

2y2
.

23. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y ´ yy12 ´ 2y1x “ 0.

Rexeǌe. x “ C v2´1
v2

, y “ ´2C
v
.

24. Pogodnom smenom uprostiti diferencijalnu jednaqinu i rexiti je y2y12 ´ 2xyy1 `

2y2 ´ x2 ` a “ 0.

Rexeǌe. y2 “ ´px ´ cq2 ` c2´a
2

.

25. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xn´1y1n ´ nxy1 ` y “ 0, n ‰ 0, x ą 0.

Rexeǌe.
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