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1 Matematika 3

1.1 Brojni redovi

1. Neka za an ě 0, n P N i p ą 0 va�i

an
an`1

“ 1 `
p

n
` op

1

n
q, n Ñ 8.

Dokazati da tada an monotono te�i nuli i red
8
ř

n“1

p´1qnan konvergira.

Rexeǌe. Kako je lim
nÑ8

np an
an`1

´ 1q “ p, to iz definicije limesa sledi

p ´ ε

n
` 1 ď

an
an`1

ď
p ` ε

n
` 1, za svako ε ą 0i sve n ě n0.

Mno�eǌem odgovaraju�ih nejednakosti za indekse n0, n0 ` 1, . . . n, dobija se

an0

an`1

ě 1 ` pp ´ εqp
1

n0

`
1

n0 ` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

n
q.

Kako je odatle

an`1 ď
an0

1 ` pp ´ εqp 1
n0

` 1
n0`1

` ¨ ¨ ¨ ` 1
n

q
,

a harmonijski red divergira, to sledi

lim
nÑ8

an`1 “ 0,

pa konvergencija polaznog reda sledi po Lajbnicovom kriterijumu.

2. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

`

α
n

˘

.

Rexeǌe. Kako je
an
an`1

“
n ` 1

α ´ n
,

to su an i an`1 supritnog znaka za n ě α. Imamo

|
an
an`1

| “ 1 `
α ` 1

n
p1 ´

α

n
q “ 1 `

α ` 1

n
` op

1

n
q, n Ñ 8.

Za α ą ´1 red konvergira po Lajbnicu, a inaqe divergira jer ne zadovoǉava neophodan
uslov konvergencije.
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3. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

p´1qn
`

α
n

˘

.

Rexeǌe. Red je stalnog znaka, pa je apsolutna konvergencija ekvivalentna obiqnoj. Kako je

|
an
an`1

| “ 1 `
α ` 1

n
` op

1

n2
q, n Ñ 8.

Po Gausu, red konvergira za α ą 0, a inaqe divergira.

1.2 Stepeni redovi

Stepeni red

fpxq “

8
ÿ

n“0

anpx ´ x0q
n

se unutar svoje oblasti konvergencije (skupa svih x za koje fpxq konvergira) mo�e dife-
rencirati i integraliti qlan po qlan, pri qemu se radijus konvergencije

R “
1

lim supnÑ8
n
a

|an|
,

odnosno
R “ lim

nÑ8
|
an
an`1

|

ne meǌa.

ex “

8
ÿ

n“0

xn

n!
, x P R,

sinx “

8
ÿ

n“0

p´1qnx2n`1

p2n ` 1q!
, x P R,

cosx “

8
ÿ

n“0

p´1qnx2n

p2nq!
, x P R,

ln p1 ` xq “

8
ÿ

n“1

p´1qn´1xn

n
, x P p´1, 1s,

p1 ` xq
α

“

8
ÿ

n“0

ˆ

α

n

˙

xn, za

$

’

&

’

%

x P r´1, 1s, α ą 0,

x P p´1, 1s, α P p´1, 0s,

x P p´1, 1q, α ď ´1.

4. Odrediti polupreqnike konvergencije redova
8
ř

n“1

zn

n
,

8
ř

n“1

p1`iqnzn

n2n
i

8
ř

n“1

5nz3n.
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Rexeǌe. Polupreqnici konvergencije posmatranih stepenih redova su redom R “ 1, R “?
2, R “ 1

3?5
.

5. Odrediti oblasti konvergencije redova
8
ř

n“1

2n`1
3n2`1

px ´ 1qn i
8
ř

n“1

3n`p´2qn

n
px ` 1qn.

Rexeǌe. Polupreqnici konvergencije posmatranih stepenih redova su redomR “ 1,R “ 1
3
.

Treba jox ispitati konvergenciju u krajǌim taqkama.
Prvi red konvergira za x “ 0 po Lajbnicu, a divergira za x “ 2, pa je ǌegova oblast
konvergencije r0, 2q.
Drugi red konvergira za x “ ´4

3
kao suma dva konvergentna reda, a za x “ ´2

3
divergira

kao suma divergentnog i konvergentnog reda, pa je ǌegova oblast konvergencije r´4
3
,´2

3
q.

6. Razviti sin3 x u stepeni red.

Rexeǌe. Iskoristiti identitet sin3 x “ 3 sinx´sin 3x
4

i razvoj sinx u stepeni red.

7. Razviti sinhx i coshx u stepeni red.

Rexeǌe. Iskoristiti sinhx “ ex´e´x

2
, kao i coshx “ ex`e´x

2
i razvoj ex u stepeni red.

8. Dokazati da je 1
p1´xq2

“
8
ř

n“1

nxn´1, |x| ă 1.

Rexeǌe. Koristeci predstavǉaǌe funkcije 1
1´x

preko stepenog reda i diferenciraǌem
qlan po qlan u oblasti konvergencije, sledi tra�eno.

9. Razviti fpxq “ x
p1´xqp1´x2q

u stepeni red.

Rexeǌe. Kako je fpxq “ ´ 1
4p1`xq

´ 1
4p1´xq

` 1
2p1´xq2

, to je fpxq “ 1
4

8
ř

n“0

p2n ` 1 ` p´1qnqxn.

10. Funkciju arctanx razviti u stepeni red, pa koriste�i dobijeni razvoj na�i sumu

brojnog reda
8
ř

n“0

p´1qn

3np2n`1q
.
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Rexeǌe. Kako se stepeni red mo�e integraliti u oblasti konvergencije, a va�i

x
ż

0

dt

1 ` t2
“

8
ÿ

n“0

p´1q
n

x
ż

0

t2ndt,

to sledi arctanx “
8
ř

n“0

p´1qnx2n`1

2n`1
, xto va�i za x P r´1, 1s. Specijalno, za x “ 1?

3
dobija

se suma brojnog reda.

11. Na�i sume redova
8
ř

n“1

xn

n
i

8
ř

n“1

xn`1

npn`1q
.

Rexeǌe. Stepeni red se mo�e diferencirati qlan po qlan u oblasti konvergencije:

f 1
pxq “

8
ÿ

n“1

xn´1
“

1

1 ´ x

Integracijom posledeǌe jednakosti se dobija

x
ż

0

f 1
ptqdt “ fpxq ´ fp0q “

x
ż

0

dt

1 ´ t
“ ´ ln p1 ´ xq,

8
ÿ

n“1

xn

n
“ ´ ln p1 ´ xq.

Kako je g1pxq “ ´ ln p1 ´ xq, primenom parcijalne integracije na

x
ż

0

g1
ptqdt “ gpxq ´ gp0q “ ´

x
ż

0

ln p1 ´ tqdt,

dobija se da je suma drugog reda jednaka x ` p1 ´ xq ln p1 ´ xq.

12. Izraqunati integral
1
ş

0

ln p1`xq

x
dx.

Rexeǌe. Razvijaǌem funkcije ln p1 ` xq u stepeni red i integraǉeǌem qlan po qlan u
oblasti konvergencije, dobija se vrednost integrala.

13. Neka je x realan broj. Definiximo niz pxnqně1 rekurzivno sa

x1 “ 1,

xn`1 “ xn
` nxn, za n ě 1.

Dokazati da je
8

ź

n“1

p1 ´
xn

xn`1

q “ e´x.
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Rexeǌe. Odredimo n-tu parcijalni proizvod koriste�i rekurentnu formulu

Pn “

n
ź

k“1

p1 ´
xk

xk`1

q “

n
ź

k“1

xk`1 ´ xk

xk`1

“

n
ź

k“1

kxk

xk`1

“
n!

xn`1

.

Kako je

1

Pn`1

´
1

Pn

“
xn`2

pn ` 1q!
´

xn`1

n!
“

xn`2 ´ pn ` 1qxn`1

pn ` 1q!
“

xn`1

pn ` 1q!
, za n ě 1,

imamo
1

Pn

“
1

P1

`
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn`1

pn ` 1q!
“

n`1
ÿ

k“0

xk

k!
,

pri qemu posledǌi izraz konvergira ka ex kad n Ñ 8. Dakle,

lim
nÑ8

Pn “ e´x.

Neka red
8
ř

n“0

an konvergira. Tada se ǌegova suma mo�e na�i po formuli

8
ÿ

n“0

an “ lim
xÑ1´0

8
ÿ

n“0

anx
n.

14. Na�i sumu reda
8
ř

n“0

2npn`1q

n!
.

Rexeǌe. Suma reda x
8
ř

n“0

p2xqn

n!
je xe2x. Diferenciraǌem qlan po qlan (xto je dozvoǉeno u

oblasti konvergencije) i puxtaǌem limesa kad x Ñ 1 ´ 0, dobija se S “ 3e2.

15. Na�i sumu reda
8
ř

n“2

p´1qn

n2`n´2
.

Rexeǌe. Posmatrajmo stepeni red
8
ř

n“2

p´1qnxn

n2`n´2
. Oblast konvergencije ovog reda je r´1, 1s,

xto se lako proveri. Nakon kra�eg raquna, dobija se

8
ÿ

n“1

p´1qnxn

n2 ` n ´ 2
“

1

3

8
ÿ

n“1

p´xqn

n ´ 1
´

1

3

8
ÿ

n“1

p´xqn

n ` 2
“ x ln p1 ` xq `

ln p1 ` xq

3x2
´

1

3x
`

1

6
´

x

9
.

Uzimaju�i x “ 1, sledi S “ 2
3
ln 2 ´ 5

18
.
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1.3 Primena stepenih redova u teoriji diferencijalnih
jednaqina

Funkcija je analitiqka u nekoj taqki ako se mo�e predstaviti u obliku konvergentnog
stepenog reda u okolini te taqke.
Neka je f : R3 Ñ R analitiqka funkcija u nekoj okolini taqke px0, y0, y

1
0q. Tada postoji

jedinstveno rexeǌe Koxijevog zadatka y2 “ fpx, y, y1q, ypx0q “ y0, y
1px0q “ y1

0, definisano
u nekoj okolini taqke x0 i ono je analitiqka funkcija u toj okolini.
Posmatrajmo diferencijalnu jednaqinu y2pxq `p1pxqy`p2pxqy “ 0. Taqka x0 je regularna
taqka diferencijalne jednaqine ako su funkcije p1pxq i p2pxq analitiqke u toj taqki. Taqka
x0 je singularna taqka diferencijalne jednaqine ako bar jedna od funkcija p1pxq i p2pxq

nije analitiqka u taqki x0.
Ako su funkcije p1pxq i p2pxq analitiqke funkcije u oblasti |x ´ x0| ă R, tada je svako
rexeǌe diferencijalne jednaqine jedinstvena analiticka funkcija u ovoj oblasti.

16. Dokazati da je funkcija y “
8
ř

n“0

x4n

p4nq!
rexeǌe diferencijalne jednaqine yp4q ´ y “ 0.

Rexeǌe. Trivijalno se proveri diferenciraǌem stepenog reda qlan po qlan.

17. Metodom neodre�enih koeficijenata odrediti u obliku stepenog reda rexeǌe Koxi-
jevog zadatka y1 “ x2 ` ey, yp0q “ 0.

Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe ypxq “
n
ř

k“1

akx
k. Diferenciraǌem qlan po qlan se dobija

y1pxq “
n
ř

k“1

kakx
k´1, pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y1
pxq ´ x2

´ eypxq
“

n
ÿ

k“1

kakx
k´1

´ x2
´

8
ÿ

j“1

1

j!
p

8
ÿ

k“1

akx
k
q.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

0 ” a1 ´ 1 ` p2a2 ´ a1qx ` p3a3 ´ 1 ´ a2 ´
a21
2

qx2
` . . .

odakle je

ypxq “ x `
x2

2
`

2

3
x3

` . . . .

18. Na�i ono rexeǌe diferencijalne jednaqine y2 ´ xy “ 0 koje se mo�e prikazati u
obliku steppenog reda po stepenima x i koje zadovoǉava poqetne uslove yp0q “ 1, y1p0q “ 0.
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Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Kako je yp0q “ 1, to je a0 “ 1. Diferenci-

raǌem qlan po qlan se dobija

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y2
pxq ´ xypxq “ a2 ` p3 ¨ 2a3 ´ 1qx `

8
ÿ

k“2

ppk ` 2qpk ` 1qak`2 ´ ak´1qxk.

Izjednaqavaǌem koeficijenat uz xk, dobija se

ypxq “ 1 `

8
ÿ

n“1

x3n

p2 ¨ 3qp5 ¨ 6q ¨ ¨ ¨ pp3n ´ 1q ¨ 3nq
.

19. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y2 ´ x2y “ 0.

Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Dieferenciraǌem stepenog reda qlan po

qlan se dobija

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y2
pxq ´ x2ypxq “ 2a2 ` p3 ¨ 2a3qx `

8
ÿ

k“2

ppk ` 2qpk ` 1qak`2 ´ ak´2qx
k.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

ypxq “ a0 ` a1x ` a0

8
ÿ

k“1

x4k

4 ¨ 3 ¨ 8 ¨ 7 ¨ ¨ ¨ 4kp4k ´ 1q
` a1

8
ÿ

k“1

x4k`1

5 ¨ 4 ¨ 9 ¨ 8 ¨ ¨ ¨ p4k ` 1q4k
,

gde su a0, a1 P R.

20. Metodom stepenih redova odrediti Koxijevo rexeǌe u konaqnom obliku jednaqine
y2 ´ xy1 ´ 2y “ 0, yp0q “ 0, y1p0q “ 1.
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Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Diferenciraǌem stepenog reda qlan po

qlan se dobija

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y2
pxq ´ xy1

pxq ´ 2ypxq “ p2a2 ´ 2a0q `

8
ÿ

k“1

ppk ` 2qppk ` 1qak`2 ´ akqxk.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

ypxq “

8
ÿ

k“0

1

2kk!
x2k`1

“ xe
x2

2 .

21. U oblasti |x| ă 1 odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

p1 ´ x2
qy2

´ 6xy1
´ 4y “ 0.

Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Diferenci

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” p1´x2
qy2

pxq´6xy1
pxq´4ypxq “ pa2´4a0q`p6a3´10a1q`

8
ÿ

k“2

ppk`2qpk`1qak`2´pk`1qpk`4qakqxk.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

ypxq “ a0

8
ÿ

k“0

pk ` 1qx2k
`

a1
3

8
ÿ

k“0

p2k ` 3qx2k`1.

22. Predstaviti stepenim redom opxte rexeǌe nehomogene diferencijalne jednaqine

y2
` x2y “ 1 ` x ` x2.
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Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Diferenciraǌem qlan po qlan se dobija

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y2
pxq ` x2ypxq ´ 1 ´ x ´ x2.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

ypxq “ a0 ` a1x `
1

2
x2

`
1

6
x3

`
1 ´ a0
12

x4
´

a1
20

x5
´

1

60
x` . . . ,

a0, a1 P R.

Singularnu taqku x0 zovemo regularno-singularno taqkom ako su funkcije px´x0qp1pxq

i px ´ x0q
2p2pxq analitiqke u toj taqki.

23. Ispitati regularnost taqke x “ 0 za 2x2y2 ` 7xpx ` 1qy1 ´ 3y “ 0.

Rexeǌe. x “ 0 je regularno-singularna taqka.
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