3umvckn cemecrap 2023/2024 Bex6e u3z Maremarture 3
3opa 'ory6osuh z.golubovic@yahoo.com

1 Maremaruka 3

1.1 Bpojau penoBm

1. Heka 3a a, = 0, n € Nu p > 0 paxn

e}
Ilokazatu na Tama d, MOHOTOHO Tesku mymu u pen Y, (—1)"a, komseprupa.
n=1

Pememe. Kaxko je lim n(aaﬁ — 1) = P, TO U3 AeYUHUIMAjE TUMeca CIIe I
n—0 n
p—& a p+e
+1< —< + 1,3a caro € > Ou cBe N = ng.
n Ap+1 n
MuoxkemeM onropapajyhux HejeqHAKOCTH 3a MHAEKCe Ng, g + 1,...N, nobuja ce
an 1 1 1
Czl+(p—e)(—+——+-+ ).
A1 ng ng+1 n
Kako je omarie
Upi1 < g
n+l =X 1 1 1\’
l+(p—e)ir + g+t 2)

a XapMOHUjCKU pel OUBEPTUPA, TO CJIEIN

lim a,,1 =0,
n—0

ma KOHBEPTeHIMja MOJIA3HOr pena ciaeau mo JlajoHuIoBOM KpuTepujymy.

o0
2. VcnuTaTy KOHBEPTEHIN]Y peaa Z (g)
n=0

Pememe. Kaxo je
an, n+1

Y
An+1 a—n

TO CY Oy U (p4] CYIPUTHOT 3HAKA 3a N = . VImamo

’an a+1 o a+1 1

| =1+ 1-——=)=1+ +o(=),n — .
3a « > —1 pen xomBeprupa mo JlajbHumy, a mHaUYe IUBEpPrupa jep He 3aJ0BOJbaBa HEOIXOIAH

Qpi1 n n n n

YCJIOB KOHBEPIEHIIN]E.
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o0
3. Ucnuratn kouseprenuujy pema Y, (_1)71(04).

n
n=0

Pememe. Pen je cramnor 3maka, ma je amcoJyTHA KOHBEPIEHIMja eKBUBaJEeHTHA oOmnyHOj. Kako je

an, a+1 1
| =1+ +0(ﬁ),n—>oo.

An41

ITo Taycy, pen xkomBeprupa 3a « > (), a uaaye muBeprupa.

1.2 Crenenu penoBu
Cremnenu pen

fl@) = ) an(z — x0)"

ce yHyTap CBOje obaacTu KoHBepremmuje (CKyla CBUX I 3a KOje f(:lj) KOHBEPrupa) Moxke mude-

PEHIUPATY U UHTETPAJUTUA YJaH [0 UJIaH, IPU YEMY CE PaaujyC KOHBEPTEHIU]je

R = ! :
lim sup,,_,, 4/|an|
OIOHOCHO a
R = lim |—~|
n=90 Ap41
HE MeEma.

— nl
oe}
(_1)nx2n+1
Sll’ll’:Z @n+ 1) ,x R,
n=0
e}
—1)" 2n
cosxzz( Z)m' ,rxeR,
— (2n)!
© —1,.n
—1)"
ln(1+x):Z( )n - cx e (—1,1],
n=1

0 0 0

. z" (A+i)"2" n ,3n

4. OppemuTyu MOIyIpedYHUKE KOHBEPIeHIje PeIoBa 21 =, 21 s Tl 21 SYFALE
n= n= n=



Pememe. [Toaynpeynnnu KOHBEpPreHIUje TOCMATPAHAX CTENeHuX penoBa cy penom R =1, R =

_ 1
V2, R = 4.

0 ©

: 2n+1 n 3"+ (=2)" n

5. Ogpemutu 061aCTH KOHBEPreHIWje PeaoBa 21 Tl (x—1)"nu 21 T(ZL‘ +1)™.
n= n=

Pememe. Ilomynpeynuny KOHBEpPreHIje IOCMATPAHNX CTEIeHNX penosa cy pexom R = 1, R = 1

3
Tpeba jom ucnuTaTy KOHBEPreHIU]Y V KPajHBUM TadKaMa.

IIpBu pen komeeprupa 3a & = 0 mo Jlajbmumy, a muBeprupa 3a £ = 2, Ha je HEroBa 06JacT
xompeprenmuje [0, 2).

Ipyru pen xkoHBeprupa 3a T = —% Kao CyMa ABa KOHBEPreHTHA pena, a 3a T = —% AUBEPrupa
Ka0 CyMa JUBEPreHTHOT M KOHBEPIeHTHOI pela, Ia je meroBa 00JiacT KOHBEPreHIUje [—%, —%)
6. Passuru sin®  y cremernn pep.

Pememe. Vckopuetutn unenturer Sin® r — w 1 pa3Boj SIN T y cTemeHu peq.

7. Passuru sinh x u cosh x y crenenu pen.

. x_ ,—x x —x .
Pememe. Vckopucturu sinhx = £ 26 , kao u coshx = % u pa3Boj €° y cTemenu pea.
1 < 1
8. Ioxaszarm ma je ey = > na™ |z < 1
n=1

Pememe. Kopucrenu npencrasmame (QyHKITje ﬁ IPEKO CTEIEeHOr pena ” AupepPEeHIupPameM

YJIaH MO 4iaH y 00JIacTy KOHBEPIEHIUje, CJIequ TPaKeHO.

9. Passuru f(x) = m y CTEMeHu pej.

o0
Pememe. Kaxko je f(z) = —4(1{%) — 4(11_96) + 2(1i$)27 1o je f(x) = %1 20(27”& + 1+ (=1)")a™

10. ®dymrmmjy arctanr passutu y cremenm pen, ma kopucTehm mobujenm passoj Hahu cymy

. —1)™
Opojuor pena Z m
n=0



Pememe. Kako ce crenenu pen Moske MHTETPAIUTH Y 0OJIaCTU KOHBEPIEHIMjE, a BaKU

[ dt - . [ .
fl — = (—1) th dt,
0 =0 0

n

o0
—1)" 2n+1
10 ciemn arctang = Y, ST

. _ 1 .
P T mro Bazu 3a T € [—1, 1]. Cnennjamno, 3a © = o5 noounja
ce cyma GpOjHOr pena.

0 0
™ xn+1
11. Hahwu cyme pemosa 21 -~ > .
n=

Pememe. Crenenu pen ce Moxke MUpEpEHIUPATH UIAH IO YIAH Y 00JIACTH KOHBEPTEHIH]e:

fay= Dt =

l1—=z

WNurterpanujom mocrneneme jeqHAKOCTU ce nobuja

| rde = s - 10 - | A -,

1—1¢
0
© . n
Z T —In(1—2).
n
n=1
Kako je g/(:E) =—In (1 — :L‘), TPUMEHOM THapIijaJHe UHTerpanuje Ha

ng(t)dt =g(z) — g(0) = — fhl (1 —t)dt,

0
nobuja ce ma je cyma mpyror pema jemmaxa - + (1 — x)In (1 — x)

1
12. Nspauysaru uaTerpam SMCZI.

xT

Pememe. Paspujamem ¢ymrmmje In (1 + :L‘) Yy CTENEeHW pen W MHTErpajbemheM YJjaH II0 YJIaH y
obsacTy KOHBEpPreHmuyje, 100uja ce BpemaHOCT UHTErpaJia.

13. Hexka je  peaman 6poj. Jledunumuno mus (T, )n>1 PEKyP3UBHO ca

Ty = 17

" +nx,,3an > 1.

Tnt1
Ilokazatu na je




Pememe. Onpemumo N-Ty mapuujaiHi IpousBox Kopucrehu pekypeHTHy (pOopMyLy

n ak L Xpy1 — X L n!
+
R R e e
kel Lk+1 el Tkt kel Th+1 Tn+1
Kako je
L1 Tppo Tpgpr Tpgo — (n+1Dap g an > 1
P.1 P, (n+1) n! (n+1)! (n+ 1)V —
UMaMO
1 1 2 pntl n+1xk
=kt = > =
p, P 2 (n+ 1! & E
OpH YeMy HOCJIeIBM M3Pa3 KoHBeprupa ka €° kam N — 00. Ilakie,
lim P,
n—aoo
0
Hexka pen Z a, xouBeprupa. Tama ce merosa cyma Moske Hahwu mo popmymnm
n=0

0 0
Z a, = lim Z a,x"
z—1-0

n=0 n=0

14. Hahwu cymy pena Z m.

n=0

0
Pememe. Cyma pena & Z Je xe® . Inpepenurpamem dnad no unad (ITO je DO3BOJLEHO Y

obracTu KOHBepreHque) u nymramem mumeca kan T — 1 — 0, nobuja ce S = 3.

w n
15. Hahwu cymy pema Y| ol

l)n n

in_2" O6iacT KOHBEpreHnuje OBOr pela je [—1, 1],

Pememe. [locmarpajmo cremenu pen Z
ne9
mTo ce sako nposepu. Hakon kpaher pauyna, mobuja ce

n n n
i

0 100
Z_l 71—2:52_l

Yaumajyhu © = 1, cremn S = 2 1112 — 1_8

1 =z
=zln(1 — 4+ = — =
=zln(l+x)+ 222 3x+6 5

i " n(l+x) 1



1.3 IIpumena creneHux penoBa y Teopuju MudepeHNjaTHUX
jemHaumHAa

PyHKIVja je aHAJUTUYKA Yy HEKOj TAUKU aKO Ce MOKe IPEACTABUTU Yy ODJIMKY KOHBEPTE€HTHOT
CTENIEHOT pella y OKOJIMHU T€ TAUKe.
Hexka je f : R? - R anamutuura (OYHKIMja y HEKOj OKOJUHU TadKe (xo,yo,yé). Tana moctoju
jemuucTBeHO pememe Komujesor sanartka i’ = f(x, Y, y’), y((lio) = Yo, g/(xo) = y[’), Je(pUHUCAHO
Y HEKO] OKOJIMHU TadKe L) U OHO je aHAJIUTUYKA (YHKIUja Y TO] OKOJIUHU.
ITocmarpajmo nudepernujanny je iHAUNHY y”(l’) + (I)y —|—p2(l’)y = (. Tauka x( je perymapsa
Tavka AudepeHnujalige jeJHaUnHe ako Cy GyHKOUje P1 (I) u pPo (x) AHAJUTUYKE Y TO] Tauku. Taura
T je cuHTyJapHa Taudka IU(epeHnujalHe jeTHauYnHe ako 0ap jemHa on QyHKOUIja Pi (:E) u Po (:L‘)
HUje aHAJUTUYKA Y TadKu L(.
Ako cy ¢yHEIUjE D1 (ZL‘) u pg(x) aHAJIUTUYKe (yHKIUje y obsacTu |$ — :E0| < R, Tana je cpaxo

pememe qupepeHImjaIHe jeHAYNHEe je IMHCTBEHA aHAJUTUNKA (YHKIU]ja Yy OBOj 00JIacTH.

0
16. Ilokazatu na je GyHEmja Y = Z ) pememe IUPEPCHIN]ATHE jeTHAUMHE y( ) — y = 0.

Pememe. TpuBujanno ce npoBepu OudepeHNIUpamEM CTEIEHOT Pella YaH IO YJIaH.

17. MeronoMm Heonpebherux KoepunmmujeraTa oxpeIuTn y OOIMKY CTEIEHOT pela pememe Kommu-
jesor zamatka iy = 12 + ¢¥, y(0) = 0.

n
Pememe. Os3naunMo pememe y(x) = Z akajk. HupepennupameM YiaH MO WIaH ce goduja

n
( ) Z akx , IIa CMEHOM y Iu(epeHnujatHy jeIHaunHy NMaMO

m|,_.

0 0
0=1v(z) — 2 — ¥ Zkakx R - Z Zakx
W3jennavaBamem kKoepunujeHara y3 Jfk, nobuja ce

a2

OEal—1+(2a2—a1)x+(3a3—1—a2—31)962—#...
OJaKIe je
2 2
y(:p)=x+—+§$3+.
18. Hahu omo pememe mupepennujanne jemmaumue Y’ — xy = 0 koje ce MOxe mpurazaTu y

O00JIMKY CTENNeHOT pelna IO CTEeNeHMMa L U KOje 3a10BOJhaBa IIOUYETHE YCIIOBE y(O) =1, y’(O) = 0.



o0
Pememe. Osnaunvo pememe ca Y(r) = . apz®. Kaxo je y(0) =1, To je ap = 1. Tupepennu-
k=0

pameM YJaH Mo 4iaH ce nobuja

o0
= Z kapa1,
k=1
o0

= Z k(k — 1)aza”

IIa CMEHOM y AU(epEeHNUjaTHy jeTHAUYNHY NMaMO
0
0=1vy"(z) —ay(z) =az+ (3-2a3 — 1)z Z (k+2)(k + 1)aprs — ap_1)z".

M3jennauaBameM KoepunujeHart y3 a?k, nobuja ce

R I o3 R R (TR TR

19. Pemuty mudpepennujainy jeIHaunHy y” - x2y =0.

Pememe. O3maunmo permeme ca y(:n) = Z akxk. III/qu)epeHuI/IpaH,eM CTEIIECHOI' pena 4YJIaH IO
k=0
wiaH ce nobuja

0
Z kapa* 1t
= Z k(k — 1)aza”
k=2

ma CMEHOM y Iu(epeHIjaIHy jeTHAUNHY UMaMO
0
0=1vy"(x) — 2%y(x) = 2as + (3 - 2a3)x Z (k4 2)(k + 1)apro — ap_s)x®

W3jennavaBamem koepunujeHara y3 xk, nobuja ce

4k 4k+1

0 0
X
y(:v)=ag+a1x+ao;4_3,8.7---4k(4k—1)+a 25 1-9-8--(4k + 1)k’

roe cy ag, a1 € R.

20. MeTomoMm cTemeHMX penoBa OIAPEIUTH KomwmjeBo pememe y KOHAYHOM OOJUKY jemHaunHe

y' —xy —2y=0,90)=0,¢(0) =1



Pememe. O3mauumo pemnieme ca y(x) = aka:k. HugpepennupameM CTeNeHOr pela 4YjaaH IO

M8

k

o0
= Z kapa1,
k=1
00]

Z —1 akxk

0

ujaH ce nobuja

IIa CMEHOM y IudepeHIUjaIHy jeIHAUNHY UMaMo

o0
0=y"(z) — 2y (x) — 2y(x) = (2a2 — 2ap) + Z (k4 2)((k + Dagys — az)x®
k=1

M3jennauaBameM KoepunujeHara y3 :Ek, nobuja ce

1
E Qkk"x Te .
k=0

21. Y obnactu |x| < 1 onpemuru onmre pememe mudepennujanue jemraunne

(1 —2%)y" — 62y — 4y = 0.

o0
Pememe. O3nauumo pememe ca y(x) = Z akxk. Iudepennu
k=0

Ia CMEHOM y Iu(epeHIjaIHy jeTHAUNHY UMaMo
0

0 = (1—2?)y"(x)—6xy (v)—4dy(x) = (az—4ag)+(6az—10a,) Z (k+2)(k+1)ago—(k+1)(k+4)az)z".
k=2

W3jennauaBameM KoepunujeHara y3 :Ck,

o0 a 0
Ekﬂ 3221“3 )2kt

k=0

nobuja ce

22. IlpencTaBuTy CTENCHUM PeOM ONNITE PEMIeH-¢ HeXOMOTeHe Nu(pepeHIrjalte je HadnHe

Y+ 2ty =1+z+ 22



0
Pememe. O3nauuMo pememe ca y(:c) = Z ak:ck. HudepennupameM 4naH o 4JIaH ce qo0uja

e @]
2 CLkZE s
) -
= 2 k(k — 1)aza”
k=2

Ima CMEHOM y Iu(epeHIjaIHy jeTHAUNHY UMaMo
0=1vy"(x) +2°y(xr) — 1 — 2 — 2°.

M3jennauaBameM KoepunujeHara y3 Ik, noduja ce

1 1 1- 1
y(:c)—a0+a1:v+§x +6:C+ 12a04 ;—Sx“r’—@x ce

Qp, a1 € R.

CunrynapHy Ta4dky Ly 30BEMO PEryJapHO-CHUHIYJIAPHO TAYKOM aKO Cy (YHKIH]je (m — xo)pl (:L‘)
u ({E - $0)2p2($) aHAJUTUYKE Yy TO] TAUKU.

23. Ucnuratu perymnaproct tauke & = 0 3a 2:132 "+ 7$($ + 1)@/ —3y = 0.

Pememe. r = () je perymnapHo-cuHETyIapHa TauKa.
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