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1 Matematika 3

1.1 Stepeni redovi

1. Razviti funkciju fpxq “ arcsinx u stepeni red.

Rexeǌe. Kako je f 1pxq “ p1 ´ x2q´ 1
2 “

8
ř

n“0

`

´ 1
2

n

˘

p´x2qn “
8
ř

n“0

p2n´1q!!
p2nq!!

x2n (pri qemu je

R “ 1), to integraǉeǌem stepenog reda u oblasti konvergencije dobijamo razvoj posmatrane

funkcije u stepeni red fpxq “
8
ř

n“0

p2n´1q!!x2n`1

p2nq!!p2n`1q
, pri qemu se radijus konvergencije nije

promenio integracijom. Dodatno se ispita, da za x “ ˘1 red tako�e konvergira, pa razvoj
va�i na r´1, 1s.

1.2 Funkcionalni redovi

2. Ispitati ravnomernu konvergenciju slede�ih nizova na ukazanim skupovima

fnpxq “
n2

n2 ` x2
na [-1,1]

fnpxq “
arctannx
?
n ` x

nar0,8q.

Rexeǌe. Graniqna funkcija za prvi niz je fpxq “ 1, a kako je

lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|
n2

n2 ` x2
´ 1|,

lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|
x2

x2 ` n2
|,

lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

1

1 ` n2
“ 0,

zadati niz je ravnomerno konvergentan na r´1, 1s. Grniqna funkcija za drugi niz je 0, a
kako je 0 ď arctannx?

n`x
ă π

2
?
n

Ñ 0, n Ñ 8, to je i ovaj niza ravnomerno konvergentan za
x ą 0.
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3. Dokazati da je niz fnpxq “ nxp1 ´ xqn, n P N konvergentan, ali ne ravnomerno na

segmentu r0, 1s, a da je lim
nÑ8

1
ş

0

fnpxqdx “
1
ş

0

lim
nÑ8

fnpxqdx.

Rexeǌe.
lim
nÑ8

sup
xPr0,1s

nxp1 ´ xq
n

“ lim
nÑ8

p
n

n ` 1
q
n`1

“ e´1
‰ 0.

4. Dokazati da je niz funkcija

fnpxq “
nx ` x2 ` n2

x2 ` n2

ravnomerno konvergentan ka fpxq “ 1 na segmentu r0, 1s. Da li je niz ravnomerno konver-
gentan funkciji f na celoj realnoj pravoj?

Rexeǌe. Niz je ravnomerno konvergentan posmatranoj funkciji na segmentu r0, 1s:

lim
nÑ8

sup
xPr0,1s

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

sup
xPr0,1s

|
nx ` x2 ` n2

n2 ` x2
´ 1|,

a kako je

lim
nÑ8

sup
xPR

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

sup
xPR

|
nx

x2 ` n2
| “ lim

nÑ8

1

2
“

1

2
‰ 0,

niz je neravnomerno konvergentan istoj funkciji na realnoj pravoj.

5. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog niza fnpxq “ en
1´x
x na skupovima

E1 “ p1,8q, E2 “ pδ,8q, δ ą 1.

Rexeǌe. Kako je supxPE1
|fnpxq| “ fnp1q “ 1 ‰ 0, to je niz neravnomerno konvergentan

nuli na prvom skupu, a kako supxPE2
|fnpxq| “ fnpδq Ñ 0, kad n Ñ 8, to je ravnomerno

konvergentan na drugom skupu.

6. Odrediti oblast konvergencije funkcionalnog reda

8
ÿ

n“1

p1 `
1

n
q
n2nx.

Rexeǌe. Primenimo Koxijev kriterijum. Kako je

lim
nÑ8

n
a

|an| “ lim
nÑ8

p1 `
1

n
q2x “ 2x,

dobijamo da je red konvergentan za svako x ă 0, a divergentan za svako x ą 0. Ispitajmo

posebno konvergenciju reda u sluqaju x “ 0. Tada je red oblika
8
ř

n“1

p1 ` 1
n

qn, pa divergira

jer nije zadovoǉen neophodan uslov konvergencije ( lim
nÑ8

p1 ` 1
n

qn “ e ‰ 0).
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7. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergeniju reda

8
ÿ

n“1

xn

n ` yn
.

Rexeǌe. Pretpostavimo najpre da je 0 ď y ď 1. Tada je (na osnovu Koxijevog kriterijuma)
red konvergentan za svako |x| ă 1, xto sledi iz

lim
nÑ8

n

d

|x|n

n ` yn
“ |x| ă 1.

Neka je 0 ď y ď 1 i x ě 1. Tada je

xn

n ` yn
ě

xn

n ` 1
ě

1

n ` 1
,

pa red divergira na osnovu prvog poredbenog kriterijuma (pore�eǌem sa divergentnim
harmonijskim redom). Ako je 0 ď y ď 1 i x “ ´1, dobija se red koji uslovno konvergira po
Lajbnicu (a apsolutno divergira). Ispitajmo sada red za y ą 1. Napiximo red u obliku

8
ÿ

n“1

p
x

y
q
n 1

1 ` ny´n
.

Ako je |x| ă y, red je konvergentan na osnovu Koxijevog kriterijuma, jer je

lim
nÑ8

n

c

p
x

y
qn

1

1 ` ny´n
“

|x|

y
ă 1.

Ako je x “ ˘y, tada je

lim
nÑ8

yn

1 ` yn
“ 1,

pa red divergira jer opxti qlan ne te�i nuli. Na osnovu svega prethodnog, mo�e se za-
kǉuqiti slede�e: red je apsolutno konvergentan ako je (0 ď y ď 1 i |x| ă 1) ili (|x| ă y
i y ą 1.) Ako je x “ ´1 i 0 ď y ď 1, red je uslovno konvergentan.

8. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda

8
ÿ

n“1

x

p1 ` pn ´ 1qxqp1 ` nxq

na skupu

• p0,8q

• pδ,8q, δ ą 0.
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Rexeǌe. Lako se proverava da je parcijalna suma reda Snpxq “ 1 ´ 1
1`nx

, a suma zadatog
reda Spxq “ lim

nÑ8
Snpxq “ 1. Kako je

lim
nÑ8

sup
xPp0,8q

|Snpxq ´ Spxq| “ lim
nÑ8

sup
xPp0,8q

|
1

1 ` nx
| “ 1,

red je neravnomerno konvergentan sumi Spxq na skupu p0,8q. Kako va�i nejednakost nx ą nδ
i

lim
nÑ8

sup
xPpδ,8q

|Snpxq ´ Spxq| “ lim
nÑ8

1

1 ` nδ
“ 0,

to je red rvnomerno konvergentan sum Spxq na skupu pδ,8q.

9. Ispitati konvergenciju i ravnomernu konvergenciju reda
8
ř

n“1

fnpxq na skupu E, gde je

fnpxq “ e´n2x2

sinnx, E “ R,

fnpxq “ arctan
x3

n
?
n
, E “ r0,8q

.

Rexeǌe. Ispitajmo prvi red. Primetimo najpre da je fnp0q “ 0. Ako je x ‰ 0, tada je

|fnpxq| ď e´n2x2

ď
1

n2x2
.

Dakle, red je konvergentan na realnoj pravoj. Me�utim, red ne konvergira ravnomerno na R,
xto se vidi na primeru x “ xn “ 1

n
, jer je tada fnpxnq “ e´1 sin 1 za svako n P N. Drugi red

je konvergentan na skupu E ka graniqnoj funkciji fpxq “ 0, xto je posledica nejednakosti
arctanx ď x, x ě 0. Uzimaju�i xn “

?
n, n P N imamo da je fnpxnq “ arctan 1 “ π

4
, odakle

na osnovu Koxijeve teoreme zakǉuqujemo da opxti qlan nije ravnomerno konvergentan, pa
ni sam red.

Teorema (Vajerxtrasov kriterijum). Ako postoji niz nenegativnih realnih brojeva pcnqnPN,
takav da
1. postoji n0 P N takvo da za sve n ą n0 i svako x P A va�i |anpxq| ď cn,

2. red
8
ř

n“1

cn konvergira,

tada red
8
ř

n“1

anpxq ravnomerno konvergira na A.

10. Dokazati da je suma reda
8
ř

n“1

sinnx
n2 neprekidna funkcija za svako x P R.
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Rexeǌe. Vajerxtrasovim kriterijumom (pore�eǌem sa konvergentnim brojnim redom
8
ř

n“1

1
n2 )

se pokazuje da red ravnomerno konvergira, pa je i suma reda neprekidna funkcija za svako
x P R.

11. Odrediti oblast definisanosti i ispitati neprekidnost funkcije

fpxq “

8
ÿ

n“1

px2
`

1

n
q
n.

Rexeǌe. Oblast definisanosti odredi�emo pomo�u Koxijevog kriterijuma. Kako je

lim
nÑ8

n

c

px2 `
1

n
qn “ x2,

red �e konvergirati za x2 ă 1, a divergirati za x2 ą 1. Za x “ ˘1 red je divergentan
jer nije zadovoǉen neophodan uslov konvergencije. Dakle, oblast definisanosti je p´1, 1q.
Da bismo ispitali neprekidnost funkcije, neophodno je odrediti oblast ravnomerne kon-
vergencije reda. Doka�imo da je red ravnomerno konvergentan na svakom segmentu r´a, as,
a P p0, 1q. Neka je b proizvoǉan broj takav da 0 ă a ă b ă 1. Postoji n0 P N tako da za sve
n ě n0 va�i a ` 1?

n
ă b. Tada za sve n ě n0 i svako |x| ď a, va�i

px2
`

1

n
q ď p|x| `

1
?
n

q
2n

ď b2n.

Kako je red
8
ř

n“1

b2n konvergentan jer b2 ă 1, to je po Vajerxtrasovom kriterijumu red kojim

je definisana funkcija fpxq ravnomerno konvergentan. Stoga je fpxq neprekidna na r´a, as,
a zbog proizvoǉnosti broja a, to je funkcija fpxq neprekidna na intervalu p´1, 1q.

12. Koriste�i Vajerxtrasov kriterijum, dokazati da je

8
ÿ

n“1

arctan pn2xq cos pnπxq

n
?
n

ravnomerno konvergentan na R i da je

8
ÿ

n“1

ln p1 `
x

n ln2
pn ` 1q

q

ravnomerno konvergentan na r0, 2s.

Rexeǌe. Da je prvi red ravnomerno konvergentan na realnoj pravoj dobija se pore�eǌem sa

konvergentnim redom
8
ř

n“1

1

n
3
2

uz kori71eǌe qiǌenice da su arctan i cos ograniqene funk-

cije. Za drugi red, dobija se da je red ravnomerno konvergentan za x P r0, 2s na osnovu

nejednakosti lnp1 ` tq ď t za t ě 0 i zbog konvergencije reda
8
ř

n“1

1
n ln2 n

(po Koxijevom

integralnom kriterijumu).
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13. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda

8
ÿ

n“1

1 ` n2x

x ` n3
ln p1 `

x2

n
q

na skupovima
E1 “ p0, 1q,

E2 “ p1,8q.

Rexeǌe. Ravnomerno konvergira na E1 po Vajerxtasovom kriterijumu ( pore�eǌem sa kon-

vergentnim redom
8
ř

n“1

1`n2

n3
1
n
) i neravnomerno na E2, xto se vidi za xn “ n, n P N jer tada

nije zadovoǉena Koxijeva teorema.

14. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda
8
ř

n“1

e´x2n6
sin pn3xq na skupo-

vima p0,8q,pδ,8q, δ ą 0.

Rexeǌe. Kako je fnp 1
n3 q “ sin 1

e
ą 0, red ne konvergira ravnomerno na skupu E1. Zbog

|fnpxq| ă 1
δ2n6 , red ravnomerno konvergira na drugom skupu po Vajerxtrasovom kriterijumu.

15. Dat je red
8
ř

n“1

p3n`2qα

npn`1qpn`2q
xn.

1. Ispitati uslovnu, apsolutnu i ravnomernu konvergenciju reda.
2. Za x “ 1, α “ 1 sumirati red.

Rexeǌe. Polupreqnik konvergencije zadatog stepenog reda je

R “ lim
nÑ8

an
an`1

“ 1,

pa je red apsolutno konvergentan na p´1, 1q. Ispitajmo ponaxaǌe reda na krajevima in-
tervala konvergencije. Ako je x “ 1, primenom Rabeovog kriterijuma se dobija da red
konvergira za α ă 2, dok divergira za α ą 2:

lim
nÑ8

np
bn
bn`1

´ 1q “ 3 ´ α.

Za α “ 2, red je divergentan jer se ponaxa kao harmonijski red. Ako je x “ ´1, tad imamo

red
8
ř

n“1

p´1qnbn. Niz bn te�i nuli za α ă 3 i tad je monotono opadaju�i, pa konvergira po

Lajbnicovom kriterijumu. Dakle, za α ă 2 red je apsolutno i ravnomerno konvergentan na
r´1, 1s, dok je za x “ ´1 i 2 ď α ă 3 red uslovno konvergentan.

2. S “
8
ř

n“1

1
pn`1qpn`2q

` 2
8
ř

n“1

1
npn`2q

“ 1
2

` 2 ¨ 3
4
. Tra�ena suma je 2.
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Teorema (Dirihleov kriterijum). Neka

1. funkcionalni red
8
ř

n“1

bnpxq ima ravnomerno ograniqene parcijalne sume, tj. postoji kon-

stanta K, takva da je za sve n P N i svako x P A ispuǌeno |
n
ř

k“1

bkpxq| ď K,

2. panpxqqnPN je, za svako x P A, monoton niz (po n) koji ravnomerno konvergira nuli.

Tada red
8
ř

n“1

anpxqbnpxq ravnomerno konvergira na A.

16. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda
8
ř

n“1

sinx sinnx?
n`x2 na R.

Rexeǌe. Dirihleovim kriterijumom se pokazuje da red ravnomerno konvergira. Niz 1?
n`x2

ravnomerno konvergira ka 0 na realnoj pravoj i

|

n
ÿ

k“1

sinx sin kx| “ |

n
ř

k“1

sinxpcos pk`1qx
2

´ cos pk´1qx
2

q

2sinx
2

| “ | cos
x

2
|| cos

pn ` 1qx

2
´ 1| ď 2.

Teorema (Abelov kriterijum). Neka:

1. Funkcionalni red
8
ř

n“1

bnpxq je ravnomerno konvergentan na A Ă R,

2. panpxqqnPN je, za svako x P A, monoton niz (po n) koji je ravnomerno ograniqen, tj. za
neko K P R va�i |anpxq| ď K za sve x P A, n P N.

Tada red
8
ř

n“1

anpxqbnpxq ravnomerno konvergira na A.

17. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda
8
ř

n“1

p´1qn

3
?

n`
?
x
p1` x

n
qn na r0, 1s.

Rexeǌe. Abelovim kriterijumom se pokazuje da red ravnomerno konvergira. Niz p1 ` x
n

qn

je monoton za svako fiksirano x P r0, 1s. Kako je

p1 `
x

n
q
n

ď p1 `
1

n
q
n

ă e,

za svako x P r0, 1s, niz je ravnomerno ograniqen na r0, 1s. Osim toga, red
8
ř

n“1

p´1qn

3
?

n`
?
x
je rav-

nomerno konvergentan na r0, 1s prema Dirihleovom kriterijumu, jer je niz 1
3
?

n`
?
x
opadaju�i

i ravnomerno konvergentan na skupu r0, 1s, a parcijalne sume reda
8
ř

n“1

p´1qn su ravnomerno

ograniqene na skupu E.
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18. Na�i lim
xÑ1´0

8
ř

n“1

p´1qn

n
xn

1`xn .

Rexeǌe. Zadati red je ravnomerno konvergentan za svako x ě 0 po Abelovom kriteri-

jumu. Red
8
ř

n“1

p´1qn`1

n
je ravnomerno konvergentan po Lajbnicu , a niz xn

1`xn je monotono

rastu�i i ograniqen odozgo sa 1 za svako x ě 1. Pritom, postoji graniqna vrednost

lim
xÑ1´0

p´1qn`1

n
xn

1`xn “
p´1qn`1

2n
, pa limes i suma mogu zameniti mesta

lim
xÑ1´0

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n

xn

1 ` xn
“

8
ÿ

n“1

lim
xÑ1´0

p´1qn`1

n

xn

1 ` xn
“

1

2

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
.

Rezultat: ln 2
2
.

Teorema. Ako red
8
ř

n“1

anpxq funkcija integrabilnih na segmentu ra, bs ravnomerno konver-

gira, onda je ǌegov zbir integrabilna funkcija i va�i

b
ż

a

p

8
ÿ

n“1

anpxqqdx “

8
ÿ

n“1

b
ż

a

anpxqdx.

Teorema. Ako je svaka od funkcija an : ra, bs Ñ R (n P N) diferencijabilna i ako red
8
ř

n“1

a1
npxq ravnomerno konvergira na ra, bs, a sam red

8
ř

n“1

anpxq konvergira u bar jednoj taqki

x0 P ra, bs, tada taj red ravnomerno konvergira na ra, bs, ǌegova suma je diferencijabilna

funkcija i va�i p
8
ř

n“1

anpxqq1 “
8
ř

n“1

a1
npxq za x P ra, bs.
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