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1 Maremaruka 3

1.1 CrenmeHu penoBu

1. Passutu ¢pyurxumnjy f(2) = arcsinx y crenenu pen.

n (2n)!

1 L1 &L —1)Nn

Pememe. Kaxo je f'(r) = (1 — 2?72 = > ( 2)(—332)" = >, (2n )1)”352” (mpu wemy je
n=0 n=0

R = 1), To urTerpamemen cremnenor pena y o6IacTy KOHBEPreHIje 1001jaMo pa3Boj mocMaTpane

i (2n—1)!x2n+1

“@n)l(2ns1y ¢ TPE UeMy ce paorjyc KOHBEpPTeHIUje HUje
=0

(YHKOUje y CTEeleH! pexn f(x)

npomenno naTerpanujom. logaTHo ce mcnmra, a 3a £ = 1 pex Takobe KoHBeprupa, na passoj
paxnm ma |—1, 1].

1.2 PYyHKNIUOHAJJHU peaoBU

2. VcnuraTu paBHOMEPHY KOHBEPIeHIMjy ciemenmx HU30Ba Ha YKA3aHUM CKyIIOBUMA

n2

————<-H
n? + x2

fn(x) =

arctan nx

a [-1,1]

Pememe. ['pannuna ¢yHKNMja 32 IPBU HU3 je f(:L’) =1, a xaxo je

2

n
lim sup |f.(z)— f(z)|= lim sup |— —1]|,
n—0o0 ze[—1,1] |f ( ) f< >’ n—00 ze[—1,1] |n2 + x? ’
72
lim sup |f.(z)— f(x)]= lim sup |———=]|,
”_’OOxe[—l,l]| (@) @)l n_’ooxe[—l,l]‘x2+n2‘
1
lim su w(x) — f(x)] = lim =0,
tim s [,(2) (0] =l

3a1aTy HU3 je PABHOMEDHO KOHBEPIEeHTAH Ha [—1, 1]. INprnuna ¢yHEmMja 3a apyru mus je 0, a

. arctan nx s . .
raxo je 0 < ntz < v — 0,n — 00, To je m OBaj HM3Aa PABHOMEPHO KOHBEPTEHTAH 34

x > 0.
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3. Ilokasatu ma je mms f,(z) = nx(l — x)", n € N xomseprenram, amu me pasHOMepHO Ha
1

1
cerventy [0, 1], a ma je lim an(l’)dx = S lim f,(z)dzx.
n—0o0 0 0 n—o0

Pememe.
n

lim sup nz(l —2)" = lim (——)""! =71 2 0.
Ji sup ne(l =) = lin (C7)

4. IokazaTu na je HU3 QYHKIAja
nx + 2% 4+ n?
x? +n?

fa(z) =

PaBHOMEPHO KOHBEPI'CHTAH Ka f(:)?) = 1 ma cermenty [0, 1]. Ia nu je HM3 paBHOMEPHO KOHBED-

renran ¢pyEEmuju [ Ha mesoj peasHOj MpaBoj?

Pememe. Hus je paBHOMEPHO KOHBEPreHTaH IMOCMATPAHO] (YHKIUjU HA CEIMEHTY [0, 1]:

nr + 2 + n?

gg{}%il[ég] |[fo(@) = f(2)] ggox?[loﬁ” 2z U
a Kako je
. : x 1 1
SR nle) = Sl = i el el = 5 =2 0
HU3 je HepaBHOMEPDHO KOHBEPI'E€HTAH MCTOj QYHKIUjU Ha PEAHOj IPaBOj.
5. Vcnuraty paBHOMEPHY KOHBEPTIeHIWjy (yHKIMOHAJHOT HU3A fn(x) = e"% Ha CKYIIOBHAMAa

Ey = (1700)7 Ey = (67 00)75 > 1.

Pememe. Kako je SUP,cp, \fu(@)] = fu(1)
(

=1 # 0, To je HN3 HepaBHOMEPHO KOHBEPIeHTAH
HYyJIM Ha IPBOM CKyIly, & KakO SUD,cp, |fn 33)| = Jn

(6) — 0, kan n — 00, TO je paBHOMEpPHO

KOHBEDPIeHTaH Ha IPYIOM CKYILY.

6. OnmpemuTu 06aCT KOHBEPreHIMje (PYHKIMOHAJIHOT Pela

= 1
n=1 n

Pememe. IIpumennmo Komujes kpurepujym. Kako je

1
lim {/|a,| = lim (1 + —)2% = 27,
n n

n—0 —00

mobujaMo ma je pen koHBepreHTaH 3a cBako T < (), a muBepremTam 3a csako T > (. Mcmmrajmo

0
nocebHO KOHBeprennujy pega y caydajy T = 0. Tazxa je pex obmmxa Z (1 + %)", Ia OUBEPrupa
n=1

jep Hmje 3aI0BOJLEH HEONXOJAaH ycJOB KoHBepremmuje ( lim (1 + %)" =e #0).
n—:ao0



7. Ucnouratu aIllCOJIYyTHY M yCJIOBHY KOHBEPI€HU]Y pena
n + y”'

n=1

Pememe. [Ipernoctasumo najope na je 0 < y < 1. Tana je (ma ocnosy Komujesor xputepujyma)

pen KOHBEPTEHTAaH 3a CBAKO ]:15| < 1, mo cnemu u3

= = ;
n+y* n+l1l n+l

na pex AUBEpPrupa HA OCHOBY HPBOT mopenbeHor kpurepujyma (mopebemem ca muBepreHTHUM
xapmorujcknM penom). Axo je 0 < y < 1 ux = —1, nobuja ce pen kKoju yCIOBHO KOHBEPTUPA TIO
Jlajouuny (a ancomyTrHO museprupa). VMcnurajmo cana pen 3a 4y > 1. Hanmumumo pen y obauky

o0
Z <£>n 1+ iz -n’
n=1 Y Y

Ako je |33| < Y, pen je KOHBepTreHTaH Ha OCHOBY RomwujeBor kpurepujyma, jep je

i
lim K/(f)n— _ iy

n—ao y' 1+ny™™ Y

Axo je x = Yy, Tana je

yn
lim —— =1
n—wn 1 + yn

Y

Ha pex AUBEPrUpa jep ONIITY UJIaH He Texu Hyau. Ha OCHOBY CBera IPeTXOIHOT, MOXE Ce 3a-
kmyuntu ciaexehe: pen je amcomytno xomseprentan axo je (0 < y < 1w |x| < 1) mwmn (2] <y
ny>1)Arojer =—1u0 <y <1, pen je ycioBro KoHBEpTeHTaH.

8. VicnuraTu paBHOMEPHY KOHBEPTEeHNN]y (YHKIMOHAJIHOT Pea

- x
1+ (n—1z)1 +n)
Ha CKYILy
e (0,00
e (0,00),d > 0.



Pememe. Jlako ce mposepasa aa je mapmumjanua cyma pema Sy, (r) = 1 — H%’ a CyMa 3aJaTOT
pena S(x) = lim S,(x) = 1. Kako je
n—00

. ) 1
lim sup |S,(z)—S(x)] = lim sup |——| =1
=90 2e(0,00) =0 2e(0,00) 1+ nx
pen je mepapHoMepHO Konseprentan cymu S () ma crymy (0, 00). Kaxo Bamu nejennaroct nr > nd

u

1
li Sy(z) — S(x)| = lim —— =0,
dm sup 1Sa(2) = S(0)] = lim 3705

TO je pell PBHOMEPHO KOHBEPTE€HTAH CYM S(:E) Ha CKYILY (5, OO)

o0
9. VcnuraTy KOHBEPTEHNUjY U PaBHOMEPHY KOHBEPTeHIN]y pela Z fn(:L’) ma ckymy F, rme je
n=1

folz) = e sinnz, E =R,

fn(z) = arctan %, E =[0,)

Pemem.e. Vcnurajmo npsu pen. pumernmo majupe na je f,(0) = 0. Axo je x # 0, rana je

1
| fol@)] < e <

n2x2’

Iaxe, pel je KOHBePreHTaH Ha peasHoj mpaBoj. MeDyTuM, pen He KOEBeprupa paBEOMepHO Ha R,
MITO Ce BUIU HA IpUMEPY & = Xy, = %, jep je rama f(z,) = e !sin 1 3a csako n € N. Ilpyru pen
je koHBepreHTaH Ha Ckymy F Ka rpaHmYHOj (YyHKIMAj® f(:l?) = 0, mTo je mocyeauIa HEjeTHAKOCTH
arctanz < x, x = 0. Yaumajyhu z,, = 4/n, n € N umano na je f,(z,) = arctan 1 = T, omakie
Ha ocHOBy KomwujeBe Teopeme 3ak/pydyjeMo na OIIITH UIAH HUje PABHOMEDHO KOHBEPIEeHTAH, IIa

HU CaM peJ.

Teopema (BajemepaCOB KpUTEPUjyM). AKO IOCTOjU HU3 HEHETATUBHUX PEATHUX OPOjeBa (Cn)nENa
TakaB na

1. moctoju ng € N takso na 3a cse n > ngy u csaro = € A paxu |a, ()| < ¢y,
o0
2. pen Z C,, KOHBEpTUpa,

n=1

o0
Taga pen Z an(.ilﬁ) PaBHOMEPDHO KOHBEprupa Ha A.
n=1

e}
10. IlokasaTu ma je cyma pema ),
n=1

sinnx
n2

HenmpekuaHa (yHKIMja 3a cBako & € R.



o0
Pememe. Bajepmrpacosum kpurepujymom (mopebhemem ca KOHBepreHTHUM GPOJHUM PEIOM Z #)
n=1
ce MOKa3yje Oa pel paBHOMEPHO KOHBEPTUPA, IIa je M CyMa pela HenpekunHa (QyHKIMja 3a CBAKO

r e R.

11. Onpemutu obaacT KePUHUCAHOCTM U UCIUTATU HEOPEKUIHOCT (yHKIHAje
o0
2 1 n
fla) =D+ -
n
n=1

Pememe. OGnact nedpunucanoctu ogpemuhemo nomohy KomujeBor kpurepujyma. Kako je

lim A/ (2% + l)” = 2%

n—0o0 n
pen he xompeprupatu 3a T2 < 1, a musepruparu 3a 2 > 1. 3a £ = +1 pexn je nuseprentan
jep Huje 3aI0BOJEH HEONXOAH YCJIOB KoHBeprennuje. lakie, obract nedpuHMCAHOCTH je (—1, 1).
Ila OGrCMO MCHUTAIN HENIPEKUAHOCT (YHKIMj€e, HEOIXOTHO je onpenuTu o0JacT PAaBHOMEPHE KOH-
Bepreunuje pena. lokakmMo na je pen paBHOMEDHO KOHBEPI'EHTAH HA CBAKOM CEIMEHTY [—a, a],
a € (0,1). Hera je b npoussoman 6poj takas na 0 < a < b < 1. Tlocroju ng € N raxo na 3a cse

n = ng Baxu 4 + \/LH < b. Tama 3a cBe N = Ny U CBAKO |:£| < @, Baxu

1 1
(2 + =) < (Je[ + =) <™

Jn

o0

Kako je pen Z b2 KOHBEPI'E€HTAH jep b? < 1, To je mo BajepmTpacoBoM KpUTEPUjyMy Pe KOjuM
n=1

je mepuHMCaHA QYHKIVjA f(x) paBHOMepHO KoHBeprentan. Crora je f(:c) HENPEKUTHA Ha [—a, CL],

a 300r mpoOM3BOBLHOCTU Opoja A, TO je (yHKIM]ja f(x) HEIpEeKNIHA Ha WHTEPBAIY (—1, 1).

12. Kopucrehu BajepmrTpacos KpurepujyM, IOKa3aTH 1a je

i arctan (nz) cos (nmx)
n=1 n\/ﬁ

paBHOMepHO KomBeprentan Ha R u ma je

St

nin®(n + 1)

pasrOoMepHO ronseprentan ma [0, 2].

Pememe. /la je mpBu pen paBHOMEDHO KOHBEPIEHTAH Ha PeajiHOj npaBoj nobuja ce mopebhemem ca

6]
KOHBEPI€HTHUM DP€IOM Z Lg y3 ropu7leme unmeHnne na cy arctan um Cos orpanudeHe (yHK-
n=1"n?2

nuje. 3a apyru pen, nobuja ce ma je pex PABHOMEPHO KOHBEPIeHTaH 3a I € [0,2] Ha OCHOBY

1

ninln (HO KOH.II/IJ €BOM

o
mejemmaroctu In(1 + ¢) < ¢ 3a t = 0 u 360r xomepremmuje pema Y,

n=
VHTETrPAIHOM KPUTEPUJYMY ).



13. Vicnuraty paBHOMEpPHY KOHBEPTEHIU]Y (YHKIMOHAJIHOT pela

0 1 2 2
glentry g

— o+ n3 n
Ha CHyHOBI/IMa,
El = (07 1)7
E2 = (1,00)

Pemem.e. Pasromepno komBeprupa Ha /] mo Bajepmracosom kpurepujymy ( mopebemenm ca xon-

2
Lin %) 1 HepaBHOMepHO Ha Fy, mTo ce Bumu 3a T,, = N, N € N jep Tana

0
BEPrEeHTHUM DeooOM Z
n=1

HUje 3aT0BOJLeHa RomujeBa Teopema.

o0
14. Vicnuratu paBHOMEPHY KOHBEPTeHIU]Y (YHKIMOHAJHOT pela Z e

n=1
BUMa (O7 00)7((5, OO), 0> 0.

—2"n® gin (nSSL’) HA CKYIIO-

Pememe. Kako je fn(%) = Sizl > (), pen me KoHBeprupa paBHOMEpPHO Ha cKymy [/q. 36or

’fn (x)\ < #, pen paBHOMEPHO KOHBEPTUpAa Ha APYTOM CKyIy mo BajepmrpacoBoM KpUTepujymy.

(3n+2)~ n

15. dar je pexn Z A (T2 L

1. Ucnuratu yCJIOBHy, alCOJYyTHY U PABHOMEPHY KOHBEPIEHIU]Y pena.

2.3ax =1, a =1 cymmuparu pegn.

Pememse. [lonynpeunnk KOHBepreHnuje 3a0aTOr CTENEHOD Pena je

ma je pen alCOJIlyTHO KOHBEPIeHTAH HA (*1, 1). Wcnurajmo nmonamame pena Ha KpajeBUMa WH-
TepBaJsa koHBepremmuje. Axo je £ = 1, mpumenom Pabeosor kpurepujyma ce mobuja ma pem
KOHBepTUpa 3a (¢ < 2, JIOK AuBeprupa 3a o > 2:

lim n( —1)=3-a.
n—0o0 bn+1
Ba o = 2, pen je muBepreHTaH jep ce MOHANIa Kao XapMoHMjckr pend. Ako je £ = —1, Tamx mmamo
0

pen Y, (—1)"b,. Hus b, Tesxu mymu 3a @ < 3 u tan je Mmonorono onanajyhin, ma komBeprupa mo

Jlaj6runosom kputepujymy. Hakie, 3a @ < 2 pef je alcodyTHO U PABHOMEPHO KOHBEPT'EHTAH HA
[ 1 1] ILOK jesax = —1lu2<a<3 pen yCIOBHO KOHBEPIE€HTaH.

2.8 = Z +1) n12) +2 Z n(n+2) =3 —I— 2 - 2. Tpaxena cyma je 2.



Teopema (I[I/IpﬂxneOB kpurepujym). Heka
0

1. ¢pyEEIMOHANHN pen Z bn(l’) nMa PaBHOMEPHO OIDAaHUYEHE MapIUjaHE CyMe, Tj. IOCTOjU KOH-
n=1

n
cranta K, taksa na je 3a ce n € N u craxo x € A ucnymeno | Y, bp(z)| < K,
k=1
2. (an(l'))neN je, 3a cBako T € A, MoHOTOH Hu3 (0 M) KOju PABHOMEPHO KOHBEPTUPA HYJIU.
o0

Tana pen Z Ay (I)bn (x) paBHOMEPHO KOHBeprupa Ha A.

n=1

o0
16. Vicnuratu paBHOMEpPHY KOHBEDTeHIH]y (YHKIMOHAIHOT peaa | % a R

n=1

Pememe. lupuxieoBuM KPUTEPUjyMOM Ce IIOKA3yje Ja pPex paBHOMEPHO KoHBeprupa. Hus \/ﬁ

pasHOMepHO KomBeprupa ka () Ha peasnoj mpasoj u

Z sin z(cos M — cos (k_Tl)x)

+1
Zsmxsmk:d = YR ]z]congcosmT)x—l\<2
sinZ

k=1 2

Teopema (A66JIOB kpurepujym). Heka:
e}

1. ®yurImMOHAIHU pen Z bn(x) je pasrOoMepHO kKomBeprenran Ha A C R,
n=1
2. (an(ZL’))neN je, 3a cako T € A, MoHOTOH Hu3 (IO 7)) KOju je PABHOMEDHO OI'DAHMYECH, Tj. 3a

mexo K € R sawu |a,(2)] < K 3acse x € A, neN.

o0
Tana pen Z Ay (:E)bn (x) paBHOMEPHO KOHBeprupa Ha A.

n=1

© n
17. Vcnuratu paBHOMEpPHY KOHBEPreHIN]Y (YHKIMOHAIHOT Pea 2 \/_:7(1 ) [0 1]
n

Pememe. AGesoBuM KpUTEPUjyMOM Ce TOKa3yje na pel PaBHOMEPHO KOoHBeprupa. Hus (1 + %)”
je MomoToH 3a cBako durcupano & € [0, 1]. Kaxo je

T 1
1+ )"<(1+-)"<e,
(L4 <1+ ) <e

. 1 n
3a cpako & € [0, 1], am3 je papnomepno orpanwmuen na [0, 1]. Ocum Tora, pen Z \(/)7 je pas-

HOMEPHO KOHBEPreHTaH Ha [0 1] npema {upuxieoBoM KpuTepujyMy, jep je Hu3 \/t omanajyhu
n+/z

0

u pasHOMepHO KoHBeprentan ma ckymy |0, 1], a maprmjanue cyme pena Y. (—1)" cy pasmomepmo
n=1

orpamuyere Ha ckyny F.



n

.
18. Hahu lim Z D" e

Pememe. 3amaTu pen je paBHOMEPHO KOHBEpreHTaH 3a cBako T > () mo A6emoBoM Kpurepu-

. G (—1yntl . o
jymy. Pen Z “—, Je paBHOMepHO KOoHBepreHra mo JlajOnumy , a Hus Tz J€ MOHOTOHO
n=1
pactyhu m orpammuen omosro ca 1 3a csako T = 1. IIpmrToMm, IOCTOju TpaHWYHA BPETHOCT
lim GO en (D
1m0 T Tyan — o UIA JIMMEC M CyMa MOTY 3aMEHWUTH MeCTa
r—1—
0 0 0
) «_1)n+1 " ) 0_1)n+1 " 1 6_1>n+1
lim = lim == Z —_
2510 n 14" z=>1-0  n  l+a" 2 n
n=1 n=1 n=1

Pesynrat: 1r172 .

0

Teopema. Axko pen Z an(x) ¢yHKIMja MHTErpaOUIHNX HA CETMEHTY [CL, b] PaBHOMEPHO KOHBEP-
n=1

rupa, OHZAA je HeroB 30up MHTErpabuiIHA (YHKIUja U BaKA

b

S et = 3 [
[

n=1
a

Teopema. Ako je cBaka on (pyHKIUja @y, : [a,b] — R (n € N) mapepenmujabumna u axko pen

o0 o6}

Z a;l($) PAaBHOMEPHO KOHBEPrupa Ha [a, b], a caMm pen Z an(zv) KOHBeprupa y 0ap jeaHoj Tauku

n=1 n=1

Xg € [a, b], Taza Taj peln PABHOMEPHO KOHBEPTUpA HA [a, b], BEroBa cyma je mudepeHiujadbuana
o0

(GYHKIMja U BaxKU (Z an(:L‘))/ = ioj a;l(x) 3a T € [a,b].

n=1 n=1
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