
Zimski semestar 2023/2024 Ve�be iz Matematike 3
Zora Golubovi� z.golubovic@yahoo.com

1 Matematika 3

1.1 Brojni redovi

1. Neka je niz xn zadat sa
4xn`2 “ 4xn`1 ´ xn,

x1 “ x2 “
1

2
.

Ispitati konvergenciju reda
8
ÿ

n“1

xn

n

i sumirati ga ako konvergira.

Rexeǌe. Opxte rexeǌe diferencne jednaqine je xn “ C1p
1
2
qn ` C2np1

2
qn, pri qemu se

konstante C1, C2 odre�uju iz poqetnih uslova. Me�utim, ve� odavde je jasno da je xn

n
P

Op 1
2n

q kad n Ñ 8, pa zakǉuqujemo na osnovu poredbenog kriterijuma da posmatrani red

konvergira. Dodatnim izraqunavaǌem nalazimo C1 “ 0, C2 “ 1, pa je
8
ř

n“1

xn

n
“

8
ř

n“1

1
2n

“ 1.

2. Sumirati red
8
ř

n“1

nqn, za |q| ă 1.

Rexeǌe. Izraqunajmo najpre n-tu parcijalnu sumu reda. Mno�eǌem Sn “
n
ř

k“1

kqk sa q

i oduzimaǌem qSn od Sn, ponixtavaju se odre�eni qlanovi u sumi i kao rezultat imamo

Sn “ p
n
ř

k“1

qkq ´ nqn`1 “
qp1´qnq

p1´qq2
´

nqn`1

1´q
. Suma reda je limes niza parcijalnih suma: S “

lim
nÑ8

Sn “
q

p1´qq2
.

3. Sumirati red
8
ř

n“1

r
?
n ` 2 ´ 2

?
n ` 1 `

?
ns.
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Rexeǌe.
8
ř

n“1

r
?
n ` 2 ´ 2

?
n ` 1 `

?
ns “

8
ř

n“1

r
?
n ` 2 ´

?
n ` 1 ´ p

?
n ` 1 ´

?
nqs “

8
ř

n“1

pxn`1 ´ xnq. Suma reda je limes niza parcijalnih teleskopskih suma i jednaka je: S “

lim
nÑ8

pxn`1 ´ x1q “ 1 ´
?
2.

4. Sumirati red
8
ř

n“0

cos 2nπ
3

2n
.

Rexeǌe. Posmatrajmo sume S1 “
8
ř

n“1

cos 2nπ
3

2n
i S2 “

8
ř

n“1

sin 2nπ
3

2n
: S1 ` iS2 “

8
ř

n“1

cisp 2nπ
3

q

2n
“

8
ř

n“1

p e
2πi
3

2
qn “ e

2πi
3

1´ e
2πi
3
2

“ 5
7

` i
?
3
7
.

5. Na�i vrednost beskonaqnog proizvoda
8
ś

n“2

p1 ´ 1
n2 q.

Rexeǌe. Kako je po definiciji
8
ś

n“2

p1´ 1
n2 q “ lim

nÑ8

n
ś

k“2

p1´ 1
k2

q, to na osnovu zadatka sa qasa

u prvoj nedeǉi nastave znamo da je tra�ena vrednost zapravo 1
2
. Ponovimo ipak taj raqun,

ranije izveden:
8
ś

n“2

p1´ 1
n2 q “ lim

kÑ8

k
ś

n“2

p1´ 1
n2 q “ lim

kÑ8

k
ś

n“2

pn´1qpn`1q

n2 “ lim
kÑ8

1¨3
2¨2

¨ 2¨4
3¨3

¨ 3¨5
4¨4

¨ ¨ ¨ ¨ ¨

pk´2q¨k
pk´1q¨pk´1q

¨
pk´1qpk`1q

k¨k
“ lim

kÑ8

1
2
p1 ` 1

k
q “ 1

2
.

6. Na�i vrednost beskonaqnog proizvoda
8
ś

n“2

n3´1
n3`1

.

Rexeǌe. Kako je po definiciji
8
ś

n“2

n3`1
n3´1

“ lim
nÑ8

n
ś

k“2

pk`1qpk2´k`1q

pk´1qpk2`k`1q
, dovoǉno je rezultat sa qa-

sa odr�anog prve nedeǉe interpretirati u terminima beskonaqnih proizvoda i do�i do za-

kǉuqka da je tra�ena vrednost 2
3
. Raqun se mo�e proveriti i slede�im naqinom:

8
ś

n“2

n3`1
n3´1

“

8
ś

n“2

pn`1qpn`ωqpn`ω2q

pn´1qpn´ωqpn´ω2q
“

8
ś

n“2

pn`1qpn´1´ωqpn´1´ω2q

pn´1qpn´ωqpn´ω2q
“ lim

nÑ8

npn`1qp1´ωqp1´ω2q

1¨2pn´ωqpn´ω2q
“ lim

nÑ8

3p1` 1
n

q

2p1´ω
n

qp1´ω2

n
q

“

3
2
.
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7. Sumirati red
`8
ÿ

n“1

n

n4 ` n2 ` 1

Rexeǌe. Neka je an “ n
n4`n2`1

. Oqigledno, neophodan uslov konvergencije reda je zadovo-
ǉen, lim

nÑ8
an “ 0. Red konvergira po poredbenom kriterijumu, pore�eǌem sa konvergentnim

redom
ÿ

nÑ8

1

n3
. Razlagaǌem polinoma n4`n2`1 se dobija da je an “ 1

2pn2´n`1q
´ 1

2pn2`n`1q
“

1
2
pbn ´ bn`1q, za bn “ 1

n2´n`1
, to je S “ lim

nÑ8
SN “ lim

nÑ8
pb1 ´ bN`1q “ 1

2
.

8. Sumirati red
`8
ÿ

n“1

arctg
2

n2
.

Rexeǌe. Najpre, ovo je red sa pozitivnim qlanovima i on je ekvikonvergentan sa redom
`8
ÿ

n“1

2

n2
. Ovo va�i jer je arctg „ x, x Ñ 0. Uvedimo oznaku an “ arctg n, n P N0. Primetimo

da va�i

tgpan`1´an´1q “
tg an`1 ´ tg an´1

1 ` tg an`1 ¨ tg an´1

“
2

n2
ùñ

“ an`1 ´ an´1
hkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkj

arctg ptgpan`1 ´ an´1qq “ arctg
2

n2
, @n P N.

Dakle, imamo da je
`8
ÿ

n“1

arctg
2

n2
“

`8
ÿ

n“1

pan`1 ´ an´1q.

Neka je m P N proizvoǉno. Tada je

m
ÿ

n“1

pan`1´an´1q “ am`1`am´1´a1´a0 ùñ lim
mÑ`8

m
ÿ

n“1

pan`1´an´1q “
π

2
`
π

2
´
π

4
´0 “

3π

4
.

Teorema (Koxijev stav). Neka je an opadaju�i niz pozitivnih qlanova. Tada su redovi
8
ř

n“1

an i
8
ř

n“1

2na2n ekvikonvergentni.

9. Red
8
ř

n“1

1
nα konvergira za α ą 1.

Rexeǌe. Primenom Koxijevog stava nalazimo da je posmatrani red ekvikonvergentan geo-

metrijskom redu
8
ř

n“1

p 1
2α´1 qn koji konvergira za α ą 1.
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10. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

an ako je

• an “
?
n ` 1 ´

?
n,

• an “
?
n`1´

?
n

n
.

Rexeǌe. Kako je an “ 1?
n`1`

?
n

„ 1
2

?
n
, n Ñ 8, to prvi red divergira (1

2
ă 1), a drugi

red, qiji opxti qlan je „ 1

2n
3
2
, n Ñ 8, konvergira jer je 3

2
ą 1.

Teorema (Dalamberov test). Neka za qlanove pozitivnog reda
8
ř

n“0

an postoji l “ lim
nÑ8

an`1

an
.

Za l ă 1 red konvergra, a za l ą 1 divergira.

11. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

pn!q2

p2nq!
.

Rexeǌe. Konvergira po Dalamberu: l “ lim
nÑ8

an`1

an
“ lim

nÑ8

pn`1q!2

p2pn`1qq!

n!2

p2nq!

“ lim
nÑ8

pn`1q2

p2n`2qp2n`1q
“ 1

4
.

12. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

1000n

n!
.

Rexeǌe. Konvergira po Dalamberu: lim
nÑ8

an`1

an
“ lim

nÑ8

1000n`1

pn`1q!
1000n

n!

“ lim
nÑ8

1000
n`1

“ 0 ă 1.

13. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

3nn!
nn .

Rexeǌe. Divergira po Dalamberu: lim
nÑ8

an`1

an
“ lim

nÑ8

3n`1pn`1q!

pn`1qn`1

3nn!
nn

“ lim
nÑ8

3
p1` 1

n
qn

“ 3
e

ą 1.

Teorema (Koxijev test). Neka za qlanove pozitivnog reda
8
ř

n“0

an postoji lim
nÑ8

n
?
an “ l.

Za l ă 1 red konvergira, a za l ą 1 divergira.
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14. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

pn´1
n`1

qnpn´1q.

Rexeǌe. Kako je lim
nÑ8

n
?
an “ lim

nÑ8
pn´1
n`1

qpn´1q “ lim
nÑ8

p1 ´ 2
n`1

q
p

´pn`1q

2
qp n´1

´2pn`1q
q

“ e´ 1
2 ă 1,

red konvergira po Koxiju.

15. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

n5

2n`3n
.

Rexeǌe. Konvergira po Koxiju: lim
nÑ8

n
?
an “ lim

nÑ8

n

b

n5

2n`3n
“ lim

nÑ8

1
3

n

b

n5

1`p 2
3

qn
“ 1

3
ă 1.

16. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

an ako je

• an “ en`n5

3n`ln pn10`1q
sin p 1

n
q,

• an “ arctann
na , za a ě 1.

Rexeǌe. Kako je an „ 1
n

p e
3
qn, n Ñ 8, to prvi red konvergira, a drugi red, qiji opxti

qlan je zapravo jednak
π
2

´arctg p 1
n

q

n2 , konvergira za a ą 1 kao suma dva konvergentna reda, a
divergira za a “ 1 kao suma konvergentnog i divergentnog reda.

17. Qlanovi niza panq zadovoǉavaju rekurentnu formulu

an “ 4an´1 ´ an´2, za n ě 3.

Dokazati da je
8
ÿ

n“1

arcctg
a2n
2

“
π

12
,

ako je a1 “ 2, a2 “ 8.

Rexeǌe. Rexeǌe posmatrane rekurentne jednaqine je

an “
1

?
3

pan ´
1

an
q, za a “ 2 `

?
3.

Lako se proveri da onda va�i identitet

a2n`1 ` a2n
1 ` anan`1

“ 4,
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xto je sa druge strane jednako an`2`an
an`1

, odakle se dobija relacija

an`2 “
a2n`1 ´ an
1 ` anan`1

.

Indukcijom (uz kori71eǌe dobijene relacije) se pokazuje da je

n
ÿ

k“1

cot´1 a2k “ cot´1 an`1

an
“ cot´1 a “

π

12
.

18. Na�i sumu reda
8
ř

n“1

1
npn`1q

p1 ` 1
2

` ¨ ¨ ¨ ` 1
2n´1

q.

Rexeǌe.

S “

8
ÿ

n“1

1

npn ` 1q
` p

1

2
`

1

3
q

8
ÿ

n“2

1

npn ` 1q
` p

1

4
`

1

5
q

8
ÿ

n“3

1

npn ` 1q
` . . .

Kako je
8
ÿ

n“k

1

npn ` 1q
“

1

k
,

to je

S “ 1`

8
ÿ

n“2

1
2pn´1q

` 1
2n´1

n
“ 1`

1

2

8
ÿ

n“2

1

npn ´ 1q
`2

8
ÿ

n“2

p
1

2n ´ 1
´

1

2n
q “

1

2
`2

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
“

1

2
`2 ln 2.
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