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1 Matematika 3

1.1 Obnavǉaǌe

1. Dokazati lim
nÑ8

n
1
n “ 1.

Rexeǌe. Primetimo da je n
?
n ě 1 za n ě 1. Na osnovu AG nejednakosti je

1 ď n
?
n “

n

b

1 ¨ 1 ¨ ¨ ¨
?
n

?
n ď

1 ` 1 ` ¨ ¨ ¨
?
n `

?
n

n
“

2
?
n

`
n ´ 2

n
Ñ 0 ` 1 “ 1, n Ñ 8.

2. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1

1?
n2`k

.

Rexeǌe. Primetimo da je najve�i sabirak posmatrane sume prvi, a najmaǌi posledǌi sa-

birak. Primenom teoreme o tri limesa na n?
n2`n

ď
n
ř

k“1

1?
n2`k

ď n?
n2`1

, nalazi se da je

limes jednak 1.

3. Na�i lim
nÑ8

n

d

n
ř

k“1

k10.

Rexeǌe. U posmatranoj sumi najve�i je posledǌi, a najmaǌi prvi sabirak. Dakle,

n
?
n “

n
?
n ¨ 110 ď n

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

k10 ď
n
?
n ¨ n10 “

n
?
n11.

Primenom teoreme o tri limesa kao u prethodnom zadatku, zakǉuqujemo da je

lim
nÑ8

n

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

k10 “ 1.
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4. Dokazati lim
nÑ8

n

d

k
ř

i“1

ani “ max ta1, a2, . . . aku

Rexeǌe. Kako je ai ď max ta1, a2, . . . aku za i “ 1, . . . k, a maksimum konaqnog skupa se
dosti�e, to je

max ta1, a2, . . . aku ď
n

g

f

f

e

k
ÿ

i“1

ani ď k
1
n max ta1, a2, . . . aku.

Zakǉuqak sledi primenom teoreme o 3 limesa.

5. Na�i lim
nÑ8

n
?
an ` nb, gde su a ą 0, b P R.

Rexeǌe. Razmotrimo slede�e sluqajeve:
1) a ą 1:

n
a

an ` nb “ a
n

c

1 `
nb

an
Ñ a, n Ñ 8.

2) 0 ă a ă 1:

n
?
an ` bn “ n

?
n
b n

c

an

nb
` 1 Ñ 1, n Ñ 8.

3) a “ 1:

n
a

1 ` nb Ñ 1, n Ñ 8.

6. Na�i lim
nÑ8

n
ś

k“2

p1 ´ 1
k2

q.

Rexeǌe. Kako je

n
ź

k“2

p1 ´
1

k2
q “

n
ś

k“2

pk ´ 1q
n

ś

k“2

pk ` 1q

n
ś

k“2

k2

,

pomeraǌem indeksa u proizvodima u brojiocu, dobija se

n
ź

k“2

p1 ´
1

k2
q “

n´1
ś

k“1

k
n`1
ś

k“3

k

n
ś

k“2

k2

,
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i skra�ivaǌem odgovaraju�ih razlomaka,

n
ź

k“2

p1 ´
1

k2
q “

n ´ 1

2n
,

odakle puxtaǌem limesa imamo

lim
nÑ8

n
ź

k“1

p1 ´
1

k2
q “

1

2
.

7. Na�i lim
nÑ8

n
ś

k“2

p1 ´ 1
kpk`1q

2

q.

Rexeǌe. Kako je
n

ź

k“2

p1 ´
1

kpk`1q

2

q “

n
ź

k“2

pk ` 2qpk ´ 1q

kpk ` 1q
,

pomeraǌem indeksa i skra�ivaǌem razlomaka se dobija

lim
nÑ8

n
ź

k“2

p1 ´
1

kpk`1q

2

q “ lim
nÑ8

n ` 2

3n
“

1

3
.

8. Na�i lim
nÑ8

n
ś

k“2

k3´1
k3`1

.

Rexeǌe.

lim
nÑ8

n
ź

k“2

k3 ´ 1

k3 ` 1
“ lim

nÑ8

n
ź

k“2

pk ´ 1qpk2 ` k ` 1q

pk ` 1qpk2 ´ k ` 1q
,

a va�i identitet k2 ´k`1 “ pk´1q2 `pk´1q`1, to nakon pomeraǌa indeksa u proizvodu
i kancelacije, imamo

lim
nÑ8

n
ź

k“2

k3 ´ 1

k3 ` 1
“ lim

nÑ8

2

3

n2 ` n ` 1

n2 ` n
“

2

3
.

Teorema (Xtolc). Neka je:

1) pynqnPN strogo rastu�i niz,

2) lim
nÑ8

yn “ `8

3) postoji lim
nÑ8

xn`1´xn

yn`1´yn
.
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Tada je lim
nÑ8

xn

yn
“ lim

nÑ8

xn`1´xn

yn`1´yn
.

9. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1

k?k

n
.

Rexeǌe. Ovde je xn “
n
ř

k“1

k
?
k i yn “ n. Kako je yn “ n strogo rastu�i niz, lim

nÑ8
yn “ 8, a

lim
nÑ8

xn`1´xn

yn`1´yn
“ lim

nÑ8

n`1
ř

k“1

k?k´
n
ř

k“1

k?k

n`1´n
“ lim

nÑ8

n`1
?
n ` 1 “ 1, to je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

k
?
k

n
“ 1.

10. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1
k4

n5 .

Rexeǌe. Ovde je xn “
n
ř

k“1

k4, a yn “ n5 je strogo rastu�i niz takav da lim
nÑ8

yn “ 8, pri

qemu je i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

pn`1q4

pn`1q5´n5 “ 1
5
. Primenom Xtolcove teoreme, zakǉuqujemo

lim
nÑ8

n
ř

k“1

k4

n5
“

1

5
.

11. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1
kp

np`1 , p P N.

Rexeǌe. Ovde je xn “
n
ř

k“1

kp, a yn “ np`1 je strogo rastu�i niz takav da lim
nÑ8

yn “ 8.

Dodatno, primenom binomne formule lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

pn`1qp

pn`1qp`1´np`1 “ 1
p`1

. Zadovoǉeni

su svi uslovi za primenu Xtolcove teoreme i konaqno

lim
nÑ8

n
ř

k“1

kp

np`1
“

1

p ` 1
.
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1.2 Linearne homogene diferencne jednaqine sa korakom 2
i 3

Neka je x1, x2 dato i
xn`2 “ axn`1 ` bxn, a, b P R.

Tada je karakteristiqna jednaqina

x2
´ ax ´ b “ 0.

Neka su λ1, λ2 rexeǌa karakteristiqne jednaqine.

Ako je λ1 ‰ λ2, to je
xn “ C1λ

n
1 ` C2λ

n
2 ,

pri qemu se C1, C2 odre�uju iz poqetnih uslova.

Ako je λ1 “ λ2, to je
xn “ C1λ

n
1 ` C2nλ

n
1 ,

pri qemu se C1, C2 odre�uju iz poqetnih uslova.

12. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`2 “ 5xn`1 ´ 6xn,

ako je x1 “ 5 i x2 “ 13.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ 5x ` 6 “ 0 su λ1 “ 2, λ2 “ 3, pa je
opxte rexeǌe oblika xn “ C12

n `C23
n. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih uslova,

C1 “ C2 “ 1. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 2n ` 3n.

13. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`2 “ 2xn`1 ` 3xn,

ako je x0 “ 3 i x1 “ 1.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ 2x ´ 3 “ 0 su λ1 “ ´1, λ2 “ 3, pa je
opxte rexeǌe oblika xn “ C1p´1qn ` C23

n. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih
uslova, C1 “ 1, C2 “ 2. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 2p´1qn ` 2n.

14. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`2 “ 4xn`1 ´ 4xn,

ako je x1 “ 4 i x2 “ 12.
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Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ 4x ` 4 “ 0 su λ1 “ 2 “ λ2, pa je opxte
rexeǌe oblika xn “ C12

n ` C2n2
n. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih uslova,

C1 “ C2 “ 1. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 2np1 ` nq.

Neka su x1, x2, x3 dati i

xn`3 “ αxn`2 ` βxn`1 ` γxn.

Tada je karakteristiqna jednaqina

x3
“ αx2

` βx ` γ.

Neka su λ1, λ2, λ3 rexeǌa karakteristiqne jednaqine.

Ako je λ1 ‰ λ2 ‰ λ3 ‰ λ1, to je

xn “ C1λ
n
1 ` C2λ

n
2 ` C3λ

n
3 .

Ako je λ1 “ λ2 ‰ λ3, to je

xn “ C1λ
n
1 ` C2nλ

n
1 ` C3λ

n
3 .

Ako je λ1 “ λ2 “ λ3, to je

xn “ C1λ
n
1 ` C2nλ

n
1 ` C3n

2λn
1 .

15. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`3 “ ´xn`2 ` 17xn`1 ´ 15xn,

ako je x0 “ 1, x1 “ 3, x2 “ 9.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x3 ` x2 ´ 17x ` 15 “ 0 su x1 “ 1, x2 “ 3,
x3 “ ´5. Opxte rexeǌe je oblika C1 ` C23

n ` C3p´5qn. Iz poqetnih uslova se odre�uju
konstante C1 “ 0, C2 “ 1, C3 “ 0 kao rexeǌa odgovarajueg sistema (3 jednaqine sa 3
nepoznate). Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 3n.

16. Rexiti sistem diferencnih jednaqina

xn`1 “ 2xn ´ yn,

yn`1 “ xn ` 4yn,

ako je x0 “ 2, y0 “ 1.

Rexeǌe. Iz prve jednaqine je yn “ 2xn ´ xn`1, odnosno yn`1 “ 2xn`1 ´ xn`2. Smenom u
drugu jednaqinu, dobija se xn`2 ´ 6xn`1 ` 9xn “ 0, odakle sledi xn “ C13

n ` C2n3
n. Iz

poqetnih uslova se odre�uju C1, C2, odnosno xn “ 3np2 ´ nq,a dobija se i yn “ 3npn ` 1q.
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17. Rexiti sistem diferencnih jednaqina

xn`1 “ 2xn ` 3yn,

yn`1 “ xn ` 2yn,

ako je x1 “ 2, y1 “ 1.

Rexeǌe. Rexavaǌem sistema se dobija karakteristiqna jednaqina za xn: x
2 ´ 4x ` 1 “ 0,

qiji su koreni 2˘
?
3. Lako se nalazi xn “

p2´
?
3qn`p2`

?
3qn

2
, yn “

?
2
6

pp2`
?
3qn´p2´

?
3qnq.

18. Neka je

an`1 “
pan ` q

ran ` s
, p, q, r, s P R,

xn`1 “ pxn ` qyn,

yn`1 “ rxn ` syn,

pri qemu je x1 “ a1 “ a, y1 “ 1. Dokazati da je

an “
xn

yn
,

ako je yn ‰ 0 za sve n P N.

Rexeǌe. Lako se proverava indukcijom.

19. Rexiti diferencnu jednaqinu

an`1 “
1 ´ 4an
1 ´ 6an

,

ako je a1 “ 1.

Rexeǌe. Koristi se prethodni zadatak. Treba rexiti sistem diferencnih jednaqina,

xn`1 “ 4xn ´ yn,

yn`1 “ 6xn ´ yn.

Dobija se xn`2 ´ 3xn`1 ` 2xn “ 0, odakle se nalazi xn “ C1 ` C22
n, a uvrxtavaǌem

poqetnih uslova, xn “ 2n ´ 1, yn “ 2n`1 ´ 3. Ovde je an “ xn

yn
.
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20. Rexiti diferencnu jednaqinu

an`1 “
an ´ 1

an ` 3
,

ako je a0 “ 1.

Rexeǌe. Treba rexiti sistem
xn`1 “ xn ´ yn,

yn`1 “ xn ` 3yn,

uz poqetne uslove x0 “ 1, y0 “ 1. Lako se nalazi xn “ 2np1 ´ nq, yn “ 2np1 ` nq i
an “ 1´n

1`n
.

1.3 Brojni redovi

8
ř

n“0

an je beskonaqni red sa opxtim qlanom an, a Sn “
n
ř

k“0

ak je n-ta parcijalna suma

reda. Red konvergira ako konvergira niz ǌegovih parcijalnih suma. Neophodan uslov za

konvergenciju reda
8
ř

n“0

an je da je lim
nÑ8

an “ 0.

Teorema (I poredbeni kriterijum). Neka su
8
ř

n“1

an i
8
ř

n“1

bn pozitivni redovi. Ako poqev

od nekog indeksa va�i an ď bn, tada iz konvergencije reda
8
ř

n“1

bn sledi konvergencija reda

8
ř

n“1

an, a iz divergencije reda
ř

n“1

an sledi divergencija reda
8
ř

n“1

bn.

Teorema (II poredbeni kriterijum). Neka su
8
ř

n“1

an i
8
ř

n“1

bn pozitivni redovi. Ako je

lim
nÑ8

an
bn

“ C P p0,8q, tada su ovi redovi ekvikonvergentni.

21. a0 P r0, 1s i an`1 “ cosan, n ě 0. Da li red
8
ř

n“0

an konvergira?

Rexeǌe. Primetimo da je an P rcosp1q, 1s za n ě 1. Prema tome, opxti qlan reda ne
zadovoǉava neophodan uslov konvergencije (nije lim

nÑ8
an “ 0), pa red divergira.
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22. Harmonijski red
8
ř

n“1

1
n

divergira.

Rexeǌe. Niz parcijalnih suma posmatranog reda nije Koxijev, pa ne konvergira: Neka je

ε ă 1
2
i m “ 2n, tada |Sm ´ Sn| “

2n
ř

k“n`1

1
k

ą
2n
ř

k“n`1

1
2n

“ 1
2

ą ε.

23. Sumirati red
8
ř

n“2

1
pn´1qn

.

Rexeǌe. Za sumu reda je potrebno odrediti limes niza parcijalnih suma. Primetimo,
8
ř

n“2

1
pn´1qn

“ lim
nÑ8

n
ř

k“2

1
pk´1qk

“ lim
nÑ8

r
n
ř

k“2

1
pk´1q

´
n
ř

k“2

1
k
s, odakle pomeraǌem indeksa i ponix-

tavaǌem istih sabiraka nalazimo
8
ř

n“2

1
pn´1qn

“ lim
nÑ8

r1 ´ 1
n

s “ 1.

24. Ispitati konvergenciju redova
8
ř

n“1

1?
npn`1q

,
8
ř

n“1

cosxn

n2

Rexeǌe. Prvi red je ekvikonvergentan harmonijskom redu po poredbenom kriterijumu, pa
divergira. Tako�e, divergencija se mo�e zakǉuqiti i Koxijevim kriterijumom (niz parci-
jalnih suma nije Koxijev, pa divergira).
Drugi red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

25. Dokazati da geometrijski red
8
ř

n“0

qn, |q| ă 1 konvergira i sumirati ga.

Rexeǌe. Izraqunajmo najpre n-tu parcijalnu sumu reda. Mno�eǌem Sn “
n
ř

k“1

qk sa q i

oduzimaǌem qSn od Sn, ponixtavaju se svi qlanovi u sumi, izuzev prvog i posledǌeg, xto

daje rezultat Sn “
1´qn`1

1´q
. Suma reda je limes niza parcijalnih suma: S “ lim

nÑ8
Sn “ 1

1´q
.

26. Neka je niz xn zadat sa
6xn`2 “ 5xn`1 ´ xn

x1 “ 1, x2 “ 2.

Sumirati red
8
ÿ

n“1

p´1q
nxn.
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Rexeǌe. Lako se proverava da je xn “ 20p1
2
qn ´ 27p1

3
qn. Stoga, posmatrani red mo�emo

videti kao linearnu kombinaciju dva konvergentna geometrijska reda (za q “ ´1
2

i q “

´1
3
), qije sume lako mo�emo lako izraqunati ako iskoristimo prethodni zadatak (napomena:

potrebna je mala modifikacija jer suma kre�e od n “ 1;
8
ř

n“1

qn “
q

1´q
, za |q| ă 1). Konaqno,

tra�ena suma reda je 1
12
.
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