EaemenTapne pyHknuje n muxoBu
rpacdpuinn

3a dyukmujy f: X — Y kaxkemo ja je
o »,1—17 ako 3a cBe x1, 72 € X 3a Koje je x1 # xo Baxku f(x1) # f(x2), ITO je EKBUBAJIEHTHO Ca
tum ga u3 f(x1) = f(xg) cuemu x1 = xa;

o Ha' aKo 3a CBako y € Y mocroju Heko x € X Takso ja Baxku f(x) = y;
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o bujeknuja ako je ,1—-17 wu ,ma’”.
Cpaxa 6ujekimja nMa CBOjy mHBep3HY (byHKIHjy, v o3Hamu [ :Y — X, TakBy ja 3a cBako € X
saxu f1(f(z)) =2 u3a ceaxo y e Y vaxu f(f1(y)) =y
Mu hiemo yriaBHOM pajuTu ca pyHKIMjaMa IUjU je JOMEH HeKH MOJICKYT cKyna R, a KomoMeH ympaBo
ckyn R. Kaga nedunumemo 1j. 3amajeMo HeKy PyHKIHI]Y, HEOMXOAHO je pehm mmrra je mheH JToMeH,
KOJIOMEH U Ha KOjU HAYWH Ce eJIEMEHTH U3 JIOMEHA FHOM IPECINKaBajy. YKOJIUKO Ce JJOMEH He HABEJIE
eKCILTUIUTHO, Ta ia ra camu oxpehyjemo kao Hajsehu moackyn ckymna R Ha kome je dyHKIMja 106po
neduHICAHA.

Caa hieMo maxKiby MOCBETUTH eJIeMeHTapHIM QyHKIMjaMa Koje cy HaM HajouTHuje, jep hemo Ha
OBOM KypCy Hajuermhe pajuTH ca HhUMa U IHUXOBHM KOMOWHAIMjaMa, I1a je TOTPeOHO Jia UX J00Po
YHO3HAMO.

(1) JIuneapua dyHKImja

Oyuknuja f : R - R mara ca f(x) = kx + n nasusa ce juneapna dyukuuja. Hben rpaduxk je jenna

paBa YMju TOJIOXKA] Tj. HArmbd 3aBUCH OJ 3HAKA Opoja k, KOju HA3WBAMO KOEMDUITHjEHTOM ITPABIA

dbyuxmuje f. Ha caunum ucnon MoxkeMo BHJETH Kako OH m3ryiena 3a k < 0 (upeena 6Goja), k = 0
(3esena 60ja) u k> 0 (mmasa Goja). Jou o panuje 3HAMO Jia AKO Ca (¢ O3HAYUMO yTao KOju rpaduk

JuHeapHe (QYHKIIMje IPAIN Ca IMO3UTUBHUM JIEJIOM I—0Ce, BaXKHU jeHAKOCT k = tga.




(2) Ksaugparna dyukuuja
®ynkmpja f: R - R gara ca f(x) = ax? + bx + ¢, y3 ycios a # 0, nasusa ce KBajparHa (DyHKIHT]a.

Iben rpaduk Haszusamo napabosaom. Uzpasz D = b? — 4ac HA3UBAMO JUCKPHMUHAHTOM OBE KBAIPATHE

dyukuuje. 3aamo ma ykosmko je D > 0, kBagparna jeanaguna f(x) = 0 uma JBa pasjigdura peajHa
perersa, ako je D = 0, uma jeIHO peasiHo peleme, I0K y ciay4ajy D < 0 Hema peajHHX pelllemna.
TTonoxkaj mapabosie 3aBucu oj 3uaka OpojeBa a u D. Ha jeBoj caunu je mpukasaH ciiydaj Kaja je
a > 0. IlnaBa 6oja oxrosapa ciyuajy D > 0, 3esena caydajy D = 0, a upsena ciydajy D < 0. Ha

JeCHOj cymnu je ciry4aj kajga je a < 0 u To mwiaBa 60ja 3a D > 0, 3enena 3a D =0 u upsena 3a D < 0.

(3) Crenena dyuxmja

Oyukuuja f : R > R nara ca f(z) = 2", upu uemy je n > 2 upupogan 6poj, Ha3uBa ce CreleHa

dyukiuja. Ha caunu 1eBo je mpukazan rpaduk jemne oBakBe (PYHKIHje 3a MMapHO N, & JIECHO 33
memapuo n. Kaxo je (—x)2F = (=1)2F2%F = 228 i (—2)2F+! = (=1)2k+1g2R+1 = 2641 35 cpako k € N,
BUJIIMO Jia 3a napHo n Baxkn f(-x) = f(z) 3a cBako z € R, 70k 3a Henapuo n Baxku f(—x) = —f(x) 3a
cBako x € R. OyHKIMje ca MPBUM CBOjCTBOM HA3WBAMO MapHUM (PYHKIjaMa, & ca APYTUM CBOjCTBOM
menapuuM. /lakie, 3a mapHo n crenena GyHKIHja je TapHa, a 3a HEIlapHO 1 HelapHa.

Taxobe, 3a HenapHo n cremnera GyHKIUja je Oujekimja, J0K 3a MapHO n TO Huje ciay4a) (auje ,1—17
jep je f(x) = f(—z) muru je ,ma”, jep y3umMa caMO HEHEraTUBHE BDPEJHOCTH, A HE HocToju T € R
rakBo Ja je f(xz) = -1), anu ako joj Cy3UMO JIOMEH U KOJOMEH Tj. IIOCMATPaMO je Kao (DYHKIUjy

f:[0,+00) = [0,+00), u ona he nocraru Gujexnmja.
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(4) Excriorennmjanaa dbyHKIHTja

Oyuknmja f: R - R gara ca f(x) = a®, upu yemy je a > 0 peanan 6poj, HaA3UBa Ce EKCIIOHEHIH]aIHA
dyuknuja. [lomoxka] u 06K rpaduKa eKcroHeHnjaaHe GYHKIUje 3aBUCU O]l BPEIHOCTH Opoja a.
Nmamo jeman merenepucan ciaydaj kaja je a = 1, jep je taga f(x) = 1 3a cBako x € R, na oBy dyHk-
nujy neheMo HE cMaTpaTH 3a €KCIOHEHIUjaJIHY, Beh 3a JuHeapHy Kao MITO CMO U MAaJIOIIPe HABEJIH
(upBena 60ja Ha rpaduky ucnojn). 3a a > 1 rpaduk je npukazaH miaBoM 60joM, a 3a a < 1 3e€HOM.
OHo 1mTO je 3ajesHIuKo 3a 06a Hejerenepucana caydaja je ga je f(0) =1, jep je a’ = 1 3a 6mio Koju
MMO3UTUBHE peaJsiHu Opoj a U 1a je eKcroHeHnujasna dyHKnnja no3utusaa. OHa HEje Oujekimja, jep,
Ka0 IITO CMO PEKJIX, Y3UMa CaMO IO3UTHUBHE BPEIHOCTH, AJIM aKO jOj CY3UMO KOJOMEH U IIOCMATPAMO

kao dyuknujy f: R — (0,+00), nocrahe 6ujeknuja.
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(5) Jlorapuramcka dbyHKImja

@yukuygja f : (0,+00) > R mara ca f(z) = log, « Ha3uBa ce jsorapuramcka (QyHKIHja ca OCHOBOM
a, mpu Yemy je a >0 u a # 1 peasan 6poj. OHa je MHBEp3HA €KCIIOHEHINjaJIHOj (DyHKIUjU, 1A 3310~
BoJbaBa penanmjy a'°%«® = x 3a caxo z > 0 u log, (a®) = x 3a ceako x € R. Y 3aBucHOCTH 071 TOTA 12
g je a > 1 (maBa 60ja) nim a < 1 (upBena 6oja) rpaduk sorapuramcke dyHKIHje U3IJIeIa Kao HA

cienehoj caurmy.
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(6) Kopena dyHxmja
Oyukmuje f : R > R mara ca f(z) = ¢/ 3a memapuo n > 3 u g : [0,+00) — [0,+00) mara ca

g(x) = ¥/x 3a mapmuo n € N mazusajy ce xopene dynxrmje. Pynxnuja [ je naBep3HA CTENeHO] DyHK-

MjU 32 HENapHo 7, Na Ty Baxke peiamuje ( /7)™ =x u V2" = x 3a csako = € R, jok je dbynkiuja
¢ MHBEP3HA PeCTPUKIHju creneHe dyHKImje Ha cKymy [0, +00) 3a mapHO n, ma Ty Takole Baxke pe-
namyje (Y/z)" =x u Vz" = x, aym 3a ceako z > 0. Ha J1eBoj coiy BuAMMO Kako msriena rpadpuk

KopeHe (byHKIHje 3a MapHO 7, & HA JIEeCHO] 3a HEImapHO N > 3.
4+
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(7) Tpuronomerpujcke dbyHKIHje

Qyuknyje sin : R - [-1,1] u cos : R - [-1,1] uuje rpaduke moxkemo Bujeru Ha ciezelioj caunm
(upBena u wiasa 60ja, pesom) cy 2m-nepuogudne dbyHKIUje, MTO 3HAYU 12 je sin(x + 27) = sinx u
cos(z + 2m) = cosx 3a cBako z € R. Jlasme, cunycHa dyHKIHUja je HEMapHa, & KOCHHYCHA MAPHA Tj. 34
cBako z € R Baxu sin(-z) = —sinz u cos(-z) = cosz. ¥3 1o, umamo u sinz =0 <>z =km, tne k€ Z
ucosr=0<«<z=kr+ 3, raekeZ.

30or nepronmaHOCTH Sin HEje ,,1 — 1”7 dyHKIHja, Ta caMUM THM HUje HU OMjeKIrja, ajan aKO IOCMaT-
paMo heHy PeCTPUKIMjy Ha mHTepBasl [—4, 7], nocrahe Gujexnuja. CludHo BaXKn U 3a COS, C THM

IITO Iy PeCTpHKyjeMo Ha uHTepBas [0, 7].
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Oyuxipje tg = 32 R {kr+ 2 | keZ} >Ructg =< : R~ {kr | k€ Z} > R cy m-nepuouune u

cos sin
BUXOBe rpaduKe MOXKEMO BUIETH HA HAPEIHO] ¢y (IUIaBa U IpBeHa 60ja, peioM).
Hu oBe 1Be dyukuje HUCY Oujexiuje jep cy mepuonndne, ajau PeCTPUKIja pyHKIH]je tg HA HHTEPBAT

(=5, %) jecre, kao u pecrpuximja bynkmuje ctg na unrepsai (0,7).
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(8) Uusepsue Tpuronomerpujcke pyHKnuje

—5s g] IpeCTaB/ba, NHBEP3HY DyHKIM]Y 01 PYHKIHjE Sin, MTO 3HAYTN
T T

Ja Bazky sin(arcsinz) = x 3a csako x € [~1,1] n arcsin(sinx) = = 3a csako x € [-7, 5 ]. Fben rpacuk

QOyukumuja arcsin : [-1,1] > [

BUJIMMO Ha cyesiehoj camim Jeso.
Oyuknuja arccos : [-1,1] — [0, 7] upencrasba unsepsny dyukuujy oi GyHKIuje cos, MTO 3HAYU
na Baxkw cos(arccosz) = x 3a cBako x € [—1,1] m arccos(cosz) = x 3a cBako zx € [0, 7]. Hben rpaduk

BUINMO Ha cJiesieNoj CaAuIM JTeCHO.
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Ba tg(arctgxr) = z 3a cpako z € R u arctg(tgz) = = 3a cako = € (-3,5), /0K je dynknmja

Oyuknuja arctg : R - (- ) je unBepsua dyHKIUja o dyHKIMje tg, ma 3600 TOra 3aJ0BOJbA-

arcctg : R — (0,7) uasepsna on dbyuxnuje ctg na 3amosobasa ctg(arcctgr) = x 3a cBako x € R

u arcctg(ctgx) = x 3a cBako x € (0,7) u BUxXoBe rpaduKe MOKEMO BUJETU HA HAPEHO] CJIUIIHM.

e e

—

arccot(x) | ~Q
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OBuM CMO 3aBPIIIIN YIIO3HABAE Ca ejleMeHTapHuM (DYHKIMjaMa U CBe IITO je J0 cajia obpahero
hie ce cMaTpaTn O3HATUM HaJIAbe U MOXKE Ce€ KOPUCTUTU O3 JIOJATHOT 0Opa3iiarama.
Ypaaumo caga jesraH 3a/1aTax.
1. Ogpennru nomere cienehinx dyHKIHja:
fi(@) =/ ZE +1ogo (B2), fo(x) =/sin/z, fs(z)=arcsinVa? —a+1.

Pemreme: Tpaxumo mpBo CKyIl cBUX & 3a Koje je dyHKumja f1 jgedunucana. TakBo x Mopa ja

2-x
’ 2x+1

HaM Kaxy ma Tpeba J1a BaXKu T # —% u z # 1. JIpyra HejemHAKOCT BaxKu y J[Ba CIydaja - WIA aKO

>0, 1-z #0, L 5 0. IIpsa u rpeha mejenaxocr

3aj10BOJbaBa cierehe nejeqnakoctu 2x+1 =0 B

je2-x20um2x+1>0 wmako je 2-x <0 u2x+1 < 0. IIpsu cayyaj nam maje © < 2 u
T > —% mTo 00jeIUEHO 3HAYH T € (—%,2], a ApYyTu ciydaj HaM Jaje £ > 2 1 = < —%, LITO HUje
moryhe. Jlakie, 1pyra HejeaHAKOCT je eKBUBaJEHTHA Ca X € (—%, 2]. Cauuno, 4eTBpTa HEjeIHAKOCT
je Tauna y nmBa caydaja - mwm je £+ 1>0um l-2z>0mwm x+1<0u 1-x <0. Ilpeu cayuaj je
exBuBasieHTaH ca T € (—1,1), mok Apyru ciay4aj Huje Moryh, ma je 4eTBpTa HejeHAKOCT eKBUBAJIEHTHA
ca z € (-1,1). Kama npecedeMo cBe 0Be CKyIOBe, job6uheMo poMen hyHKIuje fi U JIAKO BUIAUMO JIa

je To cKyn (—%,1). IlTro ce Tuue dyuxmuje fo Heomxomno je ja Baxku x >0 um sin/z > 0 360r



nedunncanocTn KBajgparHor kopena. Ca rpaduka dyHKIHje Sinx MOXKEMO BUJETH JIa BaXKh sinz >
0 < z € [2km,2kT + 7], 3a neko k € Z, na je sin\/z > 0 exsuBanentHo ca \/x € [2km, 2kT + 7]
Tj. 2km < \/x < 2km + 7 3a meko k € NuU {0} (oBme cMo ce orpaHWYWIM caMO Ha HeHeraTUBHE k,
jep je /T > 0). Kpagpupamem mocenme Hejemaakoctn gobmjamo 4k?m? < o < (2km + 7)% 3a Heko
k e NUu{0} 1j. = € [4k?m?, (2k+1)27%] 3a neko k € Nu{0}. Kako je 3a Takse z Beh ncrymen neorxoian

ycioB ca moderka x > 0, 3ak/bydyjemMo jia je jomeH (yHKIHje fo yIpaBo YHHja CKyIOBa OOJIMKa

+oo
[4k*7?, (2k+1)?7?] xan k npobe ckyn Nu {0}, mro kpahe sanucyjemo Dy, = | J[4k*7?, (2k +1)?7?2].

®ynkimja f3 Heka ocTaHe 3a JgoMahn (Haeja: TPasKUMO IMpeceK pererba HejegHadnna 2 —z + 1 > 0

na 6u xkopen 6uo gedunucan u —1 < Va2 —x +1< 1 na 6u arcsin 6uo jgedunucan).



