
Zimski semestar 2021/2022 Ve�be iz Analize 1
Zora Golubovi� z.golubovic@yahoo.com

1 Xesta nedeǉa

1.1 Nizovi

Teorema. Neka je pynqnPN strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ `8 i postoji lim
nÑ8

xn`1´xn

yn`1´yn
. Tada

je lim
nÑ8

xn

yn
“ lim

nÑ8

xn`1´xn

yn`1´yn
.

1. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1

k?k

n
.

Rexeǌe. Ovde je yn “ n strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ 8, kao i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

n`1
?
n` 1 “

1, pa je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

k
?
k

n
“ 1.

2. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1
k4

n5 .

Rexeǌe. Ovde je yn “ n5 strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ 8, kao i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

pn`1q4

pn`1q5´n5 “

1
5
, pa je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

k4

n5
“

1

5
.

3. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1
kp

np`1 , p P N.
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Rexeǌe. Ovde je yn “ np`1 strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ 8, kao i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“

lim
nÑ8

pn`1qp

pn`1qp`1´np`1 “
1

p`1
, pa je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

kp

np`1
“

1

p` 1
.

4. Dokazati Koxijev stav: Ako je lim
nÑ8

an “ a, onda je i lim
nÑ8

n
ř

k“1
ak

n
“ a.

Rexeǌe. Ovde je yn “ n strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ 8, kao i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

an`1

1
“

a, pa je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

ak

n
“ a.

5. Dokazati lim
nÑ8

1
n?n!

“ 0

Rexeǌe. Dokaza�emo da je n! ą pn
3
qn indukcijom. Za n “ 1 nejednakost je taqna. Pretpo-

stavimo da je taqna za n i doka�imo za n` 1:

pn` 1q! “ n!pn` 1q ą p
n

3
q
n
pn` 1q “ p

n` 1

3
q
n`1 3

p1` 1
n
qn
ą p

n` 1

3
q
n`1.

Posledǌa nejednakost je taqna, jer je (primenom binomne formule)

p1`
1

n
q
n
ă 2`

1

2!
p1´

1

n
q ` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
p1´

1

n
qp1´

2

n
q ¨ ¨ ¨ p1´

n´ 1

n
q,

p1`
1

n
q
n
ă 2`

1

2!
`

1

3!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
,

p1`
1

n
q
n
ă 1` 1`

1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

2n´1
ă 1`

1

1´ 1
2

“ 3.

Daǉe se dokaz izvodi na osnovu teoreme o tri limesa.

6. Dokazati da je niz xn “ p1 `
1
n
qn rastu�i i ograniqen odozgo, a niz yn “ p1 `

1
n
qn`1

opadaju�i i ograniqen odozdo. Zato oni imaju zajedniqku graniqnu vrednost:

lim
nÑ8

p1`
1

n
q
n
“ lim

nÑ8
p1`

1

n
q
n`1

“ e.

2



Rexeǌe. Kako je

xn`1

xn

“ p1´
1

pn` 1q2
q
n`1n` 1

n
ą p1´

1

n` 1
q
n` 1

n
“ 1,

a primenom Bernulijeve nejednakosti je

yn
yn´1

“
1

p1` 1
n2´1

qn

n` 1

n
ă

1

1` n
n2´1

n` 1

n
ă 1,

to je niz xn rastu�i, a yn je opadaju�i. Tako�e, 0 ă yn ´ xn ă
e
n
Ñ 0, n Ñ 8, odakle

sledi da su limesi ovih nizova jednaki me�usobno i jednaki e.

7. Neka je pn proizvoǉan niz brojeva koji te�i `8 i qn proizvoǉan niz brojeva koji te�i
´8 kad nÑ 8. Dokazati da je

lim
nÑ8

p1`
1

pn
q
pn “ lim

nÑ8
p1`

1

qn
q
qn .

Rexeǌe. Neka je nk bilo koji broj celih brojeva koji te�i `8. Tada je

lim
nkÑ8

p1`
1

nk

q
nk “ e.

Ako niz proizvoǉnih brojeva pk te�i `8, to postoji takav niz cijelih brojeva nk da je
nk ă pk ă nk ` 1 i nk Ñ 8. Kako leva i desna strana nejednakosti

p1`
1

nk ` 1
q
nk ă p1`

1

pk
q
pk ă p1`

1

nk

q
nk`1

te�e e, to je po teoremi o tri limesa i

lim
nÑ8

p1`
1

pn
q
pn “ e.

Analogno za negativan niz.

8. Dokazati da je lim
nÑ8

n?n!
n
“ e´1.

Rexeǌe. Posmatrati niz
ln n!

nn

n
i primeniti Xtolcovu teoremu.

9. Dokazati:

lim
nÑ8

p1`
1

n
q
n`1

“ e,

lim
nÑ8

p1´
1

n
q
n
“ e´1,

lim
nÑ8

p
n` 1

n´ 1
q
n
“ e2,

lim
nÑ8

p
2n` 3

2n` 1
q
n
“ e.

3



Rexeǌe. Kori7eǌem prethodnog zadatka i qiǌenice da neprekidna eksponencijalna funk-
cija komutira sa limesom.

10. Dokazati da je 1
n`1

ď ln p1` 1
n
q ď 1

n
za svako n P N i da je r

r`1
ď ln p1` rq ď r za

svako r P Q .

Rexeǌe. Na osnovu jednog od prethodnih zadataka p1` 1
n
q ď e ď p1` 1

n
qn`1. Logaritmova-

ǌem i sre�ivaǌem izraza dobija se �eǉena nejednakost. Uopxtavaǌem se dobija nejednakost
i za racionalne brojeve.
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