
Zimski semestar 2021/2022 Ve�be iz Analize 1
Zora Golubovi� z.golubovic@yahoo.com

1 Sedma nedeǉa

1.1 Nizovi

1. Neka je a ą b ą 0 i x1 “
a`b
2
, y1 “

?
ab i xn`1 “

xn`yn
2

, yn`1 “
?
xnyn. Dokazati da

nizovi xn i yn konvergiraju.

Rexeǌe. Indukcijom se proverava da je niz yn dobro definisan, dok je dobra definisanost
niza xn oqigledna. Primetimo da je na osnovu AG nejednakosti xn ě yn za svako n P N.
Niz xn je rastu�i, dok je niz yn opadaju�i. Oba niza su ograniqena. Neka je x “ lim

nÑ8
xn i

y “ lim
nÑ8

yn. Puxtaǌem limesa kroz rekurentne formule koje definixu posmatrane nizove,

dobija se x “ y.

2. Neka je x1 “ 0 i xn “
1

1`xn
. Dokazati da niz konvergira i na�i limes.

Rexeǌe. Indukcijom se pokazuje da je niz dobro definisan, a odatle sledi i ograniqenost
niza odozgo sa 1. Podniz qlanova sa neparnim indeksima je rastu�i, a podniz qlanova
sa parnim indeksima je opadaju�i, xto se proverava indukcijom. Neka je x “ lim

nÑ8
x2n i

y “ lim
nÑ8

x2n`1. Tada, x “
1

1`y
i y “ 1

1`x
, odakle sledi x “ y. Dakle, x2 ` x ´ 1 “ 0 i

x “ ´1`
?
5

2
(drugo rexeǌe odbacujemo zbog ǌegove negativnosti).

3. Neka je x0 “ a ą 0 i xn`1 “
3x2n

1`2xn
. Dokazati da niz konvergira i na�i limes.

Rexeǌe. Niz je dobro definisan, xto se proverava indukcijom. Ako je xn ă 1, niz opada,
a ako je xn ą 1 niz raste. Proverava se da za 0 ă a ă 1 va�i xn ă 1 za svako n P N, a
za a ą 1 je xn ą 1 za svako n P N. U prvom sluqaju, graniqna vrednost je 0, a u drugom
sluqaju niz divergira.

1

mailto:z.golubovic@yahoo.com


4. Neka je xn`1 “ x2n ´ xn ` 1, x1 “ a P R. Ispitati konvergenciju niza.

Rexeǌe. Za a “ 0 ili a “ 1 niz je konstantan (svaki qlan je jednak 1) i konvergira.
Pretpostavimo da je a ‰ 1 “ 0, a ‰ 1. Tada, niz je dobro definisan i xn`1 ´ xn ě 0, pa
je rastu�i. Kandidat za limes je 1. U sluqajevima a ą 1 i a ă 0 niz divergira. U sluqaju
0 ă a ă 1, niz je ograniqen odozgo sa 1 i konvergira. Dakle, lim

nÑ8
xn “ 1 za a P r0, 1s.

5. Dokazati da sinn i cosn divergiraju.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno, lim
nÑ8

sinn “ a. Tada je i lim
nÑ8

cosn “
?
1´ a2. Sa druge

strane, zbog sin 2n “ 2 sinn cosn, mora biti a “ 2a
?
1´ a2 i zbog cos 2n “ cos2 n´ sin2 n

mora biti
?
1´ a2 “ 1 ´ 2a2. Iz prve jednakosti je a “

?
3
2
, smenom u drugu, dobija se

1
4
“ 1´ 2 ¨ 3

4
“ ´1

2
. Kontradikcija.

Definicija 1. Podniz niza xn je preslikavaǌe x ˝ ϕ, gde je ϕ : N Ñ N koje je ”1-1”i
strogo rastu�e.

Definicija 2. x je taqka nagomilavaǌa niza xn ako u svakoj ε-okolini ima beskonaqno
mnogo qlanova niza.

Teorema. Svaki ograniqen niz ima taqku nagomilavaǌa.

Teorema. Taqka x je taqka nagomilavaǌa niza akko postoji podniz xnk
tako da lim

kÑ8
xnk

“ x.

6. Odrediti skup taqaka nagomilavaǌa niza p´1qnp2` 3
n
q.

Rexeǌe. Niz p´1qn divergira i ima dve taqke nagomilavaǌa, ´1 i 1, dok niz 2 ` 3
n
kon-

vergira ka 2. Skup taqaka nagomilavaǌa je t´2, 2u.

7. Odrediti skup taqaka nagomilavaǌa niza p1` 1
n
qnp´1qn ` sinnπ4.

Rexeǌe. Kako je

lim
nÑ8

p1`
1

n
q
n
“ e,

p´1qn “

"

1, n “ 2k,

´1, n “ 2k ` 1,
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0 n “ 8k,
?
2
2
, n “ 8k ` 1,

1, n “ 8k ` 2,

´
?
2
2
, n “ 8k ` 3,

0 n “ 8k ` 4,

´
?
2
2
, n “ 8k ` 5,

´1, n “ 8k ` 1,
?
2
2
, n “ 8k ` 7,

to je skup taqaka nagomilavaǌa A “ t´e´
?
2
2
,´e`

?
2
2
, e, e´ 1, e` 1u.

8. Odrediti skup taqaka nagomilavaǌa niza n2

1`n2 cos
2nπ
3
.

Rexeǌe. Analogno prethodnim zadacima, skup taqaka nagomilavaǌa je t´1
2
, 1u.

9. Neka je x1 P p0, 1q i xn`1 “
n
ř

k“1

ln p1` xkq za n ą 1. Izraqunati lim
nÑ8

xn.

Rexeǌe. Indukcijom (uz kori71eǌe nejednakosti lnp1`xq ď x) se pokazuje da je xn P p0, 1q

za svako n P N. Kako je nxn`1´pn´1qxn “ ln p1` xnq, tj. xn`1´xn “
ln p1`xnq´xn

n
ă 0, to

je niz opadaju�i. Dakle, niz xn konvergira i za ǌegov limes va�i x “ ln p1` xq, odnosno
x “ 0.

10. Neka je x0 P p0, πq i xn “
1
n

n´1
ř

k“0

sinxk za n ą 1. Izraqunati (ako postoji) lim
nÑ8

xn.

Rexeǌe. Indukcijom se pokazuje da je xn P p0, πq za svako n P N. Kako je nxn´pn´1qxn´1 “
sinxn, to je xn ´ xn´1 “

sinxn´xn
n

ď 0, pa je niz opadaju�i. Sledi, konvergira i za ǌegov
limes va�i x “ sinx na osnovu Koxijeve teoreme. Konaqno, zakǉuqujemo x “ 0.
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