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1 Sedma nedeǉa

1.1 Nizovi

Definicija 1. Niz pxnqnPN je Koxijev ako va�i

p@ε ą 0qpDn0 P Nqp@m ě n ě n0 ùñ |xm ´ xn| ă εq,

p@ε ą 0qpDn0 P Nqp@n ě n0, @p P N ùñ |xn`p ´ xn| ă εq.

Teorema. Svaki konvergentan niz je Koxijev. U kompletnom metriqkom prostoru svaki Kos-
hijev niz konvergira.

1. Dokazati da niz an “ 1` 1
22
` ¨ ¨ ¨ ` 1

n2 konvergira.

Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da je niz Koxijev u R:

|an`p ´ an| ď
1

npn` 1q
` ¨ ¨ ¨ `

1

pn` p´ 1qpn` pq
“

1

n
´

1

n` p
ă

1

n
ă ε.

2. Dokazati da niz an “
sin 1
2
` sin 2

22
` ¨ ¨ ¨ ` sinn

2n
konvergira.

Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da je niz Koxijev u R:

|an`p ´ an| ď
1

2n
` ¨ ¨ ¨ `

1

2pn`pq
“

1

2n`1
1´ p1

2
qp

1´ 1
2

ă
1

2n
ă ε.

3. Dokazati da niz an “
cos 1!
1¨2

` cos 2!
2¨3

` ¨ ¨ ¨ ` cosn!
npn`1q

konvergira.

Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da je niz Koxijev u R:

|an`p´an| ď
1

pn` 1qpn` 2q
`¨ ¨ ¨`

1

pn` pqpn` p` 1q
ă

1

n` 1
´

1

n` p` 1
ă

1

n` 1
ă ε.
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4. Dokazati da niz xn “ 1` 1
2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

n
divergira.

Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da niz nije Koxijev u R. Neka je ε P p0, 1
2
q.

|xn`p ´ xn| “
1

n` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

n` p
ě

p

n` p
.

Neka je p “ n. Tada je

|x2n ´ xn| ě
n

2n
“

1

2
ą ε.

5. Dokazati da niz xn “
1

log 2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

logn
divergira.

Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da niz nije Koxijev u R. Neka je ε P p0, 1
2
q.

|xn`p ´ xn| “
1

log n` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

log n` p
ě

p

log pn` pq
ą

p

n` p
.

Neka je p “ n. Tada je

|x2n ´ xn| ě
n

2n
“

1

2
ą ε.

6. Dokazati da niz xn “ p0 `
p1
10
` ¨ ¨ ¨ `

pn
10n

, pi P N, pi ď 9 konvergira.

Rexeǌe. Niz je rastu�i:

xn`1 ´ xn “
pn`1
10n`1

ď 0.

Niz je ograniqen odozgo:

xn ď 9`
9

10
` ¨ ¨ ¨ `

9

10n
“ 9

1´ 1
10n`1

1´ 1
10

“ 10´ 10n ă 10.

Monoton i ograniqen niz konvergira.

7. Dokazati da niz xn “ p1`
1
2
qp1` 1

4
q . . . p1` 1

2n
q.

Rexeǌe. Niz je rastu�i:
xn`1

xn

“ 1`
1

2n`1
ą 1.

Niz je ograniqen odozgo:

lnxn “ ln p1`
1

2
q`ln p1`

1

4
q`¨ ¨ ¨`ln p1`

1

2n
q ď

1

2
`
1

4
`¨ ¨ ¨`ln p1`

1

2n
q “

1

2

1´ 1
2n

1´ 1
2

ă 1,

xn ă e.

Niz je monoton i ograniqen, pa konvergira.
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8. Neka je dat niz: x1 “
?
2, xn “

b

2`
a

¨ ¨ ¨ `
?
2. (n korena). Dokazati da konvergira

i na�i limes.

Rexeǌe. Niz je rastu�i, xto se pokazuje indukcijom. Va�i x1 ă x2. Pretpostavimo da
va�i xn ă xn`1. Tada je i xn`1 “

?
2` xn ă

?
2` xn`1 “ xn`2. Niz je ograniqen odozgo

sa 2, xto se tako�e proverava indukcijom. Va�i x1 ă 2. Pretpostavimo da je xn ă 2. Tada
je i xn`1 “

?
2` xn ă

?
2` 2 “ 2.

9. Neka je 2 ă a1 ă 3 i 5an`1 “ a2n ` 6. Dokazati da niz konvergira i na�i limes.

Rexeǌe. Doka�imo da je niz ograniqen (indukcijom). Va�i 2 ă a1 ă 3. Pretpostavimo da

je 2 ă an ă 3. Tada je i an`1 “
a2n`6

5
P p2, 3q. Niz je opadaju�i: an`1´ an “

pan´2qpan´3q
5

ă

0. Sledi, niz konvergira. Prolaskom limesom kroz jednakost 5an`1 “ a2n ` 6 imamo a2 ´
5a` 6 “ 0. Zbog opisanih svojstava niza, mora biti a “ lim

nÑ8
an “ 2.

10. Neka je x1 “ 1, xn`1 “
4xn`2
xn`3

. Dokazati da niz konvergira i na�i limes.

Rexeǌe. Niz je dobro definisan (indukcijom se pokazuje da je xn ą 0). Niz je ograniqen
odozgo sa 4 (indukcijom). Niz je rastu�i, xto se tako�e proverava indukcijom. Dakle, niz
konvergira i x “ 4x`2

x`3
, odakle mora biti x “ lim

nÑ8
xn “ 2.
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