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1 Qetvrta nedeǉa

1.1 Va�ne nejednakosti

1. Dokazati nejednakost paralelograma:

|

n
ÿ

k“1

ai| ď
n

ÿ

k“1

|ai|.

Rexeǌe. Za n “ 1 va�i jednakost, a sluqaj n “ 2 je nejednakost trougla. Pretpostavimo
da tvr�eǌe va�i za n i doka�imo ga za n` 1:

|

n`1
ÿ

k“1

ai| “ |
n

ÿ

k“1

ai ` an`1| ď |
n

ÿ

k“1

ai| ` |an`1| ď
n

ÿ

k“1

|ai| ` |an`1| “
n`1
ÿ

k“1

|ai|.

2. Dokazati Koxijevu nejednakost

p

n
ÿ

k“1

aibiq
2
ď p

n
ÿ

k“1

a2i qp
n

ÿ

k“1

b2i q.

Rexeǌe. Kako je
n

ÿ

i“1

paix` biq
2
ě 0,

to je diskriminanta nepozitivna, odakle sledi tra�ena nejednakost.

3. Dokazati nejednakost sredina Hn ď Gn ď An ď Kn:

n
1
a1
` 1

a2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

an

ď n
?
a1a2 . . . an ď

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an
n

ď

c

a21 ` a
2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

2
n

n
.
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Rexeǌe. Nejednakost kvadratne i aritmetiqke sredine je posledica Koxijeve nejednakosti,
dok je nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine dokazana ranije. Nejednakost geome-
trijske i harmonijske sredine sledi primenom aritmetiqko-geometrijske nejednakosti na
1
a1
, 1
a2
, . . . 1

an
.

4. Dokazati Acelovu nejednakost: Ako je a21 ą
n
ř

i“2

a2i ili b21 ą
n
ř

i“2

b2i , onda

pa1b1 ´
n

ÿ

i“2

aibiq
2
ě pa21 ´

n
ÿ

i“2

a2i qpb
2
1 ´

n
ÿ

i“2

b2i q.

Rexeǌe. Posmatrajmo neprekidnu funkciju

fpxq “ pa1x´ b1q
2
´

n
ÿ

i“2

paix´ biq
2.

Imamo da je fp b1
a1
q “ 0 i lim

xÑ8
fpxq “ 8. Dakle, f ima bar jedan koren i diskriminanta je

nenegativna, odakle sledi tra�ena nejednakost.

5. Dokazati nejednakosti sa elementarnim funkcijama:

Za 0 ă x ă
π

2
va�i sinx ă x ă tanx.

Za svako x P R va�i | sinx| ď |x|.

Rexeǌe. Funkcija fpxq “ x´ sinx je rastu�a na p0, π
2
q je ǌen prvi izvod nenegativan, pa

je fpxq ě fp0q “ 0, odakle zbog neparnosti i 2π-periodiqnosti sinusne funkcije sledi
| sinx| ď |x| za svako realno x (jednakost va�i za x “ 0). Funkcija gpxq “ tanx ´ x ima
nenegativan prvi izvod na p0, π

2
q, pa je rastu�a i gpxq ě gp0q “ 0, odakle sledi nejednakost

x ă tanx.

Definicija 1. Za funkciju f : pa, bq Ñ R ka�emo da je konveksna ako za svake dve taqke
x1, x2 P pa, bq i svaka dva nenegativna realna broja va�i

fpλ1x1 ` λ2x2q ď λ1fpx1q ` λ2fpx2q.

Funkcija je konkavna ako va�i

fpλ1x1 ` λ2x2q ě λ1fpx1q ` λ2fpx2q.
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6. Dokazati Jensenovu nejednakost: Neka je f : pa, bq Ñ R konveksna funkcija i neka su

λ1, λ2, . . . λn nenegativni brojevi takvi da je
n
ř

k“1

λi “ 1. Tada za sve x1, x2, . . . xn P pa, bq

va�i

fp
n

ÿ

i“1

λixiq ď
n

ÿ

i“1

λifpxiq.

Rexeǌe. Za n “ 1 i n “ 2 nejednakost va�i. Pretpostavimo da va�i za n i doka�imo da
va�i za n` 1: Na osnovu definicije konveksnosti je

fp
n`1
ÿ

i“1

λixiq “ fp
n

ÿ

i“1

λixi ` λn`1xn`1q ď fp
n

ÿ

i“1

λixiq ` λn`1fpxn`1q,

odakle je kori71eǌem induktivne hipoteze

fp
n`1
ÿ

i“1

λixiq ď
n

ÿ

i“1

λifpxiq ` λn`1fpxn`1q “
n`1
ÿ

i“1

λifpxiq.

7. Dokazati Jangovu nejednakost: Neka su p i q spregnuti indeksi 1
p
` 1

q
“ 1 i u i v

nenegativni realni brojevi.
Ako je p ą 1 i q ą 1, tada je

uv ď
up

p
`
vq

q
,

pri qemu jednakost va�i akko je up “ vq.
Akoje p ă 1 i brojevi u, v su pozitivni, tada je

uv ě
up

p
`
vq

q
,

pri qemu jednakost va�i akko je up “ vq.

Rexeǌe. Sledi iz Jensenove nejednakosti za n “ 2, eksponencijalnu funkciju i λ1 “
1
p
,

λ2 “
1
q
, x “ up, y “ vq.

8. Dokazati Helderovu nejednakost: Neka su p i q spregnuti indeksi 1
p
` 1

q
“ 1 i neka su

x1, x2, . . . xn, y1, y2, . . . yn nenegativni realni brojevi.
Ako je p ą 1, tada va�i nejednakost

n
ÿ

i“1

xiyi ď p
n

ÿ

i“1

xpi q
1
p p

n
ÿ

i“1

yqi q
1
q q.

Ako je p ă 1, tada va�i nejednakost
n

ÿ

i“1

xiyi ě p
n

ÿ

i“1

xpi q
1
p p

n
ÿ

i“1

yqi q
1
q q.

Jednakost u oba sluqaja va�i akko je
xp1
yq1
“

xp2
yq2
“ ¨ ¨ ¨ “

xpn
yqn
.
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Rexeǌe. Dokaza�emo prvu nejednakost, dokaz druge se analogno izvodi. Oznaqimo sa X “

p
n
ř

i“1

xpi q
1
p i Y “ p

n
ř

i“1

xpi q
1
p . Ako u Jangovoj nejednakosti zamenimo u “ xi

X
, v “ yi

Y
, dobijamo

za i “ 1, 2 . . . n da va�i
xiyi
XY

ď
1

p

xpi
Xp

`
1

q

yqi
Y q
,

odakle sumiraǌem sledi
n

ÿ

i“1

xiyi
XY

ď 1,

xto je i trebalo izvesti.

9. Dokazati nejednakost Minkovskog: Neka je 1 ď p ă 8. Tada va�i

p

n
ÿ

i“1

|xi ` yi|
p
q
1
p ď p

n
ÿ

i“1

|xi|
p
q
1
p ` p

n
ÿ

i“1

|yi|
p
q
1
p .

Rexeǌe.
n

ÿ

i“1

pxi ` yiq
p
“

n
ÿ

i“1

xipxi ` yiq
p´1

`

n
ÿ

i“1

yipxi ` yiq
p´1,

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
p
ď p

n
ÿ

i“1

xpi q
1
p p

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
p
q
1
q ` p

n
ÿ

i“1

ypi q
1
p p

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
p
q
1
q .

Deǉeǌem nejednakosti sa p
n
ř

i“1

pxi ` yiq
pq

1
q dobija se �eǉena nejednakost.

10. Dokazati Qebixovǉevu nejednakost: Ako su x1, x2, . . . xn i y1, y2, . . . yn rastu�i nizovi
brojeva, tada va�e nejednakosti

n
n

ÿ

i“1

xiyn`1´i ď p
n

ÿ

i“1

xiqp
n

ÿ

i“1

yiq ď n
n

ÿ

i“1

xiyi,

pri qemu jednakosti va�e akko je x1 “ x2 “ ¨ ¨ ¨ “ xn ili y1 “ y2 “ ¨ ¨ ¨ “ yn.

Doka�imo najpre desnu nejednakost.

n
n

ÿ

i“1

xiyi ´ p
n

ÿ

i“1

xiqp
n

ÿ

i“1

yiq “
n

ÿ

i“1

xipnyi ´
n

ÿ

j“1

yjq,

n
n

ÿ

i“1

xiyi ´ p
n

ÿ

i“1

xiqp
n

ÿ

i“1

yiq “
n

ÿ

i“1

xipnyi ´
n

ÿ

j“1,j‰i

pyi ´ yjqq “
ÿ

1ďiăjďn

pxj ´ xiqpyj ´ yiq.

Za dokaz desne nejednakosti primeniti dokazanu nejednakost na pxiq i p´yn`1´iq.

Rexeǌe.
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