
1 Функционални редови

Нека ред
∞∑
n=0

an конвергира. Тада се његова сума може наћи по формули
∞∑
n=0

an = lim
x→1−0

∞∑
n=0

anx
n.

1. Наћи суму реда
∞∑
n=0

2n(n+1)
n!

.

Сума реда x
∞∑
n=0

(2x)n

n!
jе xe2x. Диференцирањем члан по члан и пуштањем

лимеса кад x→ 1− 0, добиjа се S = 3e2.

2. Наћи суму реда
∞∑
n=2

(−1)n
n2+n−2 .

Посматраjмо функционални ред
∞∑
n=1

(−1)nxn
n2+n−2 . Област конвергенциjе овог

реда jе [−1, 1], што се лако провери. Након краћег рачуна, добиjа се
∞∑
n=1

(−1)nxn
n2+n−2 = 1

3

∞∑
n=1

(−x)n
n−1 −

1
3

∞∑
n=1

(−x)n
n+2

= x ln (1 + x) + ln (1+x)
3x2

− 1
3x

+ 1
6
− x

9
.

Узимаjући x = 1, следи S = 2
3
ln 2− 5

18
.

3. Доказати да jе функциjа y =
∞∑
n=0

x4n

(4n)!
решење диференциjалне

jедначине y(4) − y = 0.

Тривиjално.

4. Дат jе функционални ред
∞∑
n=1

sin 2n
2
x

an2 . Одредити за коjе вредности
параметра a
1. функционални ред конвергира,
2. сума реда представља непрекидну функциjу,
3. ред може да се диференцира члан по члан.

1. Како jе |fn(x)| ≤ 1

an2 , а броjни ред конвергира за a > 1 према
Даламберу, то на основу Ваjерштрасовог критериjума ред равномерно
конвергира за a > 1. За a < 1 општи члан не тежи нули, па у том
случаjу ред дивергира.
2. За a > 1 ред jе равномерно конвергентан и чува непрекидност.
3. Како jе |f ′n(x)| ≤ ( 2

a
)n

2 , а броjни поредбени ред конвергира по Даламберу
за a > 2, то се ред може диференцирати члан по члан за такве a.
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5. Израчунати
1∫
0

(
∞∑
n=1

n2

n!
xe−nx)dx.

Како jе |fn(x)| ≤ fn(
1
e
) = 1

e(n−1)! , а броjни ред конвергира, то jе
посматрани функционални ред равномерно конвергентан на [0,∞) и интеграл

и ред могу заменити места:
1∫
0

(
∞∑
n=1

n2

n!
xe−nx)dx =

∞∑
n=1

n2

n!

1∫
0

xe−nxdx =
∞∑
n=1

1−e−n(1+n)
n!

=

∞∑
n=1

1
n!
−
∞∑
n=1

e−n

n!
−
∞∑
n=1

ne−n

n!
. Коначно, сума реда jе e− e 1

e − e
1
e

e
.

6. Представити интеграл
1∫
0

x−xdx у облику реда.

Како jе x−x = e−x lnx = 1+
∞∑
n=1

(−1)n xn lnn x
n!

, а функциjа |x lnx| достиже

максимум e−1, то jе ред равномерно конвергентан по Ваjерштрасовом
критериjуму. Дакле, може се интегралити члан по члан на (0, 1]. Како jе

1∫
0

xn lnn xdx = (−1)n n!

(n+ 1)n+1
,

то jе
1∫

0

x−xdx =
∞∑
n=1

1

nn
.

7. Разложити Лапласов интеграл
∞∫
0

e−x
2
cos 2bxdx у степени ред по

степенима b > 0, користећи чињеницу да jе
∞∫
0

e−x
2
dx =

√
π
2

.

∞∫
0

e−x
2
cos 2bxdx =

∞∫
0

e−x
2
∞∑
n=0

(−1)n(2bx)n
(2n)!

dx =
∞∑
n=0

(−1)n(2b)2n
(2n)!

∞∫
0

e−x
2
x2ndx =

∞∑
n=0

(−1)n(2b)2n
(2n)!

In. Парциjалном интеграциjом се налази In = 2n−1
2
In−1 уз

почетни услов I0 =
√
π
2

, одакле jе In = (2n−1)!!
2n+1

√
π. Следи I =

√
π
2
e−b

2 .
Оправданост интеграциjе следи из равномерне конвергенциjе реда на
произвољном сегменту [0, A].

8. Испитати равномерну конвергенциjу функциионалног низа fn(x) =
en

1−x
x на скуповима E1 = (1,∞), E2 = (δ,∞), δ > 1.
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Како jе supx∈E1
|fn(x)| = fn(1) = 1 6= 0, то jе низ неравномерно

конвергентан нули на првом скупу, а како supx∈E2
|fn(x)| = fn(δ) → 0,

кад n→∞, то jе равномерно конвергентан на другом скупу.

9. Испитати равномерну конвергенциjу функционалног реда
∞∑
n=1

e−x
2n6

sin (n3x)

на скуповима (0,∞),(δ,∞), δ > 0.

Како jе fn( 1
n3 ) = sin 1

e
> 0, низ не конвергира равномерно на скупу

E1. Због |fn(x)| < 1
δ2n6 , низ равномерно конвергира на другом скупу по

Ваjерштрасовом критериjуму.

10. Израчунати интеграл
∞∫
0

x
1+ex

dx.

I =
∞∫
0

x
∞∑
n=1

(−1)n−1e−nxdx =
∞∑
n=1

(−1)n−1( 1
n2− (nx+1)e−nx

n2 |∞0 ) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2 =

π2

12
. Редови и интеграл могу заменити места jер се ради о равномерно

конвергентним редовима за x > 0.
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