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1 Tre�a nedeǉa

1.1 Supremum i infimum, minimum i maksimum skupa

1. Odrediti supA, inf A,maxA,minA za skup A
a) A “ r0, 5q,
b) A “ p´1, 3s,
v) A “ t|n2 ´ 5| : n P Zu,
g) A “ tx` 2

x
: x P Qu,

d) A “ tsinx` cosx : x P Ru.

Rexeǌe. a) supA “ 5, maxA ne postoji, inf A “ 0 “ minA,
b) supA “ maxA “ 3, inf A “ ´1, minA ne postoji,
v) inf A “ minA “ 1, supA “ 8, maxA ne postoji,
g) inf A “ 2

?
2, minA ne postoji, supA “ 8, maxA ne postoji,

d) inf A “ minA “ ´
?
2, supA “ maxA “

?
2.

2. Odrediti supA, inf A,maxA,minA za skup A “ tm
n
: m,n P N,m ă nu.

Rexeǌe. inf A “ 0 jer je 0 oqigledno minoranta, a za ε ą 0 po Arhimedovoj aksiomi
postoji n0 tako da n0ε ą 1 tj. ε ą 1

n0
P A.

supA “ 1 jer je 1 oqigledno majoranta i za ε ą 0 postoji n0 P N tako da εn0 ą 1, tj.
1´ ε ă 1´ 1

n0
P B.

3. Odrediti supA, inf A,maxA,minA za skup
a) A “ t2n`1

n`2
: n P Nu,

b) A “ t2` p´1qn

n
: n P Nu,

v) A “ t2´ 1
n
: n P Nu,

g) A “ tr´2,´1s Y p1, 3qu XQ.
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Rexeǌe. a)inf A “ minA “ 2, supA “ 2, maxA ne postoji,
b)inf A “ minA “ 1, supA “ maxA “ 5

2
,

v) inf A “ minA “ 1, supA “ 2, maxA ne postoji,
g) inf A “ minA “ ´2, supA “ 3, maxA ne postoji.

4. Neka su B,C Ă R, A “ B Y C. Dokazati supA “ max tsupB, supCu.

Rexeǌe. Neka je supB “ b i supC “ c. Pretpostavimo da je b ě c. Za svako x P B je
x ď b i za svako x P C je x ď c. Dakle, x ď max tb, cu “ b tj. b je gorǌe ograniqeǌe. Neka
je ε ą 0, tada b´ε nije ograniqeǌe za B, pa ni za BYC, odnosno mora biti supB Y C “ b.
Analogno se dokazuje sluqaj c ě b.

5. Neka je A Ă B. Dokazati
a) supA ď supB,
b) inf A ě inf B.

Rexeǌe. supB je gorǌe ograniqeǌe skupa A, a kako je supA najmaǌe gorǌe ograniqeǌe
skupa A,onda va�i supA ď supB. Sliqno, inf B je doǌe ograniqeǌe skupa A, a kako je
inf A najve�e doǌe ograniqeǌe, to je inf A ě inf B.

6. Neka je A Ă R i A ‰ H. Dokazati da je inf A ď supA i da jednakost va�i akko je A
jednoqlan. Xta se dexava u sluqaju A “ H?

Rexeǌe. Kako je za svako x P A inf A ď x ď supA. Ako je inf A “ supA, to je A jednoqlan
(inace, x, y P A i va�i inf A ď x ă y ď supA, pa je inf A ă supA. Kontradikcija). Za
jednoqlan skup A “ txu, x “ inf A “ supA. Za prazan skup A je inf A “ `8, supA “ ´8.

7. Neka je E “ tgpxq : x P Ru za g : RÑ R, gpxq “ e´|x|. Odrediti supE, inf E, maxE,
minE.

Rexeǌe. Posmatrajmo grafik funkcije. Lako se proveri da je maxE “ supE “ 1. Mini-
mum skupa ne postoji, a inf E “ 0.
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8. Neka je ´A “ t´x : x P Au. Dokazati
a) inf p´Aq “ ´ supA,
b) sup p´Aq “ ´ inf A.

Rexeǌe. Neka je supA “ M , tada je ´M doǌe ograniqeǌe za ´A. Za ε ą 0 je ´x ă
´M ` ε, pa je inf p´Aq “ ´ supA. Analogno za drugu jednakost.

9. Neka je A`B “ tx` y : x P A, y P Bu. Dokazati
a) sup pA`Bq “ supA` supB,
b) inf pA`Bq “ inf A` inf B.

Rexeǌe. Neka je M1 “ supA i M2 “ supB, tada je M1`M2 majoranta za A`B. Neka je
ε ą 0. Tada, postoji x P A tako da x ąM ´ ε

2
i postoji y P B tako da y ąM2´

ε
2
. Sledi,

x` y ąM1 `M2 ´ ε, odnosno supA`B “M1 `M2. Analogno se dokazuje drugi sluqaj.

10. Neka je A ¨B “ txy : x P A, y P Bu, A,B Ă R`. Dokazati
a) sup pABq “ supA ¨ supB,
b) inf pABq “ inf A ¨ inf B.
Da li tvr�eǌe va�i za proizvoǉne podskupove od R?

Rexeǌe. Neka je M1 “ supA i M2 “ supB, tada je M1M2 gorǌe ograniqeǌe za AB.
Za ε ą 0 postoji x P A tako da x ą M1 ´

ε
2M2

i postoji y P B tako da y ą M2 ´
ε

2M1
.

Tada, xy ą M1M2 ´ ε, odnosno supAB “ M1M2. Analogno se dokazuje za infimum. Da
za proizvoǉne podskupove realne prave tvr�eǌe ne va�i vidi se iz slede�eg primera: A “
p´3,´1q, B “ r0, 1s, supA “ ´1, supB “ 1, supAB “ maxAB “ 0.
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