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1 Druga nedeǉa

1.1 Princip matematiqke indukcije

P p1q ^ p@n P NqpP pnq ùñ P pn` 1qq ùñ p@n P NqP pnq.

1. Na�i ceo deo broja an “
3

b

24`
3
a

24` . . . 3
?
24.

Rexeǌe. Primetimo da je 2 ď 3
?
24 ă 3. Doka�imo indukcijom da je za svako n P N

an P r2, 3q. Bazu indukcije smo proverili, ona va�i. Pretpostavimo da va�i za an i
doka�imo induktivni korak, tj. da odatle sledi va�eǌe za an`1. Kako je an P r2, 3q, a
an`1 “

3
?
an ` 24, to je 2 ă

?
26 “ 3

?
24` 2 ď an`1 ă

3
?
24` 3 “ 3, xto je i trebalo

dokazati.

2. Dokazati indukcijom 13 ` 23 ` 33 ` ¨ ¨ ¨ ` n3 “
n2pn`1q2

4
.

Rexeǌe. Za n “ 1: 13 “ 12¨22

4
, pa baza indukcije va�i. Doka�imo indukcijski korak.

Postavimo induktivnu hipotezu za n: Sn “ 13 ` 23 ` 33 ` ¨ ¨ ¨ ` n3 “
n2pn`1q2

4
i doka�imo

odatle formulu za n`1: Sn`1 “ Sn`pn`1q3 “ n2pn`1q2

4
`pn`1q3 “ pn`1q2pn

2

4
`n`1q “

pn`1q2pn
2`4n`4

4
q “

pn`1q2pn`2q2

4
. Principom matematiqke indukcije zakǉuqujemo da formula

va�i za sve prirodne brojeve.

3. Dokazati Bernulijevu nejednakost p1` xqn ě 1` nx, x ą ´1, n P N.

Rexeǌe. Baza indukcije za n “ 1 va�i jer je p1 ` xq1 “ 1 ` 1 ¨ x. Pretpostavimo da za
n P N va�i p1`xqn ě 1`nx i posmatrajmo izraz p1`xqn`1. Imamo da va�i p1`xqn`1 “
p1 ` xqp1 ` xqn ě p1 ` xqp1 ` nxq “ 1 ` pn ` 1qx ` nx2, a kako je nx2 nenegativno, to je
p1` xqn`1 ě 1` pn` 1qx, xto je i trebalo dokazati.

4. Dokazati binomnu formulu pa` bqn “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

akbn´k.
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Rexeǌe. Primetimo najpre da je
`

n
k

˘

“
`

n´1
k

˘

`
`

n´1
k´1

˘

, za n ´ 1 ě k. Doka�imo binomnu
formulu indukcijom. Za n “ 1 va�i jednakost, pa je baza indukcije zadovoǉena. Pretposta-

vimo da formula va�i za n, tj. da je pa` bqn “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

akbn´k i posmatrajmo izraz za n`1:

pa`bqn`1 “ pa`bqpa`bqn “ pa`bq
n
ř

k“0

`

n
k

˘

akbn´k “
`

n
0

˘

an`1`r
`

n
1

˘

`
`

n
0

˘

sanb`¨ ¨ ¨`r
`

n
n

˘

`

`

n
n´1

˘

sabn`bn`1 “
`

n`1
0

˘

an`1`
`

n`1
1

˘

anb`¨ ¨ ¨`
`

n`1
n

˘

abn`
`

n`1
n`1

˘

bn`1 “
n`1
ř

k“0

`

n`1
k

˘

akbn`1´k.

Ovim je tvr�eǌe dokazano.

5. Dokazati nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine,

n
ÿ

k“1

xk
n
ě

n
ź

k“1

x
1
n
k .

Rexeǌe. U sluqaju n “ 1 va�i jednakost, a sluqaj n “ 2 je ekvivalentan nenegativnosti
binoma p

?
x1 ´

?
x2q

2. Nadaǉe �emo primeǌivati regresivnu indukciju, pokaza�emo da
nñ 2n i nñ n´ 1. Imamo da je

2n
ÿ

k“1

xk
2n
“

n
ř

k“1

xk
n
`

2n
ř

k“n`1

xk
n

2
ě

n
ś

k“1

x
1
n
k `

2n
ś

k“n`1

x
1
n
k

2
ě

g

f

f

e

2n
ź

k“1

x
1
n
k “

2n
ź

k“1

x
1
2n
k

. Sliqno,

n´1
ÿ

k“1

xk
n´ 1

“
1` 1

n´1

n

n´1
ÿ

k“1

xk ě

n´1
ř

k“1

xk `

n´1
ř

k“1
xk

n´1

n
ě

n

g

f

f

e

n´1
ź

k“1

xk ¨
n´1
ÿ

k“1

xk
n´ 1

,

odakle se nakon stepenovaǌa sa n, dobija

n´1
ÿ

k“1

xk
n
ě

n´1
ź

k“1

x
1

n´1

k .

Konaqno, mo�emo zakǉuqiti da tvr�eǌe va�i za svako n P N.

6. Za x P r0, πs dokazati nejednakost

| sin p
n
ÿ

k“1

xkq| ď
n
ÿ

k“1

sin pxkq.
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Rexeǌe. Baza indukcije va�i, postavimo hipotezu za n. Primenom adicione formule, do-
bija se

| sin
n`1
ÿ

k“1

xk| “ | sin p
n
ÿ

k“1

xk ` xn`1q| “ | sin p
n
ÿ

k“1

xkq cosxn`1 ` cos p
n
ÿ

k“1

xkq sinxk`1|.

Odavde je na osnovu nejednakosti trougla,

| sin p
n`1
ÿ

k“1

xkq| ď | sin p
n
ÿ

k“1

xkq| ` | sin pxn`1q| ď
n
ÿ

k“1

sin pxkq ` sin pxn`1q “
n`1
ÿ

k“1

sin pxkq.

7. Dokazati nejednakost nn`1 ą pn` 1qn za n ě 3.

Rexeǌe. Kako je 81 “ 34 ą 43 “ 64, baza indukcije va�i. Pretpostavimo nn`1 ą pn`1qn.

Tada, pn` 1qn`2 ą pn`1q2pn`1q

nn`1 “ pn` 2` 1
n
qn`1 ą pn` 2qn`1.

8. Dokazati fpnq “
n
ř

k“0

`

n`k
k

˘

1
2k
“ 2n.

Rexeǌe. Primetimo da je fp1q “ 2 i imajmo na umu identitet
`

n`1`k
k

˘

“
`

n`k
k

˘

`
`

n`k
k´1

˘

.
Stoga,

fpn` 1q “
n`1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
“

ˆ

2n` 2

n` 1

˙

1

2n`1
`

n
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “

ˆ

2n` 2

n` 1

˙

1

2n`1
` 1`

n
ÿ

k“1

ˆ

n` k

k

˙

1

2k
`

n
ÿ

k“1

ˆ

n` k

k ´ 1

˙

1

2k
,

fpn` 1q “

ˆ

2n` 2

n` 1

˙

1

2n`1
` fpnq `

n´1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k`1
,

fpn` 1q “ p

ˆ

2n` 1

n` 1

˙

`

ˆ

2n` 1

n

˙

q
1

2n`1
`

1

2

n´1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “ fpnq `

ˆ

2n` 1

n` 1

˙

1

2n`1
`

1

2

n
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “ fpnq `
1

2

ˆ

2n` 2

n` 1

˙

1

2n`1
`

1

2

n
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “ fpnq `
1

2

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “ fpnq `
1

2
fpn` 1q,

odakle je
fpn` 1q “ 2fpnq.
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9. Neka je α realan broj takav da α ` 1
α
P Z. Dokazati da αn ` 1

αn P Z za svako n P N.

Rexeǌe. Za n “ 0 i n “ 1 tvr�eǌe va�i (baza indukcije). (Induktivni korak) Pretpo-
stavimo da za neko n va�i

αn´1 `
1

αn´1
, αn `

1

αn
P Z.

Tada,

αn`1 `
1

αn`1
“ pα `

1

α
qpαn `

1

αn
q ´ pαn´1 `

1

αn´1
q P Z.

10. Neka je a0 “ 1 i an`1 “
?
2
an

za n ě 1. Pokazati da je niz monotono rastu�i i
ograniqen odozgo sa 2.

Rexeǌe. Imamo a0 ă a1; pretpostavimo an´1 ă an. Eksponencijalna funkcija je rastu�a
i quva nejednakost, pa sledi an “

?
2
an´1

ă
?
2
an
“ an`1. Ovim je pokazano da je niz

rastu�i. Doka�imo ograniqenost. Va�i a0 ă 2. Pretpostavimo an ă 2. Tada, an`1 “?
2
an
ă
?
2
2
“ 2. Dakle, an je ograniqen odozgo sa 2.
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