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1 Druga nedeǉa

1.1 Skupovi

Definicija 1. Neka je X univerzalni skup.

AYB “ tx : x P A_ x P Bu,

AXB “ tx : x P A^ x P Bu,

AzB “ tx : x P A^ x R Bu,

AC
“ XzA “ tx P X : x R Au,

AˆB “ tpa, bq : a P A, b P Bu,

PA “ tB : B Ă Au.

1. Dokazati da va�e
(zakoni idempotencije) AY A “ A, AX A “ A,
(zakoni komutacije) AYB “ B Y A, AXB “ B X A,
(zakoni asocijacije) pAYBq Y C “ AY pB Y Cq, pAXBq X C “ AX pB X Cq,
(zakoni distribucije) AYpBXCq “ pAYBqXpAYCq, AXpBYCq “ pAXBqYpAXCq,
(zakoni apsorpcije) AY pAXBq “ A, AX pAYBq “ A,

(De Morganova pravila) A Y AC “ X, A X AC “ H, HC “ X, XC “ H, ACC
“ A,

pAYBqC “ AC XBC , pAXBqC “ AC YBC .

Rexeǌe. Za vje�bu qitaocu.

2. a) Ako je A “ tx P R : x2 ` 6x ´ 7 ă 0u i B “ tx P R : x2 ´ x ´ 2 ě 0u, odrediti
AYB, AXB, AzB, BzA.
b) Ako je A “ tpx, yq P R2 : x2 ` y2 “ 1u, A1 “ tx P R : 0 ď x ď 1u, A2 “ tx P R : 0 ď
x ď 1u i B “ tz P R : 0 ď z ď 1u, prikazati grafiqki AˆB, A1 ˆB, A2 ˆB i A2 ˆA1.

Rexeǌe. Kako je A “ p´7, 1q i B “ p´8,´1s Y r2,8q, lako se nalaze presek, razlika,
unija ova dva skupa.
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1.2 Relacije

Definicija 2. Neka su X i Y skupovi i ρ Ă XˆY . Tada ka�emo da je ρ binarna relacija
iz X u Y .

3. Neka je ρ “ tpx, yq P R2 : x3 “ y2 ` 3y ` 1u. Odrediti domen i sliku relacije ρ.

Rexeǌe. x P Dompρq akko postoji y P R tako da x3 “ y2 ` 3y ` 1. Odavde, Dompρq “

r´ 3

b

9
4
,8q. Sa druge strane, y P Impρq akko postoji x P R tako da je x3 “ y2` y` 1. Kako

je ovo ispuǌeno za sve y P R, to je Impρq “ R.

4. Neka je ρ “ tpx, yq P R2 : ´1 ď x ´ y ď 2,´1 ď x ` y ď 5u. Odrediti domen i sliku
relacije ρ.

Rexeǌe. Relacija ρ je zapravo jedan paralelogram u ravni (nacrtati sliku), qija temena
su p´1, 0q, p1

2
,´3

2
q, p7

2
, 3
2
q, p2, 3q. Dobija se da je Dompρq “ r´1, 7

2
s, Impρq “ r´3

2
, 2s.

Definicija 3. Relacija ρ na skupu X je relacija ekvivalencije ako je
refleksivna: p@x P Xqxρx,
simetriqna: p@x, y P Xqpxρy ñ yρxq,
tranzitivna: p@x, y, z P Xqpxρy, yρz ñ xρzq.

5. Neka je m ě 2 ceo broj. Definiximo binarnu relaciju na Z sa: a ”m b akko m|a ´ b.
Dokazati da je ”m relacija ekvivalencije i odrediti ǌene klase i koliqniqki skup.

Rexeǌe. Posmatrana relacija je refleksivna jer m|0 “ a´ a. Tako�e, ako m|a´ b, onda
m|b ´ a, pa je relacija simetriqna. Tranzitivnost tako�e va�i, ako m|a ´ b i m|b ´ c,
onda m|a´ c “ pa´ bq` pb´ cq. Dakle, ”m jeste relacija ekvivalencije koja ima m klasa
mZ,mZ` 1, . . .mZ`m´ 1. Koliqniqki skup je skup klasa ekvivalencije.

Definicija 4. Relacija ρ na skupu X je relacija poretka (ili ure�eǌa) ako je
refleksivna: p@x P Xqxρx,
antisimetriqna: p@x, y P Xqpxρy, yρxñ x´ yq,
tranzitivna: p@x, y, z P Xqpxρy, yρz ñ xρzq.

Za skup X ka�emo da je ure�en relacijom ρ. Ako ρ zadovoǉava jos i uslov
p@x, y P Xqpxρy _ yρxq, ka�emo da je ρ relacija potpunog poretka.
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Definicija 5. Element m poseta P je najve�i ako za svaki element x P P va�i: x ď m.
Ka�emo da je element m poseta P maksimalan ukoliko ne postoji element x P P takav
da je m ă x. Analogno se definixu najmaǌi i minimalan element poseta. Ako su svaka
dva elementa uporediva, tada je skup P linearno ure�en. Linearno ure�en podskup nekog
poseta se naziva lanac. Ako su u nekom podskupu nekog poseta svaka dva razliqita elementa
neuporediva, takav poset nazivamo antilanac.

Primer 1. Ako radimo sa relacijom deǉivosti u Z`, skup svih prostih brojeva qini jedan
antilanac.

6. Na skupu R2 definiximo relaciju parcijalnog ure�eǌa sa pa, bq ĺ pc, dq akko a ď c i
b ď d, gde je sa ď oznaqena standardna relacija poretka na R.
(a) Dokazati da je ovako zaista definisana jedna relacija parcijalnog ure�eǌa.
(b) Posmatrajmo trougao T “ tpx, yq P R2 : x ě 0, y ě 0, x` 2y ď 1u. Na�i maksimalne i
minimalne elemente u T . Da li u T postoji najve�i, odnosno najmaǌi element?

Rexeǌe. Va�e osobine refleksivnosti, antisimetriqnosti i tranzitivnosti, pa zaista
jeste u pitaǌu relacija poretka na R2. Kakoje za svako px, yq P T ispuǌeno p0, 0q ĺ px, yq,
to je koordinatni poqetak najmaǌi element u T , a time i jedini minimalni element. Neka
je px, yq P T i neka taqka nije na hipotenuzi trougla, tj. x ` 2y ă 1. Ako je y1 “ 1´x

2
,

onda px, y1q P T i px, yq ĺ px, yq. Dakle, px, yq nije maksimalan element u T . No, svaki
element sa hipotenuze jeste maksimalan. Ako je x` 2y “ 1 i px, yq ĺ pu, vq, onda je x ď u
i y ď v, pri qemu je bar jedna od ovih nejednakosti stroga. Stoga je 1 “ x ` 2y ă u ` 2v
i pu, vq R T . Dakle, zaista je svako element sa hipotenuze maksimalan i u ovom posetu ne
postoji najve�i element.

1.3 Funkcije

Definicija 6. Neka je f : X Ñ Y i A Ă X, B Ă Y . Inverzna slika skupa B pri funkciji
f je

f´1rBs “ tx P X : fpx P Bqu,

a direktna slika skupa A pri funkciji f je

f rAs “ tfpxq : x P Au.

7. a) Neka je f : R2 Ñ R2 preslikavaǌe definisano na slede�i naqin

px, yq Ñ p2x` y, x` yq.

Na�i sliku skupa A Ă R2 ograniqenog pravama x “ 0, y “ 0, x “ 1, y “ 1.
b) Odrediti sliku skupa A Ă R2 ograniqenog hiperbolama xy “ 1, xy “ 2 i pravama
y “ x, y “ 2x, ako je

fpx, yq “ pxy,
y

x
q.
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Rexeǌe. U prvom sluqaju, slika posmatranog skupa je paralelogram, u drugom sluqaju je
to kvadrat.

Definicija 7. Neka je f Ă AˆB relacija iz A u B. Ta relacija je funkcionalna relacija
ako za svako x P Dpfq postoji taqno jedno y P B takvo da px, yq P f . U tom sluqaju umesto
px, yq P f , qe71e se pixe y “ fpxq.

Funkcija sa domenom X i kodomenom Y , u oznaci f : X Ñ Y je ure�ena trojka pX, Y, fq,
gde su X i Y skupovi, a f Ă X ˆ Y funkcionalna relacija za koju je Dpfq “ X.

8. Neka f : X Ñ Y , g : Y Ñ Z i neka su A, A1, Ai za i P I podskupovi od X, B, B1, Biza
i P I podskupovi od Y (I je neki skup indeksa), a C podskup od Z. Tada va�i

pg ˝ fqrAs “ grf rAss,

pg ˝ fq´1rCs “ f´1rg´1rCss,

f´1r
ď

iPI

Bis “
ď

iPI

f´1rBis,

f´1r
č

iPI

Bis “
č

iPI

f´1rBis,

f´1rBzB1s “ f´1rBszf´1rB1s,

f r
ď

iPI

Ais “
ď

iPI

f rAis,

f r
č

iPI

Ais “
č

iPI

f rAis,

f rAzA1s Ą f rAszf rA1s,

f rf´1rBss Ă B,

f´1rf rAss Ą A.

Rexeǌe. Za vje�bu qitaocu.

9. Neka je f : X Ñ Y i g : Y Ñ Z. Tada va�i
a) g ˝ f je ”1-1” ùñ f je ”1-1”,
b) g ˝ f je ”na” ùñ g je ”na”,
v) g ˝ f i f ˝ g su bijekcije ùñ f i g su bijekcije.

Rexeǌe. Neka je fpx1q “ fpx2q. Tada je i gpfpx1qq “ gpfpx2qq, a kako je g ˝ f iǌektivna,
sledi da je x1 “ x2. Proizvoǉan element z P Z je slika od y “ fpxq P Y , jer je g
surjektivna.
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χAXB “ χA ¨ χB,

χA4B “ χA ` χB,

χAˆB “ χA ` χB ` χA ¨ χB.

10. Pokazati da va�i:
a) pA4Bq4C “ A4pB4Cq,
b) A “ B Y C ô A4B4C “ B X C,
v) x P A4B4C ô x pripada jednom ili sva tri skupa A,B,C.

Rexeǌe. x P A4B4C ô χApxq ` χBpxq ` χCpxq “ 1 i iskoristi se asocijativnost
zbira. Analogno za ostale sluqajeve.
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