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1 REDOVI

1.1 Brojni redovi

1. Sumirati red
`8
ÿ

n“1

n

n4 ` n2 ` 1

Rexeǌe. Neka je an “
n

n4`n2`1
. Oqigledno, neophodan uslov konvergencije reda je zadovo-

ǉen, lim
nÑ8

an “ 0. Red konvergira po poredbenom kriterijumu, pore�eǌem sa konvergentnim

redom
ÿ

nÑ8

1

n3
. Razlagaǌem polinoma n4`n2`1 se dobija da je an “

1
2pn2´n`1q

´ 1
2pn2`n`1q

“

1
2
pbn ´ bn`1q, za bn “

1
n2´n`1

, to je S “ lim
nÑ8

SN “ lim
nÑ8

pb1 ´ bN`1q “
1
2
.

2. U zavisnosti od parametra a P R ispitati apsolutnu i obiqnu konvergenciju reda

`8
ÿ

n“2

p´1qn

p´1qn ` na
.

Napomena 1. Oktobarski ispitni rok, Matematika 3 C, 2018/2019.

Rexeǌe. Ukoliko je a “ 0 red nije dobro definisan. Ukoliko je a ă 0 tada opxti qlan
ovog reda te�i ka broju 1 kada n Ñ `8, xto znaqi da red ne konvergira. Neka je a ą 0.
Apsolutna vrednost opxteg qlana naxeg reda se asimptotski ponaxa kao 1

na , te imamo
da red apsolutno konvergira ako i samo ako je a ą 1 te u tom sluqaju imamo i obiqnu
konvergenciju. Ispitajmo xta se dexava kada a P p0, 1q. Imamo da je

p´1qn

p´1qn ` na
“

p´1qn

p´1qn ` na
¨
p´1qn ´ na

p´1qn ´ na
“

1´ p´1qnna

1´ n2a
“

1

1´ n2a
´ p´1qn

na

1´ n2a
.

Red
`8
ÿ

n“2

p´1qn
na

1´ n2a
konvergira za svako a P p0, 1q na osnovu Lajbnicovog kriterijuma. To

znaqi da je konvergencija polaznog reda ekvivalentna sa konvergencijom reda
`8
ÿ

n“2

1

1´ n2a

a konvergencija ovog reda je ekvivalentna sa konvergencijom reda
`8
ÿ

n“2

1

n2a
. Ovaj red je kon-

vergentan ako i samo ako je 2a ą 1 tj. ako i samo ako je a ą 1
2
. Dakle, ako je a P

`

1
2
, 1
˘

polazni red konvergira, a ako je a P p0, 1
2
s polazni red divergira.
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3. Sumirati red
`8
ÿ

n“1

arctg
2

n2
.

Rexeǌe. Najpre, ovo je red sa pozitivnim qlanovima i on je ekvikonvergentan sa redom
`8
ÿ

n“1

2

n2
. Ovo va�i jer je arctg „ x, xÑ 0. Uvedimo oznaku an “ arctg n, n P N0. Primetimo

da va�i

tgpan`1´an´1q “
tg an`1 ´ tg an´1

1` tg an`1 ¨ tg an´1
“

2

n2
ùñ

“ an`1 ´ an´1
hkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkj

arctg ptgpan`1 ´ an´1qq “ arctg
2

n2
, @n P N.

Dakle, imamo da je
`8
ÿ

n“1

arctg
2

n2
“

`8
ÿ

n“1

pan`1 ´ an´1q.

Neka je m P N proizvoǉno. Tada je

m
ÿ

n“1

pan`1´an´1q “ am`1`am´1´a1´a0 ùñ lim
mÑ`8

m
ÿ

n“1

pan`1´an´1q “
π

2
`
π

2
´
π

4
´0 “

3π

4
.

4. Da li je red
`8
ÿ

n“1

sin
`

π
?
n2 ` 1

˘

konvergentan?

Rexeǌe. Koriste�i da je sin
`

π
?
n2 ` 1

˘

“ p´1qn sin
`

π
?
n2 ` 1´πn

˘

“ p´1qn sin
`

π?
n2`1`n

˘

,

to se dobija da je polazni red oblika
`8
ÿ

n“1

p´1qnxn za xn “ sin
`

π
?
n2 ` 1

˘

. Kako je niz xn

pozitivan na p0, π
2
q, opadaju�i i te�i 0, to na osnovu Lajbnicovog kriterijuma i polazni

alterniraju�i red konvergira.

5. Qlanovi niza panq zadovoǉavaju rekurentnu formulu

an “ 4an´1 ´ an´2, za n ě 3.

Dokazati da je
8
ÿ

n“1

arcctg
a2n
2
“

π

12
,

ako je a1 “ 2, a2 “ 8.
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Rexeǌe. Rexeǌe posmatrane rekurentne jednaqine je

an “
1
?
3
pan `

1

an
q, za a “ 2`

?
3.

Lako se proveri da onda va�i identitet

a2n`1 ` a
2
n

1` anan`1
“ 4,

xto je sa druge strane jednako an`2`an
an`1

, odakle se dobija relacija

an`2 “
a2n`1 ´ an
1` anan`1

.

Indukcijom (uz kori71eǌe dobijene relacije) se pokazuje da je

n
ÿ

k“1

cot´1 a2k “ cot´1
an`1
an

“ cot´1 a “
π

12
.

6. Neka je

x1 “ a ą 0,

xn`1 “
xn

1` xn ` x2n
, n ě 1.

Ispitati uslovnu i apsolutnu konvergenciju reda
8
ř

n“1

p´1qnxn.

Rexeǌe. Indukcijom se pokazuje da je xn ą 0 za sve n P N. Tako�e, oqigledno va�i
xn`1 ă xn. Dakle, niz je opadaju�i i ograniqen odozdo, pa konvergira. Prelaskom na limes
se dobija da te�i 0, pa posmatrani red uslovno konvergira po Lajbnicovom kriterijumu.
Red apsolutno divergira, jer se primenom Xtolcovog stava dobija:

lim
nÑ8

nxn “ lim
nÑ8

n
1
xn

“ lim
nÑ8

pn`1q´n
1

xn`1
´ 1

xn

“ lim
nÑ8

xn`1xn
xn`1´xn

“ lim
nÑ8

1
1`xn

“ 1,

odnosno xn „
1
n
, nÑ 8.

7. Ispitati uslovnu i apsolutnu konvergenciju reda
8
ř

n“1

sinn
n
.

Rexeǌe. Nejednakost | sinx| ą
?

2´
?
2

2
va�i akko 1

8
ă tx

π
u ă 7

8
. Kako je 1

4
ă 1

π
, sledi da je

za svako n, ili | sinn| ili | sin pn` 1q| ve�e od

?
2´
?
2

2
. Stoga,

| sin pnq|

n
`
| sin pn` 1q|

n` 1
ě

a

2´
?
2

2

1

n` 1
.
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Na osnovu poredbenog kriterijuma sledi da red apsolutno divergira. Ispitajmo obiqnu
konvergenciju. Niz sa opxtim qlanom 1

n
opadaju�e te�i 0 kad nÑ 8, a na osnovu adicione

formule va�i procena

|

n
ÿ

k“1

sin k| “

|
n
ř

k“1

2 sin 1
2
sin k|

|2 sin 1
2
|

“

|
n
ř

k“1

cos pk ´ 1
2
q ´ cos pk ` 1

2
q|

|2 sin 1
2
|

“
|1´ cos pn` 1

2
q|

|2 sin 1
2
|

,

odakle se primenom nejednakosti trougla dobija

|

n
ÿ

k“1

sin k| ď
1

sin 1
2

,

te red uslovno konvergira po Dirihleu.

8. Na�i sumu reda
8
ř

n“1

1
npn`1q

p1` 1
2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

2n´1
q.

Rexeǌe.

S “
8
ÿ

n“1

1

npn` 1q
` p

1

2
`

1

3
q

8
ÿ

n“2

1

npn` 1q
` p

1

4
`

1

5
q

8
ÿ

n“3

1

npn` 1q
` . . .

Kako je
8
ÿ

n“k

1

npn` 1q
“

1

k
,

to je

S “ 1`
8
ÿ

n“2

1
2pn´1q

` 1
2n´1

n
“ 1`

1

2

8
ÿ

n“2

1

npn´ 1q
`2

8
ÿ

n“2

p
1

2n´ 1
´

1

2n
q “

1

2
`2

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
“

1

2
`2 ln 2.

9. Ispitati uslovnu i apsolutnu konvergenciju reda
8
ř

n“1

p´1qnpn
1
n ´ 1q.

Rexeǌe. Niz pn
1
n ´ 1q monotono te�i nuli (za n ě 3 je opadaju�i), pa po Lajbnicovom

kriterijumu red uslovno konvergira. Kako va�i nejednakost

x´ 1 “

x
ż

1

1dt ě

2
ż

1

1

t
“ lnx,

to je
8
ÿ

n“1

pn
1
n ´ 1q ě

8
ÿ

n“1

lnn
1
n “

8
ÿ

n“1

lnn

n
,

a ovaj red divergira po Koxijevom integralnom kriterijumu, pa je i polazni red apsolutno
divergentan.
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10. Neka je x realan broj. Definiximo niz pxnqně1 rekurzivno sa

x1 “ 1,

xn`1 “ xn ` nxn, za n ě 1.

Dokazati da je
8
ź

n“1

p1´
xn

xn`1
q “ e´x.

Rexeǌe. Odredimo n-tu parcijalni proizvod koriste�i rekurentnu formulu

Pn “
n
ź

k“1

p1´
xk

xk`1
q “

n
ź

k“1

xk`1 ´ x
k

xk`1
“

n
ź

k“1

kxk
xk`1

“
n!

xn`1
.

Kako je

1

Pn`1
´

1

Pn
“

xn`2
pn` 1q!

´
xn`1
n!

“
xn`2 ´ pn` 1qxn`1

pn` 1q!
“

xn`1

pn` 1q!
, za n ě 1,

imamo
1

Pn
“

1

P1

`
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn`1

pn` 1q!
“

n`1
ÿ

k“0

xk

k!
,

pri qemu posledǌi izraz konvergira ka ex kad nÑ 8. Dakle,

lim
nÑ8

Pn “ e´x.
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