
Броjни редови

Зора Голубовић

6.10.2021. године

1. Кошиjевим критериjумом доказати конвергенциjу или дивергенциjу
редова:
∞∑
n=1

cosxn

n2 ,
∞∑
n=1

1√
n(n+1)

.

Конвергира, дивергира.

(Први поредбени критериjум) Нека су
∞∑
n=1

an и
∞∑
n=1

bn позитивни редови.

Ако почевши од неког индекса важи an ≤ bn, тада из конвергенциjе реда
∞∑
n=1

bn следи конвергенциjа реда
∞∑
n=1

an. Из дивергенциjе реда
∑
n=1

an следи

дивергенциjа реда
∞∑
n=1

bn.

(Други поредбени критериjум) Нека су
∞∑
n=1

an и
∞∑
n=1

bn позитивни редови.

Ако jе
∞
lim
n=1

an
bn

= C ∈ (0,∞), тада су ови редови еквиконвергентни.

2. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

an ако jе а) an =
√
n+ 1−

√
n,

б) an =
√
n+1−

√
n

n
.

Како jе an = 1√
n+1+

√
n
∼ 1

2
√
n
, n→∞, то први ред дивергира, а други

ред, чиjи општи члан jе ∼ 1

2n
3
2
, n→∞, конвергира jер jе 3

2
> 1.

3. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

(n sin 1
n
)n

3 .

Имамо an = en
3 ln (n sin 1

n
) = en

3 ln (n( 1
n
− 1

6n3
+o( 1

n3
))) = en

3 ln (1− 1
6n2

+o( 1
n2

)) =

en
3(− 1

6n2
+o( 1

n2
)) = e−

n
6 , кад n→∞. Како ред

∞∑
n=1

e−
n
6 конвергира, то конвергира

и полазни ред.
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(Кошиjев интегрални критериjум) Нека jе f(x) непрекидна, ненегативна

и опадаjућа реална функциjа за x ≥ 1 и an = f(n). Тада ред
∞∑
n=1

an

конвергира акко конвергира несвоjствени интеграл
∞∫
1

f(x)dx.

4. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

(n
1

n2+1 − 1).

Имамо да jе an = n
1

n2+1 − 1 = e
lnn
n2+1 − 1 = 1 + lnn

n2+1
+ o( lnn

n2+1
) − 1 =

lnn
n2+1

(1+o(1)), n→∞. Дакле, an ∼ lnn
n2 , n→∞. Ред

∞∑
n=1

lnn
n2 конвергира на

основу интегралног критериjума:
∞∫
1

lnx
x2
dx = − lnx

x
|∞1 +

∞∫
1

1
x2
dx = − 1

x
|∞1 = 1,

па и полазни ред конвергира.

5. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

ln (n+1)
nα

у зависности од параметра

α ∈ R.

Ред очигледно дивергира за α ≤ 0. Нека jе зато α > 0. Дати ред jе

еквиконвергентан са редом
∞∑
n=1

lnn
n

, коjи jе према Кошиjевом интегралном

критериjуму еквиконвергентан са несвоjственим интегралом
∞∫
1

lnx
xα
dx. За

α = 1, применом парциjалног интеграљења се добиjа да интеграл дивергира.
За α < 1 интеграл дивергира по поредбеном критериjуму. Нека jе α >

1. Тада имамо
∞∫
1

lnx
xα
dx= lim

b→∞

∫ b
1

lnx
xα

= lim
b→∞

( lnx
(1−α)xα−1 |b1 − 1

1−α

∫ b
1

1
xα
dx) =

lim
b→∞

( lnb
(1−α)bα−1 − 1

(1−α)bα−1 + 1
1−α) = 1

1−α . Дакле, полазни ред конвергира
за α > 1, а дивергира за α ≤ 1.

6. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=3

1
n lnn(ln lnn)α

.

Полазни ред jе еквиконвергентан са интегралом
∞∫
3

dx
x lnx

(ln ln (x))α, коjи

jе након смене t = ln (ln x) jеднак са
∞∫

ln(ln 3)

dt
tα

. Оваj интеграл конвергира за

α > 1, а дивергира за α ≤ 1, па по Кошиjевом интегралном критериjуму
исто важи и за посматрани ред.
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(Раабеов тест) Нека за ред с позитивним члановима важи lim
n→∞

n( an
an+1
−

1) = l. За l > 1 ред конвергира, а за l < 1 ред дивергира.

7. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=0

n!en

nn+p
.

an
an+1

= e−1e(n+p) ln (1+ 1
n
) = e−1e(n+p)(

1
n
− 1

2n2
+o( 1

n
)) = 1+

p− 1
2

n
+o( 1

n
), конвергира

по Раабеу за p > 3
2
.

8. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

p(p+1)···(p+n−1)
n!

1
nq

.
an
an+1

= (1+ p
n
)−1(1+ 1

n
)q+1 = (1− p

n
+o( 1

n
))(1+ q+1

n
+o( 1

n
)) = 1+ q+1−p

n
+o( 1

n
),

па ред конвергира по Раабеу за q > p.

9. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

[1·3···(2n−1)
2·4···(2n) ]p 1

nq
.

an
an+1

= 1 +
q+ p

2

n
+ o( 1

n
), па ред конвергира по Раабеу за q + p

2
> 1.

(Гаусов тест) Нека за ред с позитивним члановима важи lim
n→∞

an
an+1

=

λ+ µ
n
+ θn

n1+ε , |θn| < C, ε > 0. За λ > 1 или λ = 1, µ > 1 ред конвергира, а
за λ < 1 или λ = 1, µ < 1 ред дивергира.

10. Испитати конвергенциjу хипергеометриjског реда
∞∑
n=1

α(α+1)...(α+n−1)β(β+1)...(β+n−1)
n!γ(γ+1)...(γ+n−1) xn, где су α, β, γ, x > 0.

Имамо да важи an
an+1

=
(1+ 1

n
)(1+ γ

n
)

(1+α
n
)(1+ β

n
)
. Како jе (1+ α

n
)−1 = 1− α

n
+ α2

1+α
n

1
n2 и

(1 + β
n
)−1 = 1− β

n
+ β2

1+ β
n

1
n2 , то за γ > α + β ред конвергира, а дивергира

за γ ≤ α + β по Гаусу.
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