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Operacijsko-relacijske strukture

Logikaprvogredaopisuje takozvane operacijsko-relacijske struk-

ture. Jednu ovakvu strukturu ~ini skup zajedno sa nekim svojim

operacijama, relacijama i elementima (konstantama), pa je zato

shvatamo kao ure|enu ~etvorku M = (M,R,F, C), pri ~emu je M
neki neprazan skup, R skup nekih relacija skupa M, F skup nekih

operacija skupa M i C ⊆ M. Skup M se naziva domenom, dok se

elementi skupa C nazivaju konstantama strukture M. Podse}a-

mo da svaka operacija i svaka relacija ima svoju du`inu: n-arna
operacija skupa M jeste funkcija f : Mn → M, a n-arna relacija
skupa M jeste podskup R ⊆ Mn.1 Kada je R = {R1, . . . , Rk}, F = 1 Skup svih relacija nad nepraznim

skupom M je
⋃

n∈N P(Mn), a skup svih op-
eracija skupa M je

⋃
n∈N{ f | f : Mn →

M}.

{F1, . . . , F`} i

C = {c1, . . . , cm}, tj. R, F i C su kona~ni skupovi, umesto zapisa

M = (M, {R1, . . . , Rk}, {F1, . . . , F`}, {c1, . . . , cn}) kra}e pi{emo

M = (M, R1, . . . , Rk, F1, . . . , Fm, c1, . . . , cn).

Ako strukturu ~ini samo domen sa operacijama i konstantama,

bez relacija, onda je nazivamo algebrom.

Modele }emo obele`avati A, B, C, . . . , po potrebi sa indek-

sima, a wihove domene redom sa A, B, C, . . . , sa odgovaraju}im

indeksima.

Kardinalnost modela je kardinalnost wegovog domena. Tako,

ka`emo da je model M kona~an (prebrojiv, kardinalnosti κ) ako

je wegov domen M kona~an (prebrojiv, kardinalnosti κ).

Najjednostavnija klasifikacija pomenutih struktura vr{i se

prema jeziku strukture, odnosno prema broju i du`ini relacija i

operacija, kao i broju konstanti koje u~estvuju u wihovoj defini-

ciji. Drugim re~ima, vrstu neke strukture odre|ujemo izborom

tri me|usobno disjunktna skupa ~iju }emo uniju nazivati jezikom

strukture i obele`avati je sa L. Jezik je svaki skup L = RelL ∪
FunL ∪ ConstL, gde su RelL, FunL, ConstL me|usobno disjunktni

skupovi. Elementi skupa RelL nazivaju se relacijski znaci, el-

ementi skupa FunL operacijski (funkcijski) znaci, a elementi

skupa ConstL simboli konstanti. Za svaki jezik L, na skupu

RelL ∪ FunL definisana je funkcija ar : RelL ∪ FunL → N koja

svakom znaku S ∈ RelL ∪ FunL pridru`uje neki prirodan broj

ar(S), tzv. du`inu (�arnost�) znaka S.
Neka je L jezik i M neki neprazan skup. Interpretacija jezika

L na skupu M jeste svaka funkcija IM sa domenom L koja svakom

R ∈ RelL pridru`uje jednu ar(R)-arnu relaciju skupa M, tj.

IM(R) ⊆ Mar(R), svakom F ∈ FunL pridru`uje jednu ar(F)-arnu
operaciju skupa M, tj. IM(F) : Mar(F) → M i svakom c ∈ ConstL
jedan element skupa M, tj. IM(c) ∈ M. Model jezika L nad
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nepraznim skupom M je

M = (M, {IM(R) | R ∈ RelL}, {IM(F) | F ∈ FunL}, {IM(c) | c ∈ ConstL}) ,

gde je IM neka interpretacija jezika L na skupu M. Dakle, svaki

model nekog jezika jednozna~no je odre|en skupom M i inter-

pretacijom IM tog jezika u datom skupu. Ako je M model jezika L
odre|en nekom interpretacijom IM, za svaki S ∈ L umesto IM(S)
kra}e se pi{e SM.2 2 Treba primetiti da S i SM imaju potuno

razli~iti smisao; S je samo simbol, znak,

dok je SM skupovni objekat. Ipak, kada

to kontekst dopu{ta, koristi}emo isti

znak da ozna~imo simbol jezika L, kao
i wegovu interpretaciju u nekom modelu

jezika L, a to zna~i da }emo, kada nema

opasnosti od zabune, umesto SM pisati

samo S, ali }e se iz konteksta videti

da li je S ∈ L ili je S interpretacija

nekog simbola jezika L. ^esto }emo

ubudu}e govoriti o nekoj strukturi M
bez eksplicitnog navo|ewaodgovaraju}eg

jezika. Iz definicije modela bi}e jasno

o kojem jeziku je re~.

PRIMER 1. Neka je L = {6,+, ·, 0, 1}, pri ~emu je RelL = {6},
FunL = {+, ·}, ConstL = {0, 1} i ar(6) = ar(+) = ar(·) = 2.
Biraju}i jedan ovakav jezik, tj. koriste}i navedene oznake za simbole

jezika, uglavnom }emo pre}utno ukazivati da `elimo da opisujemo neki

skupbrojeva zajedno sa uobi~ajenimure|ewem, sabirawemimno`ewem, i

konstantama 0 i 1. Jedan takavmodel jesteR = (R,6,+, ·, 0, 1). Posebno
nagla{avamo da 6 u zapisu R = (R,6,+, ·, 0, 1) ozna~ava konkretnu

binarnu relaciju skupa realnih brojeva, dok 6 kao element jezika L

ozna~ava samo znak koji nazivamo relacijskim i kome je pridru`en

prirodan broj 2 i ni{ta vi{e; ista napomena va`i i za znake +, ·, 0, 1.
Iako bi trebalo prilikom navo|ewa strukture R, umesto 6, +, ·, 0
i 1 pisati redom 6R, +R, ·R, 0R i 1R, to ne ~inimo jer bismo na taj

na~in nepotrebno komplikovali zapis, naro~ito kada nas jedno ovakvo

skra}ivawe ne mo`e zbuniti.

Isti jezik mo`emo interpretirati i na skupu celih brojeva Z, tj.

posmatrati modelZ = (Z,6,+, ·, 0, 1). I ovoga puta, umesto, na primer

6Z pi{emo samo 6.
Naravno, jezik mo`e da poslu`i za opisivawe velikog broja sasvim

druga~ijih struktura, tj. bilo koje strukture koju ~ine jedna bina-

rna relacija, dve binarne operacije i dva konkretna elementa domena.

Novi primer takve strukture jeste X = ({a, b, c},C, ∗, ◦, a, b), gde je

C= {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, c), (a, c)}, a operacije ∗ i ◦ su zadate

slede}im tablicama.

∗ a b c
a a b c
b b c a
c c a b

◦ a b c
a a a a
b a b c
c a c b

U ovom slu~aju3, relacijski znak6 du`ine 2 tuma~i (interpretira) se u 3 Primetimo da je X samo jedna od

1 785 233 613 312 mogu}ih interpretacija

jezika L u tro~lanom skupu X = {a, b, c}.
Naravno, isti jezik mo`emo interpre-

tirati i u skupu realnih brojeva R na

neograni~en broj na~ina.

skupu X = {a, b, c} kao binarna relacija C skupa X (6X=C), operaci-
jski znaci + i · du`ine 2 redom kao binarne operacije ∗ i ◦ skupa X
(+X = ∗ i ·X = ◦), a simboli konstanti 0 i 1 kao elementi a i b skupa

X (0X = a i 1X = b).

Ako suL′ iL′′ jezici iL′ ⊆ L′′, tada seL′ naziva redukt jezika

L′′, a L′′ ekspanzija jezika L′. Ako je L′ ⊆ L′′ a RelL′ = RelL′′ i
FunL′ = FunL′′ onda je L′′ prosta ekspanzija jezika L′. Ako je L′′
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(prosta) ekspanzija jezika L′ a M′ i M′′ redom modeli jezika L
i L′ nad istim skupom M = M′ = M′′ i svaki simbol jezika L′
je interpretiran na isti na~in u oba modela, tada je model M′′

(prosta) ekspanzija modela M′, dok je M′ (prost) redukt modela

M′′. Dakle, ako jeL′ ⊆ L′′ i M′′ model jezikaL′′ ispu{tawem SM′′

za S ∈ L′′ \L′ iz "spiska" relacija, operacija i konstanti modela
M′′ dobijamo nov model M koji je redukt modela M′′. Sli~no, ako

je L′ ⊆ L′′ i M′′ model jezika L′′ koji je ekspanzija modela M′,

jezika L′, onda }emo pisati M′′ = (M′, SM′′)S∈L′′\L′ ili M′′ =

(M′, SM′′
1 , . . . , SM′′

k ) ako je L′′ \ L′ = {S1, . . . , Sk}. Algebarski

redukt modela M jezika L je redukt modela M na algebarski deo

jezika L.

Homomorfizmi

Neka su A i B modeli istog jezika L. Homomorfizam modela A u

model B je svako preslikavawe f : A→ B takvo da:

(1) ako R ∈ RelL, onda za sve a1, . . . , an ∈ A, gde je n = ar(R),

iz RA(a1, . . . , an) sledi da je i RB( f (a1), . . . , f (an));

(2) ako F ∈ FunL, onda za sve a1, . . . , an ∈ A, gde je n = ar(F),
va`i

f (FA(a1, . . . , an)) = FB( f (a1), . . . , f (an));

(3) ako je c ∈ ConstL, onda je f (cA) = cB.

Ako je f : A → B homorfizam modela A u model B, onda
koristimo oznaku f : A → B. Skup svih homomorfizama iz A u

B obele`avamo sa Hom(A, B).
Homomorfizam f : A→ B je:

(i) jak homorfizam ako za sve R ∈ RelL i za sve a1, . . . , an ∈ A,

gde jen = ar(R),va`i: RA(a1, . . . , an) ako i samo ako RB( f (a1), . . . , f (an));
(ii) epimorfizam ako je f : A → B na preslikavawe i u tom

slu~aju koristimo oznaku f : A na→ B;
(iii) utapawe ako je f jak homomorfizam i 1− 1 preslikavawe

i u tom slu~aju koristimo oznaku f : A ↪→ B;
(iv) izomorfizam ako je f jak homomorfizam i bijekcija i u tom

slu~aju koristimo oznaku f : A ∼= B.
Homomorfizam f : M → M naziva se unutra{wi homomor-

fizam ili endomorfizam modela M. Skup svih endomorfizama

modela M ozna~ava se sa End(M). Izomorfizam f : M ∼= M
naziva se automorfizam modela M. Skup svih automorfizama

modela M ozna~ava se sa Aut(M).

Modeli A i B istog jezika su izomorfni, u oznaci A ∼= B, ako
postoji preslikavawe f : A → B tako da je f : A ∼= B. Model A
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se utapa u model B, u oznaci A ↪→ B, ako postoji preslikavawe

f : A→ B tako da je f : A ↪→ B.

Lema 1. Neka su A, B i C modeli istog jezika. Dokazati:

(a) Ako f : A→ B i g : B→ C, onda h = g ◦ f : A→ C.
(b) Ako f : A na→ B i g : B na→ C, onda h = g ◦ f : A na→ C
(c) Ako f : A ↪→ B i g : B ↪→ C, onda h = g ◦ f : A ↪→ C
(d) Ako f : A ∼= B i g : B ∼= C, onda h = g ◦ f : A ∼= C

Lema 2. Ako f : A ∼= B, dokazati da f−1 : B ∼= A.

ZADATAK 1. Ako je N0 = N ∪ {0}, + i · redom sabirawe i

mno`ewe, a ≤ uobi~ajeno ure|ewe skupa N0, ispitati da li je:

1) (N0,≤,+, 0) ↪→ (N0,≤, ·, 1)

2) (N0,≤, ·, 1) ↪→ (N0,≤,+, 0)

ZADATAK 2. Navesti primer modela A i B istog jezika i homo-

morfizma f : A→ B koji nije jak homomorfizam.

ZADATAK 3. Neka suA iBmodeli jezikaL i f : A ↪→ B. Dokazati
da postoji:

1) model A∗, tako da je A∗ ⊆ B i A ∼= A∗;

2) model B∗, tako da je A ⊆ B∗ i B ∼= B∗.

ZADATAK 4. Neka je R skup realnih brojeva, + sabirawe a ≤
uobi~ajeno ure|ewe realnih brojeva. Neka je

Q(
√

2) = {a + b
√

2 | a, b ∈ Q}

1) Dokazati da je Q(
√

2) podmodel modela (R,≤,+, 0, 1).

2) Odrediti Aut(Q(
√

2),≤,+, 0).

3) Odrediti Aut(Q(
√

2),≤,+, 0, 1).

Podstrukture

Definicija 1. Neka su A i B modeli istog jezika i A ⊆ B. Struk-
tura A je podmodel (podstruktura) od B, u oznaci A ⊆ B ako je

inkluziono preslikavawe iA : A → B, dato sa iA(a) = a, a ∈ A,
utapawe.

Lema 3. Neka su M i D modeli istog jezika L. D ⊆ M akko je

D ⊆ M i va`e slede}i uslovi:

(1) za svaki R ∈ RelL, RD = RM ∩ Dar(R);

(2) za svaki F ∈ FunL, FD = FMdDar(F), tj. za sve d1, . . . , dn ∈ D,

gde je n = ar(F), je FD(d1, . . . , dn) = FM(d1, . . . , dn);
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(3) za svaki c ∈ ConstL, cD = cM.

DOKAZ. (→) Pretpostavimo da je D ⊆ D, tj. prema prethodnoj

definiciji, da je D ⊆ M i iD : D ↪→ M. Doka`imo uslove (1),

(2) i (3).

(1) Za svaki simbol R ∈ RelL, ar(R) = n i sve a1, . . . , an ∈ D
va`i:

RD(a1, . . . , an) akko RM(iD(a1), . . . , iD(an)),

tj. RD(a1, . . . , an) akko RM(a1, . . . , an), pa je RD = RM ∩ Dar(R).

(2) Za svaki simbol F ∈ FunL, ar(F) = n i sve a1, . . . , an ∈ D
va`i:

iD(FD(a1, . . . , an)) = FM(iD(a1), . . . , iD(an)).

Prema definiciji inkluzionog preslikavawa imamo iD(ai) = ai,

i = 1, n, i iD(FD(a1, . . . , an)) = FD(a1, . . . , an), pa je:

FD(a1, . . . , an) = FM(a1, . . . , an),

tj. FM � Dar(F) = FD.

(3) Za svaki simbol konstante c va`i:
iD(cD) = cM, jer je iD homomorfizam;

iD(cD) = cD, prema definiciji inkluzionog preslikavawa iD.

Dakle, cD = cM.

(←) Pretpostavimo da je D ⊆ M i da va`e uslovi (1), (2) i

(3). Ostavqamo za ve`bu dokaz da je inkluziono preslikavawe

iD : D → M, iD(a) = a, a ∈ D, utapawe strukture D u M.

Lema 4. Neka je M model jezika L i ∅ 6= D ⊆ M. Postoji

jedinstven model D jezika L sa domenom D takav da je D ⊆ M ako

va`e slede}a dva uslova:

(1) za svako c ∈ ConstL, cM ∈ D;

(2) za svako F ∈ FunL, ar(F) = n, i sve d1, . . . , dn ∈ D,

FM(d1, . . . , dn) ∈ D.

DOKAZ. Ako va`e uslovi (1) i (2), L-strukturu nad skupom D
defini{mo na slede}i na~in:

� za svaki simbol R ∈ RelL, ar(R) = n, i sve d1, . . . , dn ∈ D,

RD(d1, . . . , dn)
def⇔ RM(d1, . . . , dn)

� za svaki simbol F ∈ FunL, ar(F) = n, i sve d1, . . . , dn ∈ D,

FD(d1, . . . , dn)
def
= FM(d1, . . . , dn).

� za svaki simbol c ∈ ConstL, cD def
= cM

Jednostavno se dokazuje da je D ⊆ M.
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ZADATAK 5. Ako je f : A→ B dokazati da je f [A] = { f (a)| a ∈ A}
podmodel modela B.
ZADATAK 6. Dokazati da za svaki n ∈ N postoji grupoid koji

ima ta~no n elemenata i nema pravi podgrupoid.

ZADATAK 7. Dokazati da postoji prebrojiv grupoid koji nema

pravi podgrupoid.

ZADATAK 8. Na}i primer beskona~nog modela ~iji je svaki pravi

podmodel (1) beskona~an; (2) kona~an.

Prema prethodnoj lemi, svaki podmodel nekog modela u pot-

punosti odre|en svojim domenom. Naime, ako je D1, D2 ⊆ M i

D1 = D2, onda je i D1 = D2. Otuda, umesto D ⊆ M ~esto pi{emo

da je D ⊆ M i ka`emo da je podskup D ⊆ M podmodel modela M.

Ako je D ⊆ M i D 6= M, ka`emo da je D pravi podmodel modela

M.

Posledica 1. Neka je L jezik koji sadr`i samo relacijske znake

i M model jezika L. Svaki neprazan podskup D ⊆ M podmodel

modela M.

Lema 5. Neka jeMmodel jezikaL iD ⊆ P(M) neprazna kolekcija

podmodela modela M, tj. za svaki D ∈ D, D ⊆ M. Dokazati da je⋂D ⊆ M.

Neka jeMmodel jezikaL iX neprazanpodskup skupa M. Po{to

je kolekcija D = {D|D ⊆ M, X ⊆ D} neprazna (jer M ∈ D)
kolekcija podmodela modela M, skup 〈X〉M =

⋂D je, prema

prethodnom zadatku domen podmodel modela M, koji ozna~avamo

sa 〈X〉M. Dakle, model 〈X〉M je jedinstveno odre|en i naziva se

podmodel modela M genersan skupom X. Skup X ⊆ M je skup gen-

eratora modela M ako je 〈X〉M = M. Ako je X kona~an skup

generatora za M, ka`emo da je model M kona~no generisan.

ZADATAK 9. Neka je D1 ⊆ D2 ⊆ · · · ⊆ Dn ⊆ . . . niz podmodela

modela M. Dokazati da je ∪n∈N Dn podmodel modela M.

ZADATAK 10. Ako je model M kona~no generisan i D1 ⊆ D2 ⊆ . . .
niz podmodela odM takav da je M = ∪n∈N Dn, dokazati da postoji

prirodan broj m takav da je M = ∪m
i=1Di.

ZADATAK 11. Date su dve strukture:

({0, 1, 2, 3, 4, 5}, ∗,6)

∗ 0 1 2 3 4 5
0 1 0 2 3 3 4
1 1 1 3 4 2 2
2 5 5 0 1 0 5
3 5 5 1 1 1 5
4 5 5 1 1 0 5
5 3 2 0 0 1 5

6 0 1 2 3 4 5
0 > > ⊥ ⊥ ⊥ >
1 > > ⊥ ⊥ ⊥ >
2 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
3 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
4 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
5 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
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({a, b, c}, ?,v)

? a b c
a a b b
b c a c
c b a c

∗ a b c
a > ⊥ >
b ⊥ ⊥ ⊥
c ⊥ ⊥ ⊥

Da li je f :

(
0 1 2 3 4 5
a a b b b c

)
homomorfizam?
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Termi. Term algebra

Definicija 2. Skup svih izraza jezika L, u oznaci TermL, jeste

najmawi skup kona~nih nizova (logi~kih i nelogi~kih) simbola

takav da:

� ConstL ⊆ TermL i Var ⊆ TermL (odnosno, promenqive i sim-

boli konstanti su izrazi jezika L);

� ako F ∈ FunL i t1, . . . , tar(F) ∈ TermL, onda F(t1, . . . , tar(F)) ∈
TermL

Primetimo da je definicija izraza (terma) induktivna, i da su

skupovi izraza razli~iti za razli~ite izbore jezika (signature)

L. Prirodno se defini~e slo`enost izraza.

Ako je t ∈ TermL, sa V(t) ozna~i}emo skup onih promenqivih

koje u~estvuju u gra|ewu terma t. Naravno, za svaki term t, skup
V(t) je kona~an. Funkciju V : TermL → P(Var) defini{emo

induktivno:

� V(x) = {x}, za svako x ∈ Var; V(c) = ∅, za svako c ∈ ConstL;

� V(F(t1, . . . , tar(F))) = V(t1) ∪ · · · ∪V(tar(F)), za sve F ∈ FunL i

t1, . . . , tar(F) ∈ TermL.

Da bismo odre|ivali vrednosti izraza potrebno je da pre-

ciziramo kontekst u kome izraze posmatramo. To ~inimo tako

{to izaberemo neki skup M (tzv. domen interpretacije), a zatim

na tom skupu interpretiramo nelogi~ke simbole i promenqivama

dodelimo neke elemente skupa M.

Valuacija promenqivih u skupu M jeste svaka funkcija v :
Var→ M. Ako je zadatmodelM jezikaLi valuacija v : Var→ M,

onda svakom izrazu t ∈ TermL pridru`ujemo jedinstvenu vred-

nost tM[v] ∈ M koju nazivamo vrednost izraza t u modelu M za

valuaciju v. Funkciju t 7→ tM[v] defini{emo indukcijom po

slo`enosti izraza t:

� xM[v] = v(x), x ∈ Var;

� cM[v] = cM, c ∈ ConstL;

�

(
F(t1, . . . , tar(F))

)M
[v] = FM(tM

1 [v], . . . , tM
ar(F)[v]),

F ∈ FunL, t1, . . . , tar(F) ∈ TermL.

Lema 6. Neka je M proizvoqan model jezikaL i v1, v2 : Var→ M Na vrednost izraza u nekom modelu uti~u

samo vrednosti promenqivih koje se po-

javquju u tom izrazu.
dve valuacije. Za svaki izraz t ∈ TermL, ako je v1(v) = v2(v), za
sve v ∈ V(t), onda je tM[v1] = tM[v2].

Prethodnalema se jednostavnodokazuje indukcijompo slo`enosti

izraza.
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Iz prethodne leme zakqu~ujemo da je pri odre|ivawu vrednosti

izraza t u modelu M za valuaciju v : Var → M zna~ajna samo re-

strikcija v �V(t). Kako je V(t) kona~an skup, tj. |V(t)| = n, za
neki prirodan broj n, onda odgovaraju}e restrikcije svih valu-
acija mo`emo identifikovati sa skupom Mn, jer je pri nekom po-

drazumevanom ure|ewu promenqivih V(t) = {x1, . . . , xn} svakim

~a = (a1, . . . , an) ∈ Mn odre|enarestrikcija ν =

(
x1 · · · xn

a1 · · · an

)
.

Navedeni razlozi opravdavaju upotrebu oznake tM[~a] za vrednost
izraza t u modelu M za~a ∈ Mn.

Ako je V(t) = ∅, tj. ako je t tzv. zatvoreni izraz (izraz bez

promenqivih), pri odre|ivawu wegove vrednost u nekom modelu

valuacije ne igraju nikakvu ulogu (za bilo koje dve valuacije v1

i v2 va`i tM[v1] = tM[v2]). Drugim re~ima, vrednost zatvorenog

izraza t potpuno je odre|ena samo izabranim modelom M i tu

vrednost ozna~avamo sa tM.

Lema 7. Neka su A i B neke L-strukture.

1. Ako f : A → B, onda za svaki izraz t i svaku valuaciju v :
Var→ A, f (tA[v]) = tB[ f ◦ v].

2. Ako je A ⊆ B, onda za svaki izraz t i svaku valuaciju v : Var→
A, tB[v] ∈ A.

3. Za svaki podskup X ⊆ A,

〈X〉A = {tA[v] | t ∈ TermL, v : Var→ X}.

DOKAZ. 1) Indukcijom po slo`enosti terma t.
Ako je t simbol konstante c, onda je tA[v] = cA i tB[ f ◦ v] = cB.

Po{to je f homomorfizam: f (cA) = cB.

Ako je t promenqiva x, onda je tA[v] = v(x) i tB[ f ◦ v] =

f ◦ v(x) = f (v(x)).
Neka je t oblika F(t1, . . . , tar(F), za neke F ∈ FunL i t1, . . . , tar(F) ∈

TermL i pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve terme slo`enosti Induktivna pretpostavka!

mawe od slo`enosti terma t. Tada:

f (tA[v]) = f (FA(tA
1 [v], . . . , tA

ar(F)[v])

= FB( f (tA
1 [v]), . . . , f (tA

ar(F)[v]) [jer je f homomorfizam]

= FB(tB
1 [ f ◦ v], . . . , tB

ar(F)[ f ◦ v] [prema ind. pretpostavci]

= tB[ f ◦ v]

2) je jednostavnaposledica 1). IzA ⊆ B, sledi da je inkluziono
preslikavawe utapawe, iA : A ↪→ B. Za svaki izraz t i svaku Za A ⊆ B, inkluziono preslikavawe iA :

A→ B je dato sa iA(x) = x, x ∈ A.valuaciju v : Var→ A, imamo:
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iA(tA[v]) = tA[v], po definiciji preslikavawa iA, kao i

iA(tA[v]) = tB[iA ◦ v] = tB[v], jer je iA homomorfizam i va`i

iA ◦ v = v.

Dakle, tA[v] = tB[v], odakle direktno zakqu~ujemo da tB[v] ∈ A.

3) Neka je ∅ 6= X ⊆ A i

BX = {tA[v] | t ∈ TermL, v : Var→ X}.

Isti~emo dva glavna dela dokaza.

3.(i) Prvo dokazujemo da je X ⊆ BX ⊆ A, tj. da je skup X podskup

od BX i da je BX podstruktura (tj. domen jedinstvene podstruk-

ture) od A.

3.(ii) Zatimdokazujemo je BX najmawi, u smisluinkluzije, podskup

od A koji sadr`i X i odre|uje domen podstrukture od A.

3.(i) Jednostavno se uo~ava da je X ⊆ BX. Treba da doka`emo da

se bilo koji element a ∈ X mo`e prikazati u obliku tA[v], za
neki izraz t, i neku valuaciju v : Var→ X. Izaberimo bilo koji

element a ∈ X. Ako je t promenqiva x i v valuacija takva da je v =

(
x · · ·
a ·

)
v(x) = a, onda je tA[v] = a, odakle sledi a ∈ BX.

Dakle, X ⊆ BX.

Da bismo dokazali BX ⊆ A koristimo odgovaraju}u lemu iz Lema. Neka je M model jezika L i ∅ 6=
D ⊆ M. Postoji jedinstven model D
jezika L sa domenom D takav da je D ⊆ M
ako i samo ako va`e slede}a dva uslova:

(1) za svako c ∈ ConstL, cM ∈ D;

(2) za svako F ∈ FunL, ar(F) = n, i sve

d1, . . . , dn ∈ D, FM(d1, . . . , dn) ∈ D.

prethodne lekcije. Doka`imo da za svaki simbol konstante c,
cA ∈ BX. Ako izaberemo da t bude simbol konstante c, a v : Var→
X proizvoqno, onda je tA[v] = cA, odakle neposredno sledi da

cA ∈ BX.

Doka`imo da za svako F ∈ FunL, ar(F) = n i sve a1, . . . , an ∈
BX, FA(a1, . . . , an) ∈ BX. Za svako ai ∈ BX, i = 1, n, postoji term

ti i valuacija vi : Var → X, tako da je ai = tA
i [vi]. Bez gubqewa

op{tosti mo`emo pretpostaviti da svaka dva terma ti i tj, i, j =
1, n, sadr`e me|usobno razli~ite promenqive, tj. V(ti)∩V(tj) =

∅. Ova pretpostavka nam omogu}ava da uvodemo valuaciju v :
Var → A koja promenqivama iz V(ti) dodequje iste vrednosti

kao i valuacija vi. Ako je V(ti) = {xi1, . . . , xiki}, i = 1, n, onda

v =

(
x11 · · · x1i1 · · · xn1 · · · xnin

v1(x11) · · · v1(x1i1) · · · vn(xn1) · · · vn(xnin)

)

O~igledno je ai = tA
i [vi] = tA

i [v], i = 1, n. Ako je t term F(t1, . . . , tn),

onda je tA[v] = FA(t1[v], . . . , tn[v]) = FA(a1, . . . , an), odakle sledi

da FA(a1, . . . , an) ∈ BX.

Dakle, BX ⊆ A.

3.(ii) Ako je C podskup A takav da je X ⊆ C ⊆ A, onda za svaki

term t i svaku valuaciju v : Var → X, tA[v] ∈ C, prema tvr|ewu
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(2). Shodno tome, BX ⊆ C, tj. BX je najmawi, u smislu inkluzije,

podskup A koji sadr`i X i domen je podstrukture od A.

PRIMER 2. Neka je A = ({a, b, c, d}, F), pri ~emu je F unarna operacija

data sa F =

(
a b c d
a a b a

)
Tada je:

〈{a}〉A = {a, F(a), F(F(a)), F(F(F(a))), . . .} = {a}
〈{c}〉A = {c, F(c), F(F(c)), F(F(F(c))), . . .} = {a, b, c}

ZADATAK. Neka su A i M dve L-strukture, ∅ 6= X ⊆ A i f , g :
〈X〉A → M. Ako je f � X = g � X, onda je f = g.

Neka je X ⊆ Var neprazan skup promenqivih jezika L (za koji

se uglavnom pretposatavqa da sadr`i bar jedan opracijski znak

i bar jedan simbol konstante). Neka je TX model jezika L sa

domenom TX = {t ∈ TermL | V(t) ⊆ X}, takav da je:

(i) za svako c ∈ ConstL, cTX = c;

(ii) za sve F ∈ FunL, ar(F) = n, i sve t1, . . . , tn ∈ T neka je

FTX (t1, . . . , tn) = F(t1, . . . , tn);

(iii) za sve R ∈ RelL, neka je RTX = ∅.

Ovako definisana struktura TX naziva se apsolutno slobodna

algebra ili term algebra jezika L nad skupom promenqivih X.

Umesto TVar, odn. TVar, pi{emo kra}e T, odn. T. Primetimo da je
T∅ skup svih zatvorenih izraza. T∅ je neprazan samo u slu~aju daL sadr`i

bar jedan simbol konstante.
ZADATAK 12. Dokazatida za svakuL-strukturuMi svakufunkciju

f : X → M, postoji jedinstven homomrfizam f : TX → M koji

pro{iruje funkciju f .

Svaku valuaciju promenqivih u skupu T, v : Var → T pos-

matramo kao supstituciju, tj. upustvo kojim se odre|uju zamena

promenqive odgovaraju}im izrazom. Valuaciju

v =

(
x1 · · · xn · · ·
t1 · tn · · ·

)
,

gde su t1, . . . , tn nekiizrazi, ozna~amo [x1/t1, . . . , xn/tn]. Uglavnom

}emo posmatrati supstitucije oblika [x/u] � istovremene zamene
promenqive x termom u; shodno tome,

t[x/u] ozna~ava term dobije tako {to je u termu t
svako pojavqivawe promenqive x zameweno

termom u.

Ako je x promenqiva, a ∈ A i v : Var → A, onda je v(x := a)
valuacija koja svim promenqivama dodequje iste vrednosti kao i

v, osim promenqivoj x kojoj dodequje vrednost a; drugim re~ima
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v(x := a) : Var→ A,

v(x := a)(y) =

{
a, y je promenqiva x

v(y), ina~e

ZADATAK 13. Neka je M proizvoqna L-struktura, t, u ∈ TermL i

v : Var→ M. Tada je t[x/u]M[v] = tM[v(x := uM[v])].
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Atomske formule. Kanonski model

Skup atomskih (elementarnih) formula jezika L, u oznaci AtL,
jeste skup koji sadr`i:

� jednakosti t = u, za sve t, u ∈ TermL, i

� zapise oblika R(t1, . . . , tar(R)), za svaki relacijski simbol R ∈
RelL i terme t1, . . . , tar(R) ∈ TermL.

Ako je M neka L-struktura i v : Var → M valuacija, svakoj

atomskoj formuli α ∈ AtL prirodno pridru`ujemo istinitosnu

vrednost αM[v] ∈ {0, 1} koju nazivamo istinitosna vrednost for-
mule α u modelu M za valuaciju v.:

� (t = u)M[v] = 1 akko tM[v] = uM[v], t, u ∈ TermL;

�

(
R(t1, . . . , tar(R))

)M
[v] = 1 akko RM(tM

1 [v], . . . , tM
ar(R)[v]), tj. Ako je ρ ⊆ Mn neka n-arna relacija

skupa M, onda se umesto (x1, . . . , xn) ∈ ρ
~esto pi{e ρ(x1, . . . , xn).(tM

1 [v], . . . , tM
ar(R)[v]) ∈ RM, R ∈ RelL, t1, . . . , tar(R) ∈ TermL

Umesto αM[v] = 1 pi{emo M |= α[v] (ili M, v |= α). Za

neku atomsku formulu α, pi{emo α(x1, . . . , xn) kada `elimo da is-

taknemo da se u α pojavquju samo (neke, ne nu`no sve) promenqive

x1, . . . , xn; ako v =

(
x1 · · · xn

a1 · · · an

)
, onda umesto α[v] pi{emo

α[a1, . . . , an]. Atomske formule koje ne sadr`e promenqive nazi-

vamo atomskim re~enicama. Na istinitosnu vrednost atomske

re~enicene uti~e valuacija promenqivih (ve} samointerpretacija

signatureL), pa zato za svaku atomsku re~enicu α, pi{emoM |= α,

imaju}i na umu da je M |= α[v], za bilo koju valuaciju v.

Lema 8. Neka su A i B neke L-strukture i f : A→ B.

1. f : A → B akko za svaku atomsku formulu α i svaku valuaciju

v : Var→ A va`i:

(∗) iz A |= α[v] sledi B |= α[ f ◦ v]

2. f : A ↪→ B akko za svaku atomsku formulu α i svaku valuaciju

v : Var→ A va`i:

(?) A |= α[v] akko B |= α[ f ◦ v]

DOKAZ. 1. (→) Pretpostavimo f : A → B i neka je v : Var → A
bilo koja valuacija.

Neka je α oblika t = u, za neke terme t, u. Formule pi{emo unutar zagrada (koje

su{tinski nisu potrebne) da bismo

olak{ali ~itqivost.A |= (t = u)[v] akko tA[v] = uA[v]

sledi f (tA[v]) = f (uA[v])

akko tB[ f ◦ v] = uB[ f ◦ v]

akko B |= (t = u)[ f ◦ v]
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Ako je α oblika R(t1, . . . , tn), za neko R ∈ RelL, ar(R) = n i

neke izraze t1, . . . , tn, tada:

A |= R(t1, . . . , tn)[v] akko RA(tA
1 [v], . . . , tA

n [v])

sledi RB( f (tA
1 [v]), . . . , f (tA

n [v]))

akko RB(tB
1 [ f ◦ v], . . . , tB

n [ f ◦ v])

akko B |= R(t1, . . . , tn)[ f ◦ v]

(←) Pretpostavimo da za svaku atomsku formulu α i svaku

valuaciju v : Var→ A va`i (∗).
Doka`imo da je f (cA) = cB. Neka je x promenqiva i v : Var→

A valuacija koja promenqivoj x dodequje vrednost cA, v(x) = cA.

Primenimo uslov (∗) uzimaju}i da je α atomskaformula x = c. Iz
o~igledne ~iwenice A |= (x = c)[v], tj. A |= (x = c)[cA], prema

uslovu (∗), sledi B |= (x = c)[ f ◦ v], tj. B |= (x = c)[ f (cA)], {to

zna~i da je f (cA) = cB.

Ako F ∈ FunL, ar(F) = n i a1, . . . , an ∈ A, treba dokazati

f (FA(a1, . . . , an)) = FB( f (a1), . . . , f (an)). Neka su x1, . . . , xn, y
me|usobno razli~ite promenqive. Primenimo uslov (∗) uzi-

maju}i da je α atomska formula F(x1, . . . , xn) = y i v : Var → A
valuacija data sa:

v =

(
x1 · · · xn y
a1 · · · an FA(a1, . . . , an)

)

Iz A |= (F(x1, . . . , xn) = y)[v], tj.

A |= (F(x1, . . . , xn) = y)[a1, · · · , an, FA(a1, . . . , an)]

sledi B |= (F(x1, . . . , xn) = y)[ f ◦ v], tj.

B |= (F(x1, . . . , xn) = y)[ f (a1), · · · , f (an), f (FA(a1, . . . , an))],

odakle dobijamo FB( f (a1), . . . , f (an)) = f (FA(a1, . . . , an)).

Ako R ∈ RelL, ar(R) = n i a1, . . . , an ∈ A, treba dokazati da:

Iz RA(a1, . . . , an) sledi RB( f (a1), . . . , f (an)).

Neka su x1, . . . , xn me|usobno razli~ite promenqive. Primenimo

uslov (∗) uzimaju}i da je α atomska formula R(x1, . . . , xn) i v :
Var→ A valuacija data sa:

v =

(
x1 · · · xn

a1 · · · an

)
Tvr|ewe koje treba dokazati sledi iz definicije homomorfizma

i ~iwenica da je

A |= R(x1, . . . , xn)[a1, . . . , an] ekvivalentno sa RA(a1, . . . , an), i
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B |= R(x1, . . . , xn)[ f (a1), . . . , f (an)] ekvivalentno sa RB( f (a1), . . . , f (an)).

Bilo koju L-strukturu A, sa domenom A, zgodno je opisivati

atomskim re~enicama signature LA = L ∪ {a | a ∈ A}, koja je

dobijena pr{irivawem signature L skupom novih simbola kon-

stanti {a | a ∈ A} � za svaki element a ∈ A, dodaje se po jedan

simbol konstante a. Primetimo da je LA prosta espanzija sig-

nature L. Odgovaraju}u prostu ekspanziju modela M ozna~avamo

M, pri ~emu je: SM = SM, za svaki simbol S ∈ L, i aM = a, za
svaki a ∈ A.

Definicija 3. PozitivnidijagramL-struktureA, u oznaciDiag+(A)

je skup svih atomskih re~enica signature LA koje su ta~ne u A.

Pozitivni dijagram neke strukture jeste prirodno uop{tewe

tablica kojima su definisane relacije i operacije te strukture.

PRIMER 3. Neka je L = {U,6, ∗}, pri ~emu je FunL = {∗}, RelL =

{U,6}, ar(∗) = ar(6) = 2, ar(U) = 1. Posmatrajmo strukturu M =

({0, 1, 2}, U,6), gde je:

U = {0, 1} 6= {(0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 2)}

∗ 0 1 2
0 0 1 1
1 2 2 0
2 0 1 2

Pozitivni dijagram date strukture sadr`i atomske re~enice signature

L{0,1,2} = {∗, U,6}:

Diag+(A) = {U(0), U(1), 0 6 0, 0 6 1, 1 6 1, 1 6 2,

0 ∗ 0 = 0, 0 ∗ 1 = 1, 0 ∗ 2 = 1,

1 ∗ 0 = 2, 1 ∗ 1 = 2, 1 ∗ 2 = 0,

2 ∗ 0 = 0, 2 ∗ 1 = 1, 2 ∗ 2 = 2,

(0 ∗ 0) ∗ 1 = 1, 1 ∗ (1 ∗ 2) = 2 ∗ 2, . . .

U(0 ∗ 0), 0 ∗ 1 6 1 ∗ 1, . . .}

Neka je t(x1, . . . , xn)neki term signatureLi v =

(
x1 · · · xn

a1 · · · an

)
valuacija. Data valuacija odre|uje supstitucijuσ = [x1/a1, . . . , xn/an]

promenqivih novim simbolima konstani signatre LA, a samim

tim iLA-term t[σ]. Nije te{ko uo~iti da je tA[v] = t[σ]A. Tako|e,
za svaku atomsku formulu α(x1, . . . , xn) va`i:

A |= α[v] akko A |= α[σ].

ZADATAK 14. Neka su A i B modeli jezika L. Postoji homomor-

fizam iz A u B akko postoji LA-ekspanzija B strukture B takva

da je B |= Diag+(A).
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UPUTSTVO. (→) Ako f : A → B, onda strukturu B pro{irujemo

do B slede}im interpretacijama novih konstanti aB = f (a), a ∈
A i va`i:

B = (B, f (a))a∈A |= Diag+(A).

(←) Ako je B LA-ekspanzija strukture B, takva da je B |=
Diag+(A), onda je funkcija f : A→ B, data sa

f (a) = aB, a ∈ A

homomorfizam iz A u B.
Iz prethodnih razmatrawa vidimo kako se neka strukturamo`e

opisivati atomskim re~enicama nad odgovaraju}om signaturom.

U nastavku pokazujemo da je mogu}e i obrnuto.

Teorema 1. Za svaki skup atomskih re~enica T nad nekom sig-

naturom L, postoji L-struktura C u kojoj su ta~ne sve re~enice iz

T i svaki element iz C je oblika tC za neki zatvoreni term t.

DOKAZ. Neka je T∗ najmawi u smislu inkluzije skup atomskih

re~enica koji sadr`i T i zadovoqava slede}a dva uslova:

(J1) za svaki zatvoren term t, jednakost t = t pripada T∗;

(J2) ako je α(x) atomi~na formula, a u i v zatvoreni termi takvi

da u = v ∈ T∗, onda: α(u) ∈ T∗ akko α(v) ∈ T∗.

Podse}amo da je α(u) kra}a oznaka za α[x/t]. Neka je M skup svih

zatvorenih termova nad L. Defini{imo relaciju ∼ na M:

t ∼ v akko t = v ∈ T∗.

Doka`imo da je ∼ relacija ekvivalencije na M.

(R) O~igledno, prema uslovu (J1).

(S) Pretpostavimo da je t ∼ v, tj. t = v ∈ T∗. Neka je α(x)
formula x = t. Prema (J1), α(t) ∈ T∗, pa iz uslova (J2) i t = v ∈
T∗, sledi α(v) ∈ T∗, odn. v = t ∈ T∗; dakle, v ∼ t.
(T) Pretpostavimo da je t ∼ v i v ∼ w, tj. t = v, v = w ∈ T∗.
Neka je α(x) formula t = x. Iz α(v) ∈ T∗ i v = w ∈ T∗, prema
(J2), sledi α(w) ∈ T∗, odn. t = w ∈ T∗; dakle t ∼ w.

Neka je C = M/ ∼= {t∼ | t ∈ M}. Defini{imo L-strukturu

C nad C:

� ako je c simbol konstante, onda je cC def
= c∼;

� ako je F operacijski simbol du`ine n, onda FC(t∼1 , . . . , t∼n )
def
=

F(t1, . . . , tn)∼;

� ako je R relacijski simbol du`ine n, onda

RC(t∼1 , . . . , t∼n )
def⇔ R(t1, . . . , tn) ∈ T∗
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Doka`imo da su interpretacije operacijskih i relacijskih sim-

bola dobro definisane.

Neka je F operacijski simbol du`ine n i t1 ∼ v1, . . . , tn ∼ vn.

Neka je α(x1, . . . , xn) formula F(t1, . . . , tn) = F(x1, . . . , xn). Iz

α(t1, . . . , tn), t1 = v1, . . . , tn = vn ∈ T∗, primenom (J2) dovoqan

broj puta zakqu~ujemo da α(t1, . . . , tn) ∈ T∗, odn. F(t1, . . . , tn) =

F(v1, . . . , vn) ∈ T∗, odakle sledi da je F(t1, . . . , tn) ∼ F(v1, . . . , vn),

pa je FC(t∼1 , . . . , t∼n ) = FC(v∼1 , . . . , v∼n ).
NAPOMENA. U dokazu dobre definisanosti operacije FC izo-

stavqeni su neki detaqi i direktno je primewena jedna od posled-

ica osobine (J2). Ukratko }emo ukazati na detaqe koji su izostav-

qeni. Neka je α1(x) formula F(t1, t2, . . . , tn) = F(x, t2, . . . , tn).

Iz α(t1), t1 = v1 ∈ T∗, primenom (J2), sledi α(v1) ∈ T∗, tj.
F(t1, t2, . . . , tn) = F(v1, t2, . . . , tn) ∈ T∗. Daqe, neka je α2(x) for-
mula F(t1, t2, . . . , tn) = F(v1, x, . . . , tn). Iz α(t2), t2 = v2 ∈ T∗,
primenom (J2), sledi α(v2) ∈ T∗, tj.

F(t1, t2, . . . , tn) = F(v1, v2, . . . , tn) ∈ T∗.

Nastavqamo prikazani postupak dok ne dobijemo F(t1, . . . , tn) =

F(v1, . . . , vn) ∈ T∗.
Neka je R relacijski simbol du`ine n i t1 ∼ v1, . . . , tn ∼

vn. Postupaju}i analogno kao u slu~aju operacijskih simbola

dokazujemo da va`i:

R(t1, . . . , tn) ∈ T∗ akko R(v1, . . . , vn) ∈ T∗.

Dakle, korektno je definisanaL-strukturaC nadC. Izdvajamo
najva`nija svojstva strukture C:

� za svaki zatvoreni L-term t va`i: tC = t∼;

� za svaku atomi~nu L-re~enicu α va`i: C |= α akko α ∈ T∗.

� ako je M bilo koja L-struktura takva da M |= T, onda postoji
jedinstveni homomorfizam f : C→ M.

Dokazi prve dve tvrdwe su sasvim jednostavni i iz wih direk-

tno sledi teorema. Prvo tvr|ewe dokazujemo indukcijom po

slo`enosti zatvorenog terma t. Tvr|ewe je trivijalno ta~no ako
je t simbol konstante. Neka je t oblika F(t1, . . . , tn). Tada je

tC = FC(tC
1 , . . . , tC

n )

= FC(t∼1 , . . . , t∼n ) (ind. pretpostavka)

= F(t1, . . . , tn)
∼ = t∼.
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Doka`imo i drugo tvr|ewe. Neka su t1, t2 zatvoreni termi:

C |= t1 = t2 akko tC
1 = tC

2

akko t∼1 = t∼2
akko t1 = t2 ∈ T∗.

Neka jeR relacijski simbol du`ine n ineka su t1, . . . , tn zatvoreni

termi:

C |= R(t1, . . . , tn) akko RC(tC
1 , . . . , tC

n )

akko RC(t∼1 , . . . , t∼n )

akko R(t1, . . . , tn) ∈ T∗.

Posledwe tvr|ewe ima veoma zna~ajne posledice. Neka je TM

skup svih atomskih L-re~enica koje su ta~ne u M. Ako M |= T,
onda je T ⊆ TM.

Neka je f : C → M funkcija definisana sa f (t∼) = tM. Nije

te{ko pokazati da je f dobro-definisano i da je homomorfizam.

Ovo je i jedini homomorfizam iz C u M. Zaista, neka h : C→ M.

Tada za svaki zatvoreni term t va`i h(tC) = tM. Kako je t∼ = tC,

neposredno izvodimo `eqeni zakqu~ak.

NAPOMENA. Za svaki term t i svaku valuaciju v : Var→ C va`i

f (tC[v]) = tM[ f ◦ v].
Ponekad, za potrebe logi~kog programirawa, jednakosti se ne

ubrajaju u atomske formule. U tom slu~aju je mnogo jednostavnije

konstruisati kanonski model jer nema potrebe 'se}i' skup svih

zatvorenih termova nekom relacijom ekvivalencije. Ovako do-

bijeni model naziva se Erbranov univerzum. U algebri je ~esto

potrebna upravo suprotna situacija � posmatraju se samo jed-

nakosti.
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Formule prvog reda. Definabilni skupovi

L-formule, u logici prvog reda, gradimo koriste}i simbole iz

L i tzv. logi~ke simbole:

� beskona~an skup promenqivih Var = {x, y, z, x1, y1, z1, . . .};

� logi~ki veznici: ∧, ∨, ¬,⇒ i⇔;

� logi~ke konstante: ⊥, >;

� kvantifikatori: ∀ (univerzalni) i ∃ (egzistencijalni);

� znak jednakosti: = (ovaj znak se ponekada i izostavqa);

� pomo}ni znaci, tj. uobi~ajeni simboli za zarez i zagrade.

Definicija 4. Skup svih formula jezika L, u oznaci ForL, jeste
najmawi skup kona~nih nizova simbola takav da:

� AtL ⊆ ForL (odnosno, sve atomi~ne formule su formule);

� ako α ∈ ForL, onda ¬α ∈ ForL;

� ako α, β ∈ ForL i ∗ ∈ {∨,∧,⇒,⇔}, onda (α ∗ β) ∈ ForL;

� ako α ∈ ForL, x ∈ Var, onda ∀xα ∈ ForL i ∃xα ∈ ForL.

Definicija skupa formula je induktivna; skupovi formula

su razli~iti za razli~ite izbore sadr`aja jezika L. Pri pisawu

formulaprimewuju se raznidogovoriusvojeniradi jednostavnijeg

i preglednijeg zapisa. Pretpostavqamo da je ~italac upoznat sa

osnovnim konvencijama o pisawu formula, kao {to su pravila o

brisawu zagrada, dogovoreni prioriteti logi~kih veznika itd.

Pojavqivawe promenqive u formuli mo`e biti slobodno ili

vezano. Svako pojavqivawe promenqive koje nije pod dejstvom

kvantifikatora naziva se slobodnim, a ona pojavqivawa koja

jesu pod dejstvom kvantifikatora nazivaju se vezanim.

Sve promenqive koje imaju slobodna pojavqivawa u nekoj for-

muli nazivaju se slobodne promenqive te formule. Skup svih slo-

bodnih promenqivih formule α ozna~avamo sa Fr(α). Funkciju

Fr : ForL → P(Var)preciznodefini{emoindukcijompo slo`enosti
formule:

� Fr(⊥) = Fr(>) = ∅;

� Fr(u = v) = V(u) ∪V(v), u, v ∈ TermL;

� Fr(R(t1, . . . , tar(R))) = V(t1) ∪ · · · ∪V(tar(R)),

R ∈ RelL, t1, . . . , tar(R) ∈ TermL;

� Fr(¬α) = Fr(α);
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� Fr(α ∗ β) = Fr(α) ∪ Fr(β), ∗ ∈ {∨,∧,⇒,⇔};

� Fr(∀xα) = Fr(∃xα) = Fr(α) \ {x}, x ∈ Var.

Za svaku formulu α, skup Fr(α) je kona~an. Ako je Fr(α) ⊆
{x1, . . . , xn}, ondaformulu α ozna~avamoi sa α(x1, x2, . . . , xn) kada

`elimo da istaknemo ~iwenicu da su sve slobodne promenqive

formule α neke od promenqivih x1, x2, . . . , xn.

Definicija 5. Formula σ je re~enica jezikaL ako nema slobodnih

promenqivih, tj. ako je Fr(α) = ∅. Skup svih re~enica jezika L

ozna~avamo sa SentL.

Ako je L najvi{e prebrojiv skup, onda su skupovi TermL, ForL
i SentL prebrojivi.

Relacija zadovoqewa

Ako je zadat model M jezika L i valuacija v : Var → M, onda

svakoj formuli α ∈ ForL pridru`ujemo istinitosnu vrednost

αM[v] ∈ {0, 1} koju nazivamo istinitosna vrednost formule α

u modelu M za valuaciju v. Funkciju α 7→ αM[v] defini{emo
indukcijom po slo`enosti formule α (pri ~emu uzimamo u obzir

uobi~ajene logi~ke operacije na skupu {0, 1} i poredak 0 < 1):

� ⊥M[v] = 0, >M[v] = 1;

� (u = v)M[v] = 1 akko uM[v] = vM[v], u, v ∈ TermL;

�

(
R(t1, . . . , tar(R))

)M
[v] = 1 akko RM(tM

1 [v], . . . , tM
ar(R)[v]), tj.

(tM
1 [v], . . . , tM

ar(R)[v]) ∈ RM, R ∈ RelL, t1, . . . , tar(R) ∈ TermL;

� (¬α)M[v] = ¬ αM[v];

� (α ∗ β)M[v] = αM[v] ∗ βM[v], ∗ ∈ {∨,∧,⇒,⇔};

� (∀xα)M[v] = min{αM[v(x := a)] | a ∈ M};

� (∃xα)M[v] = max{αM[v(x := a)] | a ∈ M}. Podse}amo da je v(x := a) valuacija koja
promenqivama dodequje iste vrednosti

kao i valuacija v, osim promenqivoj x
kojoj dodequje vrednost a, ili preciznije
v(x := a) : Var→ M i

v(x := a)(v) =
{

v(v), v 6= x,
a, v = x.

Na istinitosnu vrednost formule u nekom modelu uti~u samo

vrednosti slobodnih promenqivih te formule.

Lema 9. Neka je M proizvoqan model jezika L i v1, v2 : Var→ M
dve valuacije. Za svaku formulu α ∈ ForL, ako je v1(v) = v2(v),
za sve v ∈ Fr(α), onda je αM[v1] = αM[v2].

Zakqu~ujemo da je pri odre|ivawu istinitosne vrednosti for-

mule α(x1, . . . , xn) u modelu M za valuaciju v : Var→ M zna~ajna

samo restrikcija v � {x1, . . . , xn}. Restrikcije svih valuacija

mo`emo identifikovati sa skupom Mn, pa za ~a = (a1, . . . , an) ∈
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Mn, sa αM[~a] ozna~avamo odgovaraju}u istinitosnu vrednost for-
mule α u modelu M.

Definicija 6. Formula α je ta~na (tj. va`i) u modelu M za ~a, u
oznaci M |= α[~a], ako je αM[~a] = 1.

PRIMER 4. Ovaj primer je nastavak primera 1, u kome smo posma-

trali jezik L = {6,+, ·, 0, 1} i tri modela ovog jezika: R = (R,6
,+, ·, 0, 1), Z = (Z,6,+, ·, 0, 1) i X = ({a, b, c},C, ∗, ◦, a, b), gde je

C= {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, c), (a, c)}, a operacije ∗ i ◦ su zadate

tablicama.

∗ a b c
a a b c
b b c a
c c a b

◦ a b c
a a a a
b a b c
c a c b

Neka je ϕ(x, y) formula ∃z(0 6 z ∧ z 6= 0 ∧ x + z 6 y ∧ x + z 6= y). U Za izraze t1 i t2, zapisom t1 6= t2
skra}ujemo formulu ¬t1 = t2strukturi R za valuaciju x 7→ 5, y 7→ 6, navedena formula jeste ta~na,

R |= ϕ[5, 6], jer postoji realan broj z ve}i od nule takav da je 5 + z 6 6
i 5 + z 6= 6. Navedena valuacija mo`e se shvatiti i kao valuacija

promenqivih u Z, ali tada Z 6|= ϕ[5, 6]. Ako promenimo valuaciju, i

stavimo, na primer, x 7→ 5, y 7→ 5, onda R 6|= ϕ[5, 5] i Z 6|= ϕ[5, 5].
Ispitajmo ta~nost formule ϕ(x, y) u strukturi X pri valuaciji x 7→

a i x 7→ c. To zna~i da treba ispitati da li postoji z ∈ X = {a, b, c}
takav da je a C z, z 6= a, a ∗ z C c i a ∗ z 6= c. Odgovor je potvrdan,

b je element koji zadovoqava navedene uslove: a C b (tj. (a, b) ∈C),
b 6= a, a ∗ b = b C c i a ∗ b = b 6= c. Ostavqamo ~itaocima da provere
ta~nost formule ϕ u modelu X za neke druge valuacije. Na primer, da

li je X |= ϕ[a, b]?

Ako je M neka L-struktura i ϕ(x1, . . . , xn) neka L-formula, za

skup, tj. n-arnu relaciju skupa M

ϕ[Mn] = {(a1, . . . , an) ∈ Mn | M |= ϕ[a1, . . . , an]}

ka`emo da je definisan formulom ϕ.

Definicija 7. Neka je M neka L-struktura. Skup D ⊆ Mn je

definabilan ako postoji formula ϕ(x1, . . . , xn) takva da je D =

ϕ[Mn].

PRIMER 5. Neka jeR binarnirelacijski simboliA = ({a, b, c, d}, RA)

struktura, pri ~emu je RA = {(a, b), (b, a), (b, c), (c, c)}.
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ϕ(x) A |= ϕ[?] ϕ[A]

∀y¬R(x, y) A 6|= ϕ[a], A 6|= ϕ[b], A 6|= ϕ[c], A |= ϕ[d] {d}
∃yR(x, y) ∧ ∃yR(y, x) A |= ϕ[a], A |= ϕ[b], A |= ϕ[c], A 6|= ϕ[d] {a, b, c}

Dakle, podskupovi {a, b, c} i {d} su definabilni. Navesti formule koje
defini{u sve ostale podskupove od {a, b, c, d}.

PRIMER 6. 1)Posmatrajmo algebruR = (R,+, ·, 0, 1). Da li je uobi~ajeno
ure|ewe realnih brojeva definabilno u ovoj strukturi?

Primetimo najpre da je definabilan podskup svih nenegativnih bro-

jeva, tj. da li postoji formula ϕ(x) takva da za sve r ∈ R va`i:

R |= ϕ[r] akko r ∈ [0,+∞)

akko r > 0

Tra`ena formula postoji: ∃y x = y · y. Ure|ewe realnih brojeva

defini{e formula ψ(x, y) data sa ∃z x + (z · z) = y; za sve a, b ∈ R,

R |= ψ[a, b] akko a 6 b

akko postoji c tako da je a + c = b.

2)Izdvajamoneke definabilnepodskupove domena strukture (N, s,+, ·, 0): s je operacija sledbenik.

� strogo ure|ewe je desinabilno formulom ∃z x + Sz = y

� svaki jedno~lani skup {n} je definabilan

{0} defini{e formula x = 0

{1} defini{e formula x = s0

{2} defini{e formula x = ss0 . . .

skup prostih brojeva je definabilan formulom:

1 < x ∧ ∀y∀z (x = y · z⇒ y = 1∨ z = 1).

U navedenoj formuli kori{}ena je definabilnost strogog ure|ewa, i

elementa 1; naravno, mo`emo sastaviti odgovaraju}u formulu na po-

laznoj signaturi:

∃z (s0 + sz = sx) ∧ ∀y∀z (x = y · z⇒ y = s0∨ z = s0).

3) Da li je skup prostih brojeva definabilan u strukturi (N+, |),
gde je N+ = {1, 2, 3, 4, . . .}? Primetimo najpre da je element 1 (tj. skup

{1}) definabilan formulom ∀y x | y. Skup prostih brojeva defini{e

formula:

x 6= 1∧ ∀y(y | x ⇒ y = 1∨ y = x).

4) Neka je R binarni relacijski simbol i A = ({a, b, c}, RA) struk-

tura, pri ~emu je RA = {(a, b), (a, c)}.
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� Skup ∅ defini{e formula x 6= x.

� Skup {b} defini{e formula ∃y Rxy.

� Skup {a, c} defini{e formula ∃y Ryx.

� Skup {a, b, c} defini{e formula x = x.

Da li je {a} definabilan skup? Intuitivno, odgovor je negativan, jer

ne postoji 'svojstvo' kojim bi se element a mogao razlikovati od elemeta
c.

Teorema 2. Ako f : A ∼= B, onda za svaku formulu ϕ i svaku

valuaciju v : Var→ A va`i:

A |= ϕ[v] akko B |= ϕ[ f ◦ v].

DOKAZ. Kako je f utapawe, tvr|ewe va`i za svaku atomsku for-

mulu. Indukcijom po slo`enosti formule dokazuje se da tvr|ewe

va`i za sve formule. Navodimo samo slu~aj kada je ϕ oblika ∃xθ,

pretpostavqaju}i da je tvr|ewe ta~no za formulu θ:

A |= ∃x θ[v] akko postoji a ∈ A tako da A |= θ[v(x := a)]

akko postoji a ∈ A tako da B |= θ[ f ◦ v(x := a)]

akko postoji a ∈ A tako da B |= θ[( f ◦ v)(x := f (a))]

akko postoji b ∈ B tako da B |= θ[( f ◦ v)(x := b)] (jer je f bijekcija.)

akko B |= ∃x θ[ f ◦ v]

Posledica 2. Ako f : A ∼= A (tj. f je automorfizam strukture A)

i D ⊆ An definabilan skup, onda za sve a1, . . . , an ∈ A va`i:

(a1, . . . , an) ∈ D akko ( f (a1), . . . , f (an)) ∈ D.

PRIMER 7. 1) U prethodnom primeru je nagove{teno da skup {a} nije
definabilan u strukturi A = ({a, b, c}, RA), pri ~emu je RA data na

slede}oj slici.

Nije te{ko proveriti da je f =

(
a b c
c b a

)
automorfizam struk-

ture A. Prema prethodnoj posledici, za svaki definabilan podskup D
i svaki x ∈ {a, b, c} va`i: x ∈ D akko f (x) ∈ D. Posebno, a ∈ D akko

c ∈ D, pa samim tim {a} nije definabilan skup.
2) Skup prirodnih brojeva N nije definabilan u strukturi (R,<).

Zaista, f : R → R, f (x) = x3 je automorfizam strukture (R,<), pa

ako bi N bio definabilan onda bi za svaki a ∈ R va`ilo: a ∈N akko

f (a) ∈N. Naravno, ova ekvivalencija nije ta~na za a = 3
√

2.
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Re~enice su formule u kojima nema promenqivih koje se slo-

bodno pojavquju; α je re~inica ako je Fr(α) = ∅. Istinitosna

vrednost re~enice zavisi samo od izabranog modela M, a valu-

acije nisu od zna~aja pa ih potpuno izostavqamo iz razmatrawa.

^iwenicu da je re~enica α ta~na u M ozna~avamo sa M |= α ({to

zna~i da je M |= α[v], za bilo koju valucaiju).

Posledica 3. Ako f : A ∼= B, onda za svaku re~einicu σ va`i:

A |= σ akko B |= σ.

PRIMER 8. Prethodno tvr|ewe se koristi da se doka`e da dve strukture

nisu izomorfne: tra`i se svojstvo prvog reda koja je ta~na u jednoj, a

nije ta~na u drugoj. Na primer, (N,<) 6∼= (Z,<), jer

(N,<) 6|= ∀x∃y (y < x) (Z,<) |= ∀x∃y (y < x).

ZADATAK 15. Dato je nekoliko modela signature L = {∗, ?, a, b}
(FunL = {∗, ?}, ar(∗) = ar(?) = 2, ConstL = {a, b}):

� Z1 = (Z,+, ·, 0, 1);

� Z2 = (Z×Z,⊕,�, (0, 0), (1, 0)), pri ~emu je

(k, `)⊕ (m, n) = (k + m, `+ n) i

(k, `)� (m, n) = (k ·m− ` · n, k · n + ` ·m).

� Z3 =

(
M2(Z),�, �,

[
0 0
0 0

]
,

[
1 0
0 1

])
, pri ~emu je M2(Z)

skup svih kvadratnih matrica tipa 2× 2 nad Z,[
k `

m n

]
�

[
k′ `′

m′ n′

]
=

[
k + k′ `+ `′

m + m′ n + n′

]
[

k `

m n

]
�

[
k′ `′

m′ n′

]
=

[
kk′ + `m′ k`′ + `n′

mk′ + nm′ m`′ + nn′

]
Na}i bar po jednu re~enicu signature L koja va`i u jednoj od

ovih struktura i ne va`i u ostale dve.

Vaqane formule

Posebno su zna~ajne re~enice koje su ta~ne u bilo kojoj strukturi

odgovaraju}eg jezika.

Definicija 8. Formula α ∈ ForL je vaqana, u oznaci |= α, ako

za svaki model M i svaku valuaciju v : Var → M va`i M |=
α[v]. Specijalno, re~enica σ ∈ SentL je vaqana ({to }e biti

i najva`niji slu~ajevi vaqanih formula) ako je ta~na u svakom

modelu jezika L.
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Obrazlo`imo najpre komentar naveden u zagradi u prethod-

noj definiciji, tj. razloge zbog kojih ne moramo razmatrati

vaqane formule ve} pa`wu mo`emo usmeriti samo na vaqane

re~enice. Ako je α(x1, . . . , xn) vaqana formula, onda je to i weno

univerzalno zatvorewe, tj. re~enica ∀x1 . . . ∀xnα(x1, . . . , xn).

Na`alost, za razliku od iskaznih formula, ne postoji uni-

verzalni postupak pomo}u kojeg bismo mogli da ispitamo val-

janost bilo koje formule logike prvog reda. Neke op{te zakqu~ke

ipak mo`emo da izvedemo.

Instance iskaznih tautologija. Sve formule logike prvog reda

koje su instance iskaznih tautologija sigurno su vaqane. Pod

instancom tautologije podrazumevamo formulu koja se dobija za-

menom svih iskaznih slova nekim formulama prvog reda pri ~emu

naravno ista slova mewamo istim formulama. Svaka tautologija

ima neograni~eno mnogo instanci. Na primer, instance tau-

tologije p ⇒ (q ⇒ p) su formule α ⇒ (β ⇒ α), za bilo koje

α, β ∈ ForL. Nije te{ko uo~iti da su instance tautologija za-

ista vaqane: ako je τ(p1, . . . , pn) tautologija, onda je formula τ,

dobijena tako {to su slova p1, . . . , pn redom zamewena formulama

α1, . . . , αn ∈ ForL, vaqana.

Svojstva implikacije:

|= α⇒ α

|= ⊥ ⇒ α |= α⇒ >
|= (α⇒ β)⇒ ((β⇒ γ)⇒ (α⇒ γ)) tranzitivnost implikacije

|= (α⇒ β) ∨ (β⇒ α) linearnost implikacije

Svojstva konjunkcije:

|= α ∧ β⇒ α |= α ∧ β⇒ β

|= (γ⇒ α)⇒ ((γ⇒ β)⇒ (γ⇒ α ∧ β)) formula α ∧ β je najve}e dowe ograni~ewe za α i β
Svojstva disjunkcije:

|= α⇒ α ∨ β |= β⇒ α ∨ β

|= (α⇒ γ)⇒ ((β⇒ γ)⇒ (α ∨ β⇒ γ)) formula α ∨ β je najmawe gorwe ograni~ewe za α i β
Svojstva negacije:

|= α ∧ ¬α⇒ β ex f also quodibet � iz la`ne pretpostavke sledi sve ({to `eli{)
|= (α⇒ β)⇒ ((α⇒ ¬β)⇒ ¬α) reduction ad absurdum � svo|ewe na protivre~nost

|= α ∨ ¬α zakon iskqu~ewa tre}eg

Korisno je izdvojiti i neke ekvivalentne formule � formule

koje imaju iste istinitosne vrednosti u svim modelima, za svaku

valuaciju. Umesto |= α⇔ β, kra}e pi{emo α ≡ β.
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α ∧ α ≡ α α ∨ α ≡ α zakoni idempotentnosti

α ∧ (α ∨ β) ≡ α α ∨ (α ∧ β) ≡ α zakoni apsorpcije

α ∧ β ≡ β ∧ α α ∨ β ≡ β ∨ α zakoni komutativnosti

α ∧ (β ∧ γ) ≡ (α ∧ β) ∧ γ α ∨ (β ∨ γ) ≡ (α ∨ β) ∨ γ zakoni asocijativnosti

α ∧ (β ∨ γ) ≡ (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ) zakoni distributivnosti ∧ prema ∨
α ∨ (β ∧ γ) ≡ (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ) zakoni distributivnosti ∨ prema ∧
¬(α ∧ β) ≡ (¬α ∨ ¬β) De Morganov zakon

¬(α ∨ β) ≡ (¬α ∧ ¬β) De Morganov zakon

(α⇒ β) ≡ (¬β⇒ ¬α) zakon kontrapozicije

α ≡ ¬¬α zakon dvojne negacije

α⇒ β ≡ ¬α ∨ β

Postoji dosta vaqanih formula koje nisu instance iskaznih

tautologija. Navodimo neke od najjednostavnijih.

Univerzalni kvantor i konjunkcija; egzistencijalni kvantor i

disjunkcija. Da se univerzalni kvantifikator �lepo sla`e� sa ∀x(α ∧ β) ≡ ∀xα ∧ ∀xβ
∃x(α ∨ β) ≡ ∃xα ∨ ∃xβkonjunkcijom, a egzistencijalni sa disjunkcijom, pokazuju naredne

dve vaqane formule (za bilo koje α, β ∈ ForL).

∀x(α ∧ β)⇔ ∀xα ∧ ∀xβ i ∃x(α ∨ β)⇔ ∃xα ∨ ∃xβ

U vaqanost prve formule jednostavno se uveravamo:

(∀x(α ∧ β))M [v] = min
a∈M

(α ∧ β)M[v(x := a)]

= min
a∈M

min{αM[v(x := a)], βM[v(x := a)]}

= min{min
a∈M

αM[v(x := a)], min
a∈M

βM[v(x := a)]}

= min{(∀xα)M[v], (∀xβ)M[v]}
= (∀xα ∧ ∀xβ)M[v]

Na potpuno analogan na~in proveravamo i vaqanost druge for-

mule.

Univerzalni kvantor i disjunkcija; Egzistencijalni kvantor i

konjunkcija. Univerzalni kvantifikator se samo �delimi~no

sla`e� sa disjunkcijom, a egzistencijani sa konjunkcijom. Slede}e

formule su vaqane (α, β ∈ ForL):

∀x(α ∨ β)⇐ ∀xα ∨ ∀xβ i ∃x(α ∧ β)⇒ ∃xα ∧ ∃xβ.

(∀x(α ∨ β))M [v] = min
a∈M

(α ∨ β)M[v(x := a)]

= min
a∈M

max{αM[v(x := a)], βM[v(x := a)]}

> max{min
a∈M

αM[v(x := a)], min
a∈M

βM[v(x := a)]}

= max{(∀xα)M[v], (∀xβ)M[v]}
= (∀xα ∨ ∀xβ)M[v]
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Da obrnute implikacije navedenih formula nisu vaqane jed-

nostavno pokazujemo. Izaberimo, na primer jezik koji sadr`i

dva unarna relacijska simbola U i V i interpretirajmo ih

na skupu prirodnih brojeva N: UN = 2N = {0, 2, 4, . . .} i

VN = 2N + 1 = {1, 3, 5, . . .}. Tada N |= ∀x(U(x) ∨ V(x)), ali
N 6|= ∀xU(x) ∨ ∀xV(x), tj. N 6|= ∀x(U(x) ∨ V(x)) ⇒ ∀xU(x) ∨
∀xV(x). Tako|e, N 6|= ∃xU(x) ∧ ∃xV(x)⇒ ∃x(U(x) ∧V(x)).

Ukoliko x nije slobodna promenqiva formule α, onda su va-

qane i formule ∀x(α ∨ β)⇔ α ∨ ∀xβ i ∃x(α ∧ β)⇔ α ∧ ∃xβ.

Dva uzastopna kvantora. Dva kvantifikatora iste vrste mogu ∀x∀yα ≡ ∀y∀xα
∃x∃yα ≡ ∃y∃xαzameniti mesta. Vaqane su slede}e formule ∀x∀yα ⇔ ∀y∀xα i

∃x∃yα ⇔ ∃y∃xα, za bilo koju formulu α. Za bilo koje α vaqana

je i slede}a formula ∃x∀yα ⇒ ∀y∃xα. Obrnuta implikacija

nije vaqana. Na primer, ako binarni relacijski simbol R in-

terpretiramo na skupu prirodnih brojeva N kao strogo ure|ewe,

RN =<, onda N 6|= ∀y∃xR(x, y)⇒ ∃x∀yR(x, y)
De Morganovi zakoni za kvantore. Vaqane su slede}e re~enice ¬∀xα ≡ ∃x¬α

¬∃xα ≡ ∀x¬α¬∀xα⇔ ∃x¬α i ¬∃xα⇔ ∀x¬α.

(¬∀xα)M [v] = 1−min
a∈M

αM[v(x := a)] = max
a∈M

(1− αM[v(x := a)])

= max
a∈M

(¬αM[v(x := a)])

= (∃x¬α)M[v]

Zamena promenqive termom. Posebnu pa`wu zaslu`uje slede}a

~iwenica: ako je t zatvoren izraz nekog jezika i α formula istog

jezika, onda je formula ∀xα⇒ α(x/t) vaqana, pri ~emu je α(x/t)
formula dobijena iz α tako {to su sva slobodna pojavqivawa

promenqive x zamewena izrazom t. Naime, za bilo koji model M
i valuaciju v va`i:

(∀xα)M[v] = min
a∈M

αM[v(x := a)] 6 αM[v(x := tM[v])]
(∗)
=α(x/t)M[v].

Dokaz jednakosti (∗) prepu{tamo ~itaocima. Prirodno je zap-

itati se da li }e formula ∀xα ⇒ α(x/t) biti vaqana za bilo

koji izraz (koji ne mora biti zatvoren). Negativan odgovor daje

slede}i jednostavan primer na jeziku koji sadr`i jedan binarni

relacijski simbol <. Neka je α formula ∃y (x < y) (pa je ∀xα

formula ∀x∃y (x < y)) i t promenqiva y. Tada je α(x/t) formula
∃y (y < y). Ako < interpretiramo u skupu prirodnih brojeva N

kao strogo ure|ewe, tada N |= ∀x∃y (x < y) i N 6|= ∃y (y < y),
tj. N |= ∀xα, ali N 6|= α(x/t). Ve} na prvi pogled vidimo

da je problem to {to je nakon zamene promenqive x sa y u for-

muli α(x/y) promenqiva y postala vezana. Ukoliko se to ne

dogodi, problemi nestaju. Zaista, ako je α′ formula ∃z (x < z) i
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t promenqiva y, tada je α′(x/t) formula ∃z (y < z). Iz ta~nosti
re~enice ∀x∃z (x < z) u nekom modelu, sledi ta~nost formule

∃z (y < z) u istom modelu za bilo koju valuaciju. Ako primetimo

da se ne razlikuju zna~ewa formula ∀x∃y (x < y) i ∀x∃z (x < z)
u bilo kom modelu, onda jednostavno nalazimo re{ewe pomenutih

problema koje se zasniva na slede}im op{tim ~iwenicama:

1. ako je formula α′ varijanta formule α, tj. ako se α′ dobija

preimenovawem svih vezanih pojavqivawa neke promenqive u

formuli α novom promenqivom koja se ne pojavquje (ni slo-

bodno ni vezano) u α, onda je formula α′ ⇔ α vaqana;

2. ako nakon zamene svih slobodnih pojavqivawa promenqive x u
formuli α izrazom t, nijedna promenqiva izraza t nije postala
vezana, onda je formula ∀xα⇒ α(x/t) vaqana.

Kqu~ni korak u opravdavawu druge tvrdwe jeste dokaz da pod

uvedenim pretpostavkama va`i jednakost αM[v(x := tM[v])] =

α(x/t)M[v], za bilo koji model M i valuaciju v.
Da bismo izbegli nepotrebno optere}ivawe teksta usvajamo

slede}e dogovor: za formulu α, promenqivu x i izraz t, formula
α[x/t] ozna~ava bilo koju od formula α′(x/t), gde je α′ varijanta

formule α dobijena preimenovawem svih vezanih pojavqivawa

neke promenqive u formuli α novom promenqivom koja se ne

pojavquje (ni slobodno ni vezano) u α niti se pojavquje u izrazu

t. Dakle, ∀xα⇒ α(x/t) je vaqana formula.

Normalne forme

^esto je pogodno formule transformisati u neki pogodniji ob-

lik, koriste}iizdvojene ekvivalentneformulei slede}ao~igledna

svojstva:

(R) α ≡ α, tj. |= α⇔ α, za svaku formulu α;

(S) ako je α ≡ β, onda je i β ≡ α, za bilo koje formule α, β (iz

|= α⇔ β sledi |= β⇔ α);

(T) ako je α ≡ β i β ≡ γ, onda je i α ≡ γ, za bilo koje formule α,

β, γ (iz |= α⇔ β i |= β⇔ γ, sledi |= α⇔ γ);

(K) ako je α ≡ β, onda je ¬α ≡ ¬β; ako je α ≡ β i γ ≡ δ, onda je i

α ∗ γ ≡ β ∗ δ, pri ~emu je ∗ neki od logi~kih veznika ∧, ∨,⇒;

ako je α ≡ β i x neka promenqiva, onda je Qxα ≡ Qxβ, gde je Q
jedan od kvantifikatora ∀ ili ∃.

Definicija 9. Formula α je u preneks normalnoj formi ukoliko

je oblika Q1x1 . . . Qnxnθ, gde je svaki Qi neki kvantifikator, a θ
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je formula bez kvantifikatora (Q1x1 . . . Qnxn se naziva prefiks

formule α). Prefiks mo`e biti prazan, pa se i svaka formula bez

kvantifikatora smatra formulom u preneks normalnoj formi.

Lema 10. Svakaformula je ekvivalentnaformuli koja je u preneks

normalnoj formi.

Dokaz leme skicira}emo u narednom primeru.

PRIMER 9. Neka je RelL = {R, S}, ar(R) = ar(S) = 2. Trans-

formi{imo formulu ¬∃x¬(∃yR(x, y) ⇒ ∃yS(x, y)) u preneks nor-

malnu formu.

¬∃x¬(∃yR(x, y)⇒ ∃yS(x, y))
≡ ¬∃x¬(¬∃yR(x, y) ∨ ∃yS(x, y))

1. Eliminisati veznike⇒ i⇔

≡ ∀x¬¬(¬∃yR(x, y) ∨ ∃yS(x, y))
≡ ∀x(¬∃yR(x, y) ∨ ∃yS(x, y))
≡ ∀x(∀y¬R(x, y) ∨ ∃yS(x, y))

2. Primewivati DeMorganove zakone (za vez-

nike i kvantifikatore) uz eliminaciju dvoj-

nih negacija dok god se negacije �ne spuste�

do atomskih formula
≡ ∀x∀y(¬R(x, y) ∨ ∃yS(x, y))
≡ ∀x∀y(¬R(x, y) ∨ ∃zS(x, z))
≡ ∀x∀y∃z(¬R(x, y) ∨ S(x, z))

3. Izvla~iti kvantifikatore napred uz pre-

imenovawe vezanih promenqivih kada je to

potrebno.

Nije te{ko uo~iti da se data formula mo`e transformisati i u

slede}i preneks oblik ∀x∃y∀z(¬R(x, z) ∨ S(x, y)), pa zakqu~ujemo da

jedna formula mo`e da ima vi{e preneks formi. Pored toga, for-

mula u preneks formi mo`e biti ekvivalentna sintaksno razli~itim

formulama.

PRIMER 10. Preneks normalnaforma nekeformulemo`e biti posebno

korisna prilikom nala`ewa modela te formule.

Posmatrajmo formulu iz prethodnog primera ¬∃x¬(∃yR(x, y) ⇒
∃yS(x, y)). Umesto da tragamo za modelom ove formule, mnogo je jednos-

tavnije potra`itimodelwenepreneks normalneforme∀x∀y∃z(¬R(x, y)∨
S(x, z)). Dakle, treba da odredimo neki skup M i na wemu dve bina-

rne relacije RM i SM, tako da za svaka dva elementa x, y ∈ M postoji

neki z ∈ M takav da iz RM(x, y) sledi da SM(x, z). Ovo }emo najjed-

nostavnije posti}i, ako najpre defini{emo jednu pomo}nu funkciju

f : M × M → M, koja za svaki par elemenata (x, y) ∈ M2 odre|uje

`eqeni element f (x, y). Tada, kako god da defini{emo relaciju RM,

mo`emo uzeti da je SM = {(x, f (x, y)) | RM(x, y)}. Na primer, ako je

M = {a, b}, f : M×M→ M je definisana sa

f a b
a a b
b b a

i RM = {(a, a), (b, a)}, onda ako uzmemo da je SM = {(a, a), (b, b)},
zakqu~ujemo da (M, RM, SM) |= ¬∃x¬(∃yR(x, y)⇒ ∃yS(x, y)).
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Opisanim postupkom jednostavno nalazimo i kontramodel date for-

mule, tj. model formule ∃x∃y∀z(R(x, y)∧¬S(x, z)). Nije te{ko uo~iti
da domen tra`enog modela M treba da sadr`i neka dva elementa a i b,
takva da je RM(a, b), ali da SM ne sadr`i nijedan par ~ija je prva koor-

dinata a. Ostavqamo ~itaocu da navede primer ovakvog modela.

U prethodnom primeru ilustrovana je jedna veoma zvna~jna

metoda � skolemizacija. Neka je ϕ formula signatudre L i Skolem (1887�1963) je bio norve{ki

matemati~ar.ϕ ≡ Q1x1 · · ·Qnxnθ, pri ~emu je θ formula bez kvantifikatora.

Neka su i1 < . . . < im indeksi takvi da je Qij , j = 1, m, egzis-

tencijalni kvantifikator ∃. Pro{irimo signaturu L novim

operacijskim simbolima f1, . . . , fm, takvim da je ar( f j) = ij − j,
j = 1, m; pro{ireni jezik ozna~avamo LS:

LS = L∪ { f1, . . . , fm}.

Primetimo da je du`ina simbola fij jednaka broju univerzalnih

kvanitifkatora koji se u preneks formi Q1x1 · · ·Qnxnθ nalaze

levo do (egzistencijalnog) kvantifikatora Qij . Neka je tj, j =

1, m, term dobijen primenom simbola fij na univerzalno kvan-

tifikovane promenqive levo od Qij . Skolemova forma formule

ϕ jeste formula ϕS dobijena:

� izostavqawem egzistencijalnih kvanitifikatora iz prefiksa

Q1x1 · · ·Qnxn, tj. Qij xij , j = 1, m;

� zamenom promenqive xij u θ termom tj, j = 1, m.

PRIMER 11. Odredimo Skolemovu formu formule ϕ oblika

∃y0∀x1∀x2∃y1∀x3∃y3θ(x1, x2, x3, y0, y1, y2),

pri ~emu je θ formula bez kvantifikatora neke signature L. Najpre

dodajemo nove operacijske simbole: LS = L ∪ {c, f , g}, pri ~emu je

ar(c) = 0 (tj. c je simbol konstante), ar( f ) = 2 i ar(g) = 3, a zatim

sastavqamo formulu ϕS u Skolemovom obliku:

∀x1∀x2∀x3θ(x1, x2, x3, c, f (x1, x2), g(x1, x2, x3)).

Lema 11. |= ϕS ⇒ ϕ

DOKAZ. Pretpostavimo da je ϕ data u preneks normalnoj formi i

da je nϕ broj egzistencijalnih kvantifikatora u prefiksu. Neka

jeM LS-struktura i v : Var→ M valuacija, tako da jeM |= ϕS[v],
gde je ϕS Skolemova forma formule ϕ. Treba dokazati da M |=
ϕ[v]. Dokaz sprovodimo indukcijom po nϕ.

Ako je nϕ = 0, formule ϕ i ϕS su istovetne i tvr|ewe trivi-

jalno va`i.



32 MLUR

Ako je nϕ > 1, tada je ϕ oblika ∀x1 · · · ∀xm∃yθ, gde je θ for-

mula u preneks formi sa nϕ− 1 egzistencijalnih kvantifikatora
u prefiksu. Neka je ϕ′ formula ∀x1 · · · ∀xmθ i L′S pro{irena

signatura za Skolemovu formu formule ϕ′ i f funkcijski znak

du`ine m tako da je:

LS = L′S ∪ { f }, ar( f ) = m.

Formule ϕS i ϕ′(y/ f (x))S su ekvivalentne, paM |= ϕ′(y/ f (x))S[v].
Prema induktivnoj pretpostavci M |= ϕ′(y/ f (x))[v], odnosno

M |= ∀x1 · · · ∀xmθ(y/ f (x))[v].

Za sve a1, . . . , am ∈ M, va`i

M |= θ(y/ f (x))[v(x1 := a1, . . . , xm := am)],

odnosno M |= θ[v(x1 := a1, . . . , xm := am, y := f M(a))], odakle
sledi M |= ∃yθ[v(x1 := a1, . . . , xm := am)]. Dakle,

M |= ∀x1 · · · ∀xm∃yθ[v], tj. M |= ϕ[v].

Lema 12. Ako M |= ϕ, onda postoji ekspanzija MS modela M
takva da je MS |= ϕS.

DOKAZ. Pretpostavimo da je ϕ formula oblika

∀x1 · · · ∀xk∃yθ(x1, . . . , xk, y),

pri ~emu je θ formula bez kvantifikatora. Iz

M |= ∀x1 · · · ∀xk∃yθ(x1, . . . , xk, y)

sledi da svaka k-torka a = (a1, . . . , ak) elemenata iz M odre|uje

jedan neprazan skup,

Ya = {b ∈ M | M |= θ[a1, . . . , ak, b]} 6= ∅.

Prema aksiomi izbora postoji funkcija f : Mk → M takva da

f (a) ∈ Ya, za sve a ∈ Mk. Ako je F novi operacijski simbol

du`ine k koji ne pripada signaturi formule ϕ, onda je ϕS for-

mula

∀x1 · · · ∀xkθ[y/ f (x1, . . . , xk)].

Ako je MS = (M, f ) ekstenzija strukture M, pri ~emu je FMS = f ,
nije te{ko uo~iti da

MS |= ∀x1 · · · ∀xkθ[y/ f (x1, . . . , xk)],

tj. MS |= ϕS.
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Posledica 4. 1) Formula ϕ je zadovoqiva akko je zadovoqiva

formula ϕS.

2) Formula ϕ je vaqana akko (¬ϕ)S nije zadovoqiva.

PRIMER 12. Da bismo pokazali da je neka formula ϕ vaqana: mo`emo

najpre na}i preneks konjunktivnu normalnu formu formule ¬ϕ, a nakon

skolemizacijei transformacijeformule bez kvantifikatora u konjunktivnu

normalnu formu, primenom tzv. rezolucije na odgovaraju}i skup klauza

izvesti praznu klauzu. Detaqniji prikaz metode rezolucije

bi}e dat na ve`bama.Doka`imo pomo}u rezolucije da je formula

∃x(∃y(P(y)⇒ ∃zQ(z))⇒ (P(x)⇒ Q(x)))

vaqana.

Ozna~imo sa ϕ datu formulu.

¬ϕ ≡ ¬∃x(∃y(P(y)⇒ ∃zQ(z))⇒ (P(x)⇒ Q(x)))

≡ ¬∃x(¬∃y(¬P(y) ∨ ∃zQ(z)) ∨ ¬P(x) ∨Q(x))

≡ ∀x(∃y(¬P(y) ∨ ∃zQ(z)) ∧ P(x) ∧ ¬Q(x))

≡ ∀x∃y∃z((¬P(y) ∨Q(z)) ∧ P(x) ∧ ¬Q(x))

Skolemizacija.

∀x((¬P( f (x)) ∨Q(g(x))) ∧ P(x) ∧ ¬Q(x))

≡ ∀x(¬P( f (x)) ∨Q(g(x)) ∧ ∀xP(x) ∧ ∀x¬Q(x)

≡ ∀x(¬P( f (x)) ∨Q(g(x)) ∧ ∀uP(u) ∧ ∀v¬Q(v)

Neka je C1 : ¬P( f (x)), Q(g(x)); C2 : P(u); C3 : ¬Q(v). Nije te{ko
uo~iti da E nema model (tj. da iz E = {C1, C2, C3} izvodimo praznu

klauzu), pa ni ¬ϕ nema model.
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Semanti~ka i sintaksna posledica

Semanti~ka posledica

Problemispitivawa (ne)zadovoqivostineke re~enice, prirodno

se pro{iruje na problem ispitivawa (ne)zadovoqivosti nekog

skupa re~enica, tj. neke teorije. Bilo koji skup re~enica T ⊆
SentL naziva se teorijom jezika L, a re~enice koje pripadaju T
nazivaju se aksiomama te teorije.

Definicija 10. Model teorije T jezikaL jeste bilo koja struktura

na jeziku L koja zadovoqava sve re~enice iz T. Kontramodel

teorije T jeste bilo koja struktura koja ne zadovoqava bar jednu

re~enicu iz T.

PRIMER 13. Neka je RelL = {R}, ar(R) = 2, i TLU teorija koja sadr`i

slede}e ~etiri re~enice:

� ∀xR(x, x),

� ∀x∀y(R(x, y) ∧ R(y, x)⇒ x = y),

� ∀x∀y∀z(R(x, y) ∧ R(y, z)⇒ R(x, y)),

� ∀x∀y(R(x, y) ∨ R(y, x)).

Re~ je o veoma va`noj teoriji koja zato nosi i posebno ime teorija

linearnog ure|ewa. Svima su bliski pojedini modeli ove teorije:

(N,6), (Z,6), (Q,6), (R,6). Poznati su i mnogi kontramodeli:

(N, |) (skup prirodnih brojeva sa relacijom deqivosti, jer ona nije

linearna), (P(N),⊆) (skup podskupova od N sa relacijom inkluzije),

(Z,<) (skup celih brojeva sa relacijom strogog ure|ewa), itd.

U matematici je uobi~ajeno da se stalno prepli}u problemi

tragawa za formulama koje su ta~ne u nekom konkretnom modelu

i tragawa za modelima u kojima su ta~ne neke zadate formule. To

}emo ilustrovati u narednom primeru.

PRIMER 14. Teorija grupa.

Na jeziku LGR = {∗,−1, e}, FunLGR = {∗,−1}, ar(∗) = 2; ar(−1) = 1,
ConsLGR = {e} formuli{emu teoriju grupa

TGR = {∀x∀y∀z(x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z), ∀x(x ∗ e = x), ∀x(x ∗ x−1 = e)}.

Modeli teorije TGR jesu grupe.

PRIMER 15. Teorija ure|enih poqa.

Posmatrajmo jezik LOF = {6,+,−, ·, 0, 1}, pri ~emu je RelL = {6},
FunL = {+,−, ·}, ConstL = {0, 1} i ar(6) = ar(+) = ar(·) = 2,
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ar(−) = 1. Ozna~imo sa TFO teoriju jezika LFO poznatu kao teorija

ure|enih poqa, ~ije su aksiome slede}e re~enice:

(Sk) ∀x∀y(x + y = y + x),
(Sa) ∀x∀y∀z(x + (y + z) = (x + y) + z),
(Sn) ∀x(x + 0 = x),
(Si) ∀x(x + (−x) = 0),

(Mk) ∀x∀y(x · y = y · x),
(Ma) ∀x∀y∀z(x · (y · z) = (x · y) · z),
(Mn) ∀x(x · 1 = x),
(Mi) ∀x(x 6= 0⇒ ∃y(x · y = 1)),
(SM) ∀x∀y∀z(x · (y + z) = (x · y) + (x · z)),
(01) 0 6= 1,
(Ur) ∀x(x 6 x),
(Ua) ∀x∀y(x 6 y ∧ y 6 x ⇒ x = y),
(Ut) ∀x∀y∀z(x 6 y ∧ y 6 z⇒ x 6 z),
(Ul) ∀x∀y(x 6 y ∨ y 6 x),
(US) ∀x∀y∀z(x 6 y⇒ x + z 6 y + z),
(UM) ∀x∀y∀z(x 6 y ∧ 0 6 z⇒ x · z 6 y · z).
Svakimodel u kome su ta~ne sve navedene re~enice nazivamo ure|enim

poqem. Strukture R = (R,6,+,−, ·, 0, 1) i Q = (Q,6,+,−, ·, 0, 1), sa
standardnim interpretacijama nelogi~kih simbola, jesu ure|ena poqa.

Sa jo{ nekim ure|enim poqima sre{}emo se kasnije.

PRIMER 16. Teorije modela. Posebno su zanimqive teorije koje oku-

pqaju sve re~enice ta~ne u nekoj fiksiranoj strukturi, naro~ito ako

ona zauzima va`no mesto u matematici. Primer takve strukture jeste

svakako ure|eno poqe realnih brojeva R = (R,6,+,−, ·, 0, 1). Neka je

Th(R) = {σ ∈ SentLFO | R |= σ}.

O~igledno je TOF ⊆ Th(R) i R |= Th(R). Me|utim, ima li teorija

Th(R) drugih modela koji su razli~iti od R? Pritom, naravno, mis-

limo na strukture koje nisu izomorfne sa R (videti narednu defini-

ciju). Odgovor je potvrdan, a kasnije }emo videti i za{to.

Sli~na pitawa se name}u i za bilo koju strukturu M nekog jezika L,

tj. za teoriju Th(M) = {σ ∈ SentL | M |= σ}.

Ako je M neka L-struktura, skup svih L-re~enica ta~nih u M,

tj.

Th(M) = {σ ∈ SentL | M |= σ},

nazivamo teorijom modela M.

Lema 13. Ako je A ∼= B, onda je Th(A) = Th(B).

Definicija 11. Ako je Γ neki skup formula i α formula jezika L,

ka`emo da je α semanti~ka posledica skupa Γ, u oznaci Γ |= α, ako

za svaki model M jezika L i svaku valuaciju v : Var→ M,

iz M |= γ[v], za svako γ ∈ Γ, sledi da M |= α[v].



Umesto ∅ |= α pi{emo |= α.

Primetimo da |= α zapravo zna~i da je α vaqana formula. Kao

{to se i o~ekuje, najzanimqiviji }e nam biti slu~ajevi kada je Γ
skup re~enica i α neka re~enica istog jezika.

PRIMER 17. Setimo se da je grupa svaka struktura G = (G, ∗,−1, e)
koja je model teorije grupa TGR. Posmatrajmo tvr|ewe

U svakoj grupi va`i desni zakon kancelacije (skra}ivawa).

Desni zakon kancelacije, na jeziku teorije grupa, mo`emo izraziti

slede}om re~enicom ∀x∀y∀z(x ∗ z = y ∗ z⇒ x = y), koju }emo ozna~iti
sa σ. Uz ove oznake, TGR |= σ ka`e isto {to i navedeno tvr|ewe.

Uobi~ajen dokaz te~e ovako.

Neka je (G, ∗,−1, e) proizvoqna grupa (model za TGR).

1. Izaberimo proizvoqne elemente x, y, z iz G, takve da je x ∗ z = y ∗ z.

Tada je

2. (x ∗ z) ∗ z−1 = (y ∗ z) ∗ z−1, [dobra definisanost operacije ∗ ]
3. x ∗ (z ∗ z−1) = y ∗ (z ∗ z−1), [iz prethodnog prema zakonu

asocijativnosti]

4. x ∗ e = y ∗ e, [iz prethodnog jer je z ∗ z−1 = e]

5. x = y, [iz prethodnog jer je x ∗ e = x i y ∗ e = y]

6. ∀x∀y∀z(x ∗ z = y ∗ z⇒ x = y). [jer su x, y, z proizvoqni elementi]

Sintaksna posledica

Pojam sintaksne posledice pru`a veoma dobar uvid u to kako

sprovodimo dokaze u matematici. Osvrnimo se malo detaqnije

na dokaz dat u primeru 17 i dokaz da desni zakon kancelacije

va`i u svakoj grupi. Iako smo tokom dokaza zami{qali da

radimo sa nekom konkretnom (proizvoqno izabranom) grupom,

nijednog trenutka nismo imali potrebu da preciziramo o kojoj je

zaista grupi re~, ve} smo iskqu~ivo koristili zakonitosti koje

grupa zadovoqava po definiciji, kao i dobro poznata svojstva

jednakosti i operacija (funkcija). Drugim re~ima, zna~ajne su

samo aksiome teorije grupa, dok je semantika u ovom slu~aju samo

psiholo{ka podr{ka za onoga ko sprovodi dokaz.

Definicija 12. Formula α je sintaksna posledica skupa formula

Γ, ako se sekvent Γ ` α mo`e dobiti primenom slede}ih pravila

kona~an broj puta:

Aksioma Slabqewe

Γ, ϕ ` ϕ
(ax)

Γ ` ϕ

Γ, γ ` ϕ
(slab)
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Uvo|ewe implikacije Eliminacija implikacije
Γ, ϕ ` ψ

Γ ` ϕ⇒ ψ
(⇒U)

Γ ` ϕ⇒ ψ Γ ` ϕ

Γ ` ψ
(⇒E)

Uvo|ewe konjunkcije Eliminacija konjunkcije
Γ ` ϕ Γ ` ψ

Γ ` ϕ ∧ ψ
(∧U)

Γ ` ϕ ∧ ψ

Γ ` ϕ
(∧l

E)
Γ ` ϕ ∧ ψ

Γ ` ψ
(∧d

E)

Uvo|ewe disjunkcije Eliminacija disjunkcije
Γ ` ϕ

Γ ` ϕ ∨ ψ
(∨l

U)
Γ ` ψ

Γ ` ϕ ∨ ψ
(∨d

U)
Γ ` ϕ ∨ ψ Γ, ϕ ` θ Γ, ψ ` θ

Γ ` θ
(∨E)

Uvo|ewe negacije Eliminacija negacije
Γ, ϕ ` ⊥
Γ ` ¬ϕ

(¬U)
Γ ` ¬ϕ Γ ` ϕ

Γ ` ⊥ (¬E)

Uvo|ewe univerzalnog kvantifikatora
Γ ` ϕ x nije slobodno u formulama skupa Γ

Γ ` ∀xϕ
(∀U)

Eliminacija univerzalnog kvantifikatora

Γ ` ∀xϕ

Γ ` ϕ[x/t]
(∀E)

Uvo|ewe egzistencijalnog kvantifikatora

Γ ` ϕ[x/t]
Γ ` ∃xϕ

(∃U)

Eliminacija egzistencijalnog kvantifikatora

Γ ` ∃xϕ Γ, ϕ ` θ x nije slobodno u formulama skupa Γ ∪ {θ}
Γ ` θ

(∃U)

Uvo|ewe jednakosti Eliminacija jednakosti

Γ ` t = t
(=U)

Γ ` ϕ[v/t] Γ ` t = u
Γ ` ϕ[v/u]

(=E)

Klasi~na protivre~nost

Γ,¬ϕ ` ⊥
Γ ` ϕ

(⊥c)

Definicija 13. Formula σ je dokaziva, tj. jeste teorema logike

prvog reda, u oznaci ` σ, ako je dokaziv sekvent ∅ ` σ.

U narednim primerima ilustrova}emo primenu pravila koja

se odnose na kvantifikatore i jednakost.

PRIMER 18. ` ∀xα ∨ ∀xβ⇒ ∀x(α ∨ β)

1. ∀xα ∨ ∀xβ ` ∀xα ∨ ∀xβ (ax)
2. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xα ` ∀xα (ax)
3. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xα ` α iz 2 prema (∀E)
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4. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xα ` α ∨ β iz 3 prema (∨l
U)

5. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xα ` ∀x(α ∨ β) iz 4 prema (∀U)

[promenqiva x nije slobodna u formulama sa leve strane rampe]

6. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xβ ` ∀xβ (ax)
7. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xβ ` β iz 6 prema (∀E)

8. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xβ ` α ∨ β iz 7 prema (∨d
U)

9. ∀xα ∨ ∀xβ, ∀xβ ` ∀x(α ∨ β) iz 8 prema (∀U)

10. ∀xα ∨ ∀xβ ` ∀x(α ∨ β) iz 1, 5, 9 prema (∨E)

11. ` ∀xα ∨ ∀xβ⇒ ∀x(α ∨ β) iz 10 prema (⇒U)

PRIMER 19. ` ∃x(α ∧ β)⇒ ∃xα ∧ ∃xβ

1. ∃x(α ∧ β) ` ∃x(α ∧ β) (ax)
2. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ` α ∧ β (ax)
3. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ` α iz 2 prema (∧l

E)

4. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ` ∃xα iz 3 prema (∃U)

5. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ` β iz 2 prema (∧d
E)

6. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ` ∃xβ iz 5 prema (∃U)

7. ∃x(α ∧ β), α ∧ β ` ∃xα ∧ ∃xβ iz 4, 6 prema (∧U)

8. ∃x(α ∧ β) ` ∃xα ∧ ∃xβ iz 1,7 prema (∃E)

[promenqiva x nije slobodna u formulama ∃x(α ∧ β) i ∃xα ∧ ∃xβ]

9. ` ∃x(α ∧ β)⇒ ∃xα ∧ ∃xβ iz 8 prema (⇒U)

PRIMER 20. ` ∀x1∀x2(x1 = x2 ⇒ x2 = x1)

1. x1 = x2 ` x1 = x1 (=U)

Ako sa α(x) ozna~imo formulu x = x1, onda je α[x/x1] formula

x1 = x1.

2. x1 = x2 ` x1 = x2 (ax)
3. x1 = x2 ` x2 = x1 iz 1, 2 prema (=E)

α[x/x2] je formula x2 = x1.

4. ` x1 = x2 ⇒ x2 = x1 iz 3 prema (⇒U)

5. ` ∀x1∀x2(x1 = x2 ⇒ x2 = x1) iz 4 prema ∀U (dva puta)

PRIMER 21. ` ∀x1∀x2∀x3(x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⇒ x1 = x3)

1. x1 = x2 ∧ x2 = x3 ` x1 = x2 ∧ x2 = x3 (ax)
2. x1 = x2 ∧ x2 = x3 ` x1 = x2 iz 1 prema (∧l

E)

Ako sa α(x) ozna~imo formulu x1 = x, onda je α[x/x2] formula

x1 = x2.

3. x1 = x2 ∧ x2 = x3 ` x2 = x3 iz 1 prema (∧d
E)

4. x1 = x2 ∧ x2 = x3 ` x1 = x3 iz 2, 3 prema (= E)
α[x/x3] formula x1 = x2.

5. ` x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⇒ x1 = x3 iz 4 prema (⇒U)

6. ` ∀x1∀x2∀x3(x1 = x2 ∧ x2 = x3 ⇒ x1 = x3) iz 5 prema (∀U) (tri

puta)

Kao i u slu~aju iskazne logike, izvedena pravila nam mogu

znatno olak{ati dokazivawe sekvenata. U narednoj lemi dajemo

samo jedno ovakvo pravilo, dok su mnoga druga data u zadatku ??.
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Lema 14.
Γ, r = s ` t[x/r] = t[x/s]

(=c)

DOKAZ.

1. Γ, r = s ` r = s (ax)
2. Γ, r = s ` t = t (=U)

3. Γ, r = s ` t[x/r] = t[x/s] iz 1, 2 prema (=E).

U nastavku ovog odeqka analizira}emo nekoliko �obi~nih�

matemati~kih dokaza. Primeri koje navodimo ne samo da ilus-

truju zna~aj uvedenog spiska pravila za dokazivawe sekvenata, ve}

imaju za ciq i da rasvetle uobi~ajene matemati~ke dokaze.

PRIMER 22. Neka je f unarni operacijski simbol i neka je:

� Inj f formula ∀x∀y( f (x) = f (y) ⇒ x = y) (koja zna~i: f je 1-1

funkcija);

� Sur f formula ∀y∃x( f (x) = y) (koja zna~i: f je na funkcija);

� Bij f formula Inj f ∧ Sur f (koja zna~i: f je bijekcija);

� Inv f formula ∀x( f ( f (x)) = x) (koja zna~i: f je involucija).

Doka`imo Inv f ` Bij f .

1. Inv f ` ∀x( f ( f (x)) = x) (ax)
2. Inv f ` ( f ( f (y)) = y) iz 1 prema (∀E), odnosno

Inv f ` ( f (x) = y)[x/ f (y)]
3. Inv f ` ∃x( f (x) = y) iz 2 prema (∃U)

4. Inv f ` ∀y∃x( f (x) = y) iz 3 prema (∀U), odnosno

Inv f ` Sur f

5. Inv f , f (x) = f (y) ` f (x) = f (y) (ax)
6. Inv f , f (x) = f (y) ` f ( f (x)) = f ( f (y)) (=c)

7. Inv f , f (x) = f (y) ` f ( f (x)) = x iz 1 prema (∀E) i (slab)
8. Inv f , f (x) = f (y) ` f ( f (y)) = y iz 1 prema (∀E) i (slab)
9. Inv f , f (x) = f (y) ` x = y iz 6, 7, 8 prema 2× (=E)

10. Inv f ` ∀x∀y( f (x) = f (y)⇒ x = y) iz 9 prema

(⇒U) + 2× (∀U), odnosno

Inv f ` Inj f
11. Inv f ` Bij f iz 4, 10 prema (∧U)

Dato izvo|ewe u potpunosti odgovara uobi~ajenom dokazu da involu-

cija mora biti bijekcija.

Pretpostavimo da je f involutivna funkcija. Dokaza}emo da je bi-

jekcija. Potrebno je dokazati da je 1-1 i na-funkcija (∧U).

f je 1-1 funkcija? Neka su x i y proizvoqni (∀U). Pretpostavimo da je

f (x) = f (y), i doka`imo da je x = y (⇒U). Ovo je posledica slede}e

tri jednakosti (2× =E):

(i) f ( f (x)) = x,
(ii) f ( f (y)) = y,
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(iii) f ( f (x)) = f ( f (y)).
Jednakosti (i) i (ii) va`e jer je f involucija (∃E), (ax). Jednakost (iii)
je posledica pretpostavke f (x) = f (y) (=c).

f je na-funkcija? Ako je y proizvoqno, dokaza}emo da postoji x tako

da je f (x) = y (∀U). Neka je x = f (y) (∃U). Po{to je f involucija,

dobijamo da je f ( f (y)) = y, (∃E), (ax).

PRIMER 23. Leva pravila izvo|ewa i jedan dokaz iz analize. Ve}

smo rekli da izvedena pravila zna~ajno olak{avaju izvo|ewe sekve-

nata. [to vi{e takvih pravila znamo, jednostavnije izvodimo dokaze.

Posebno su korisna tzv. leva pravila kojima se smawuje slo`enost for-

mula sa leve strane rampe ako se ~itaju odozdo na gore. Setimo se

da ovako ~itamo pravila kada tragamo za nekim dokazom. Navodimo

~etiri takva pravila:

Γ, ϕ, ψ ` θ

Γ, ϕ ∧ ψ ` θ
(∧L)

Γ, ϕ, ψ ` θ

Γ, ϕ, ϕ⇒ ψ ` θ
(⇒L)

Γ, ∀xϕ, ϕ[x/t] ` θ

Γ, ∀xϕ ` θ
(∀L)

Γ, α ` θ x nije slobodno u formulama iz Γ ∪ {θ}
Γ, ∃xα ` θ

(∃L)

Grubo govore}i, izvedenapravilaimaju sli~nu ulogu kaoraznapomo}na

tvr|ewa koja koristimo prilikom dokazivawa bilo koje nove teoreme.

Sve ovo ilustrova}emo na jednoj teoremi iz matemati~ke analize.

Neka je jezik ure|enih poqa {6,+, ·,−, 0, 1} pro{iren binarnim

relacijskim simbolima <, >, >, unarnim operacijskim simbolima | |
i /2 (ovaj posledwi }e zdesna �dejstvovati� na argument). Usvajamo i

slede}i uobi~ajen dogovor da formula (∀x > u) α ozna~ava formulu

∀x(x > u ⇒ α), a (∃x > u) α formulu ∀x(x > u ∧ α), i sli~no za bilo

koju drugu promenqivu i za ostale znake <, 6, >.
Ozna~imo sa lim

x→+∞
f (x) = ` formulu ∀ε > 0 ∃δ ∀x > δ | f (x)− `| <

ε. Neka je i:

Lema1 formula ∀x ∀y ∃z (z > x ∧ z > y);

Lema2 formula ∀x¬(x < x);

Lema3 formula ∀x ∀y∀z1∀z2(|y − z1| < x/2 ∧ |y − z2| < x/2 ⇒
|z1 − z2| < x);

Lema4 formula ∀x ∀y(x 6= y⇒ |x− y|/2 > 0).

Dokaza}emo da

Lema1, Lema2, Lema3, Lema4 ` lim
x→+∞

f (x) = `∧ lim
x→+∞

f (x) = `′ ⇒ ` = `′.

1. Dokazivawe `eqenog sekventa, prema pravilima (⇒U), (∧L) i (⊥c),

mo`emo svesti na dokazivawe sekventa:

Lema1, Lema2, Lema3, Lema4, lim
x→+∞

f (x) = `, lim
x→+∞

f (x) = `′, ` 6= `′ ` ⊥.

Da bismo pojednostavili zapisivawe, ozna~imo sa Γ skup formula

sa leve strane rampe.
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2. Neka je ε term |`− `′|/2. Tada prema pravilu (∀L) primewenom tri

puta, prethodni sekvent svodimo na

Γ, ∃δ ∀x > δ | f (x)− `| < ε, ∃δ ∀x > δ | f (x)− `′| < ε, ε > 0 ` ⊥.

Pravilom (∀L) �aktivirali smo� formule lim
x→+∞

f (x) = `, lim
x→+∞

f (x) =

`′ supstitucijama [ε/ε], kao i formulu Lema4, supstitucijama [x/`]
i [y/`′].

3. Formule, koje su dodate sa leve strane rampe u prethodnom koraku,

daqe razgra|ujemo upotrebom pravila (∃L), tako {to uvodimo nove

promenqive δ1 i δ2 koje se ne pojavquju slobodno u ostalim formu-

lama.

· · · , ∀x > δ1 | f (x)− `| < ε, ∀x > δ2 | f (x)− `′| < ε, ε > 0 ` ⊥.

Da bismo pojednostavili zapis, umesto nabrajawa svih formula sa

leve strane rampe, izdvojili smo samo najva`nije, a ostale zamenili

ta~kicama.

4. AkoformuluLema1 aktiviramo dvostrukom primenom pravila (∀L)

pri supstitucijama [x/δ1] i [y/δ2], a zatim uvedemo novu promenqivu

z koja nije slobodna u ostalim formulama, pozivaju}i se na pravilo

(∃L), i najzad primenimo (∧L) dobijamo:

· · · , z > δ1, z > δ2, ∀x > δ1 | f (x)− `| < ε, ∀x > δ2 | f (x)− `′| < ε, ε > 0 ` ⊥.

5. Nakon odgovaraju}e primene pravila (∀L) i (⇒L), dva puta, dolaz-

imo do slede}eg sekventa

· · · , | f (z)− `| < ε, | f (z)− `′| < ε ` ⊥.

6. AktivirawemformuleLema3 pri supstitucijama [x/|`− `′|], [y/ f (z)],
[z1/`] i [z2/`′] (podse}amo da je ε term |`− `′|/2), a zatim primenom

pravila (∧L) i (⇒L), dolazimo do sekventa:

· · · , |`− `′| < |`− `′| ` ⊥.

7. Najzad, aktivirawem formule Lema4 pri supstituciji [x/|`− `′|],
sti`emo do sekventa

· · · , |`− `′| < |`− `′|, ¬ |`− `′| < |`− `′| ` ⊥,

koji se mo`e dobiti primenom pravila (¬L). Dokaz je zavr{en.

Primetimo da su glavne dosetke u izlo`enom dokazu supstitucije kojim

aktiviramo pretpostavke sa leve strane rampe.
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PRIMER 24. U ovom primeru koristi}emo nekoliko, intuitivno jas-

nih, izvedenih pravila koji se odnose na jednakost.

Γ ` t = t
(=R)

Γ ` t1 = t2

Γ ` t2 = t1
(=S)

Γ ` t1 = t2 Γ ` t2 = t3

Γ ` t1 = t3
(=T)

Γ ` t1 = t2

Γ ` t(x/t1) = t(x/t2)
(=sup).

Pored toga, zna~ajno }emo pojednostaviti zapisivawe, tako {to }emo

samo jednom, na po~etku dokaza, navesti skup pretpostavki Γ, a zatim
tokom izvo|ewa podrazumevati i izostavqati deo �Γ `�, {to je ina~e

uobi~ajena praksa u matematici.

Pretpostavimo da jezik sadr`i jedan binarni operacijski znak, koji

}emo ozna~avati dvema vertikalnim crtama | | (izme|u kojih dolaze

argumenti), i dva ternarna znaka koje }emo ozna~avati sa ∠ i4 (i koji

o~ekuju tri argumenta sa desne strane). Neka je Tcong teorija ~ije su

aksiome univerzalna zatvorewa slede}ih formula:

γ1 |xy| = |yx|,

γ2 ∠xyz = ∠zyx,

γ3 4xyz = 4uvw⇒ |xy| = |uv| ∧ |yz| = |vw| ∧ |zx| = |wu|,

γ4 4xyz = 4uvw⇒ ∠xyz = ∠uvw∧∠yzx = ∠vwu∧∠zxy = ∠wuv,

γ5 |xy| = |uv| ∧∠xyz = ∠uvw ∧ |yz| = |vw| ⇒ 4xyz = 4uvw.

Dokaza}emo

Tcong ` |ab| = |ac| ⇒ ∠abc = ∠acb.

Prema pravilu (⇒U), dokazivawe `eqenog sekventa svodimo na

Tcong, |ab| = |ac| ` ∠abc = ∠acb.

Dakle, skup pretpostavki Γ sadr`i formule γ1, γ2, γ3, γ4, γ5 i |ab| =
|ac| (pa u nastavku ispred svake formule podrazumevamo da stoji Γ `).
1. |ab| = |ac| pretpostavka, tj. (ax)
2. |ac| = |ab| iz 1 prema (=S)

3. |ab| = |ba| aktivirawem γ1 pravilom (∀E) pri [x/a], [y/b]
4. |ba| = |ab| iz 3 prema (=S)

5. |ba| = |ac| iz 4, 1 prema (=T)

6. |ac| = |ca| aktivirawem γ1 pravilom (∀E) pri [x/a], [y/c]
7. |ba| = |ca| iz 5, 6 prema (=T)

8. ∠bac = ∠cab aktivirawem γ2 pravilom (∀E) pri [x/b], [y/a], [z/c]
9. |ba| = |ca| ∧∠bac = ∠cab ∧ |ac| = |ab| iz 7, 8, 2 primenom (∧U) dva

puta

10. |ba| = |ca| ∧∠bac = ∠cab ∧ |ac| = |ab| ⇒ 4bac = 4cab
aktivirawem γ5 pravilom (∀E) pri [x/b], [y/a], [z/c], [u/c], [v/a],

[z/b]
11. 4bac = 4cab iz 9, 10 prema (⇒E)

12. 4cab = 4bac iz 11 prema (=S)
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13. 4cab = 4bac⇒ ∠cab = ∠bac ∧∠abc = ∠acb ∧∠bca = ∠cba,
aktivirawem γ4 pravilom (∀E) pri [x/c], [y/a], [z/b], [u/b], [v/a],

[w/c]
14. ∠cab = ∠bac ∧∠abc = ∠acb ∧∠bca = ∠cba iz 12, 13 prema (⇒E)

15. ∠abc = ∠acb iz 14 prema (∧l
E) i (∧d

E).

PRIMER 25. Zna~ajnu vrstu teorija predstavqaju one kojima se uvode

va`ne algebarske strukture, kao grupe na primer. Re~ je o teorijama ~ije

su aksiome univerzalna zatvorewa atomi~nih formula oblika t1 = t2,

gde su t1 i t2 neki izrazi odgovaraju}eg jezika. Ovakve re~enice se

nazivaju algebarskim zakonima, pa se shodno tome teorije koje sadr`e

samo algebarske zakone nazivaju algebarskim teorijama. Algebarski za-

koni ~esto se navode bez navo|ewa univerzalnih kvantifikatora (koji

se, naravno, implicitno podrazumevaju). Oslawaju}i se na zapa`awa

koja se name}u u prethodnom primeru, naslu}ujemo da se zna~ajno mo`e

pojednostaviti dokazivawe da je neki algebraski zakon posledica date

algebraske teorije. Tako, dokaz da je neki algebarski zakon sintak-

sna posledica algebarske teorije Γ sprovodimo koriste}i pravila tzv.

jednakosne logike:

t = t
(=R)

t1 = t2

t2 = t1
(=S)

t1 = t2 t2 = t3

t1 = t3
(=T)

t1 = t2

t[x/t1] = t[x/t2]
(=sup).

Ka`emo da je algebarski zakon u = v posledica algebarske teorije Γ,
u oznaci Γ `J u = v, ako postoji kona~an niz jednakosti u1 = v1, . . . ,

un = vn, u = v (koji se zavr{ava jednako{}u u = v) takav da svaka

jednakost u nizu ili pripada Γ ili se mo`e dobiti primenom nekog

od pravila jednakosne logike, direktno (prema pravilu (=R)) ili na

jednakosti koje joj prethode u nizu. Nije te{ko dokazati da se mo`e

koristiti i slede}e izvedeno pravilo: Indeks DD mo`emo shvatiti kao

skra}enicu za �dobra definisanost�.
u1 = v1 u2 = v2 · · · un = vn

F(u1, . . . , un) = F(v1, . . . , vn)
(=DD),

gde je F neki n-arni operacijski znak.

Doka`imo, na primer, da je

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z, x ∗ e = x, x ∗ x−1 = e `J (x ∗ y) ∗ y−1 = x.

1. x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z pretpostavka (aksioma)

2. (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) iz 1 prema (=S)

3. (x ∗ y) ∗ y−1 = x ∗ (y ∗ y−1) iz 2 prema (=sup), [z/y−1]

4. x ∗ x−1 = e pretpostavka (aksioma)

5. y ∗ y−1 = e iz 4 prema (=sup), [x/y]
6. x = x pretpostavka (aksioma)

7. x ∗ (y ∗ y−1) = x ∗ e iz 6, 5 prema (=DD)

8. x ∗ e = x pretpostavka (aksioma)

9. x ∗ (y ∗ y−1) = x iz 7, 8 prema (=T)
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Primetimo da sve ove korake podrazumevamo (ukqu~uju}i i odgo-

varaju}a obja{wewa) i kada navodimo isti dokaz u najsa`etijem obliku:

(x ∗ y) ∗ y−1 = x ∗ (y ∗ y−1) = x ∗ e = x.

Nije te{ko uo~iti da se navedeni (�jednakosni�) dokaz jednostavno

mo`e preraditi u dokaz sekventa TGR ` ∀x∀y((x ∗ y) ∗ y−1 = x).

Teorema 3. [Teorema potpunosti] Γ ` α akko Γ |= α.

ZADATAK 16.

Peanova aritmetika (prvog reda), u oznaci PA, jeste teorija na jeziku LPA =

{6, s,+, ·, 0} (RelLPA = {6}, FunLPA = {s,+, ·}, ar(6) = ar(+) = ar(·) = 2,
ar(s) = 1, ConstLPA = {0}), koja sadr`i slede}e re~enice
PA1 ∀x¬0 = s(x),
PA2 ∀x∀y(s(x) = s(y)⇒ x = y),
PA3 ∀x(x + 0 = x),
PA4 ∀x∀y(x + s(y) = s(x + y)),
PA5 ∀x(x · 0 = 0),
PA6 ∀x∀y(x · s(y) = (x · y) + x),
PA7 ∀x∀y(x 6 y⇔ ∃z(z + x = y)),
PA8 (ϕ(0) ∧ ∀x(ϕ(x)⇒ ϕ(s(x))))⇒ ∀xϕ(x).

Primetimo da je princip indukcije (PA8) iskazan beskona~nim spiskom ak-

sioma � za svaku formulu ϕ(x) uvedena je po jedna aksioma.

Dokazati:

(a) PA ` ∀x∀y(x + y = y + x),
(Uputstvo. Dokazati najpre da je PA ` ∀y(0 + y = y + 0).)
(b) PA ` ∀x(x 6 x),
(v) PA ` ∀x∀y(x 6 y ∧ y 6 x ⇒ x = y),
(g) PA ` ∀x∀y∀z(x 6 y ∧ y 6 z⇒ x 6 z),
(d) PA ` ∀x(x 6 0⇒ x = 0),
(|) PA ` ∀x∀y(x 6 S(y)⇒ x 6 y ∨ x = s(y)),
(e) PA ` ∀x∀y(x 6 y ∨ y),
(`) PA ` ∃xα(x) ⇒ ∃x(α(x) ∧ ∀y(y < x ⇒ ¬α(y))), za svaku

formulu α.

ZADATAK 17. Na skupuM = {0} ×N ∪ {1, 2} × Z interpretiran

je jezik aritmetike {S,+, ·, 0} na slede}i na~in:
SM(i, n) = (i, n + 1), i = 0, 1, 2,

(0, n) +M (i, m) = (i, m) +M (0, n) = (i, n + m), i = 0, 1, 2, i
(i, n) +M (j, m) = (i, n + m), i = 1, 2,

(0, n) ·M (i, m) = (i, m) ·M (0, n) = (i, n ·m), i = 0, 1, 2, i
(i, n) ·M (j, m) = (i, n ·m), i = 1, 2, 0M = (0, 0).

Dokazati da u modelu M va`e sve aksiome Peanove aritmetike,

osim aksiome indukcije PA8. Tako|e, dokazati:

•M 6|= ∀x∀y(x + y = y + x);
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• PA− PA8 6` ∀x(¬x′ = x), pri ~emu je PA− PA8 teorija koju

~ini sedam aksioma Peanove aritmetike bez aksiome indukcije.
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Hintikin skup

Podse}amo da svaki skup atomi~nih re~enica ima model. Ovu

~iwenicu mo`emo uop{titi.

Hintikin skup je teorija T koja ima slede}e osobine:

(A) za svaku atomi~nu re~enicu α, ako α ∈ T, onda ¬α 6∈ T;

(J1) za svaki zatvoren term t, jednakost t = t pripada T;

(J2) ako je ϕ(x) atomi~na formula, a u i v zatvoreni termi takvi
da u = v ∈ T, onda: ϕ(u) ∈ T akko ϕ(v) ∈ T;

(NN) ako ¬¬ϕ ∈ T, onda ϕ ∈ T;

(K) ako θ1 ∧ θ2 ∈ T, onda θ1, θ2 ∈ T; ako ¬(θ1 ∧ θ2) ∈ T, onda
¬θ1 ∈ T ili ¬θ2 ∈ T;

(D) ako θ1 ∨ θ2 ∈ T, onda θ1 ∈ T ili θ2 ∈ T; ako ¬(θ1 ∨ θ2) ∈ T,
onda ¬θ1 ∈ T i ¬θ2 ∈ T;

(U) ako ∀xθ ∈ T, onda θ(x/t) ∈ T, za svaki zatvoreni term t; ako
¬∀xθ ∈ T, onda ¬θ(x/t) ∈ T, za neki zatvoreni term t;

(E) ako ∃xθ ∈ T, onda θ(x/t) ∈ T, za neki zatvoreni term t; ako
¬∃xθ ∈ T, onda ¬θ(x/t) ∈ T, za svaki zatvoreni term t.

Teorema 4. Hintikin skup T ima model C u kome je svaki element

oblika tC, za neki zatvoreni term t. Drugim re~ima, kanonski

model atomi~kih re~enica iz T jeste model za T.

DOKAZ. Neka je Tat skup svih atomskih re~enica iz T, Tat ⊆ T.
Oslawaju}i se na uslove (J1) i (J2), konstrui{emo kanonski model

C skupa Tat. Dokaza}emo da za svaku re~enicu σ va`i:

(1) ako σ ∈ T, onda C |= σ;

(2) ako ¬σ ∈ T, onda C |= ¬σ.

Primetimo najpre da tvr|ewe (1) va`i za svaku atomsku re~enicu

σ, {to je direktna posledica ve} dokazane ~iwenice da za svaku

atomsku re~enicu σ va`i ekvivalencija

(∗) σ ∈ T akko C |= σ.

Dokaz tvr|ewa (2) tako|e je jednostavan: pretpostavimo da za

atomsku re~enicu σ va`i ¬σ ∈ T; tada prema (A) va`i σ 6∈ T,
{to zna~i da C 6|= σ, tj. C |= ¬σ.

Neka je σ oblika ¬θ. (1) Ako σ ∈ T, tj. ¬θ ∈ T, onda prema

induktivnoj pretpostavci za formulu θ va`i (2), {to zna~i da

C |= ¬θ, tj. C |= σ. (2) Ako ¬σ ∈ T, tj. ¬¬θ ∈ T, onda zbog
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(NN) va`i θ ∈ T, pa prema induktivnoj pretpostavci za formulu
θ va`i (1), {to zna~i da C |= θ, tj. C |= ¬σ.

Neka je σ oblika θ1 ∧ θ2. (1) Ako σ ∈ T, tj. θ1 ∧ θ2 ∈ T, prema
prvom delu tvr|ewa (K) va`i θ1, θ2 ∈ T, pa prema induktivnoj

pretpostavcu dobijamo C |= θ1 i C |= θ2, tj. C |= θ1 ∧ θ2. (2)

Ako ¬σ ∈ T, tj. ¬(θ1 ∧ θ2) ∈ T, prema drugom delu tvr|ewa (K)

va`i ¬θ1 ∈ T ili ¬θ2 ∈ T, pa prema induktivnoj pretpostavcu
dobijamo C |= ¬θ1 ili C |= ¬θ2, tj. C |= ¬θ1 ∨ ¬θ2, pa C |=
¬(θ1 ∧ θ2).

Neka je σ oblika ∀xθ. (1) Ako σ ∈ T, tj. ∀xθ ∈ T, prema prvom
delu tvr|ewa (U), za svaki zatvoreni term t va`i θ[x/t] ∈ T,
a prema induktivnoj pretpostavci C |= θ[x/t]; kako je svaki

element strukture C oblika tC za neki zatvoreni term t, sledi da
C |= ∀xθ. (2) Ako ¬σ ∈ T, tj. ¬∀xθ ∈ T, prema drugom delu

tvr|ewa (U), za postoji zatvoreni term t takav da va`i ¬θ[x/t] ∈
T, a prema induktivnoj pretpostavci C |= ¬θ[x/t]; kako je svaki
element strukture C oblika tC za neki zatvoreni term t, sledi da
C |= ¬∀xθ.

Analogno se dokazuju ostali slu~ajevi.

Teorema 5. Ako je T teorija takva da:

� (H1) svaki kona~an podskup od T ima model;

� (H2) za svaku re~enicu σ va`i σ ∈ T ili ¬σ ∈ T, i ne va`e

oba;

� (H3) za svaku re~enicu ∃xϕ iz T postoji zatvoreni term t takav
da ϕ(x/t) ∈ T.

onda je T Hintikin skup.

DOKAZ. Primetimo najpre da va`i:

(?) Ako je U kona~an podskup od T i θ re~enica takva da U |= θ,

onda θ ∈ T.
Dokaz za (?): Pretpostavimo da postoji kona~an podskup U

od T i re~enica θ takva da U |= θ i θ 6∈ T. Iz
θ 6∈ T, prema (H2), sledi ¬θ ∈ T; prema (H1),
skup U ∪ {¬θ}, kao kona~an podskup od T, ima
model, {to nije mogu}e, jer U |= θ.

Doka`imo da T zadovoqava sve Hintikine uslove.

(A) Za svaku atomi~nu re~enicu α, ako α ∈ T, onda ¬α 6∈ T.
Uslov (A) direktno sledi iz (H1).

(J1) Za svaki zatvoren term t, jednakost t = t pripada T.
Uslov (J1) sledi iz (?) i ~iwenice da |= t = t.

(J2)Ako je ϕ(x) atomi~na formula, a u i v zatvoreni termi takvi
da u = v ∈ T, onda: ϕ(u) ∈ T akko ϕ(v) ∈ T.
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Uslov (J1) sledi iz (?) i ~iwenice da ϕ(x/t), t = v |= ϕ(x/v).
(NN) Ako ¬¬ϕ ∈ T, onda ϕ ∈ T.

Uslov (NN) sledi iz (?) i ~iwenice da ¬¬ϕ |= ϕ.

(K) Ako θ1 ∧ θ2 ∈ T, onda θ1, θ2 ∈ T; ako ¬(θ1 ∧ θ2) ∈ T, onda
¬θ1 ∈ T ili ¬θ2 ∈ T.

Prva polovina tvr|ewa (K) sledi iz (?) i ~iwenica da θ1∧ θ2 |=
θ1 i θ1 ∧ θ2 |= θ2. Doka`imo drugu polovinu tvr|ewa (K). Neka

¬(θ1 ∧ θ2) ∈ T, i pretpostavimo da ¬θ1 6∈ T i ¬θ2 6∈ T. Tada,

prema (H2) sledi θ1 ∈ T i θ2 ∈ T, {to nije mogu}e prema uslovu

(H1), jer je {¬(θ1 ∧ θ2), θ1, θ2} kona~an podskup od T koji nema

model.

(D) ako θ1 ∨ θ2 ∈ T, onda θ1 ∈ T ili θ2 ∈ T; ako ¬(θ1 ∨ θ2) ∈ T,
onda ¬θ1 ∈ T i ¬θ2 ∈ T;

Dokaz ostavqamo za ve`bu.

(U) ako ∀xθ ∈ T, onda θ(x/t) ∈ T, za svaki zatvoreni term t; ako
¬∀xθ ∈ T, onda ¬θ(x/t) ∈ T, za neki zatvoreni term t;

Dokaz ostavqamo za ve`bu.

(E) ako ∃xθ ∈ T, onda θ(x/t) ∈ T, za neki zatvoreni term t; ako
¬∃xθ ∈ T, onda ¬θ(x/t) ∈ T, za svaki zatvoreni term t.

Prva polovina tvr|ewa (E) je pretpostavqena uslovom (H3).
Doka`imodrugupolovinu tvr|ewa (E).Pretpostavimoda¬∃xθ ∈
T i ¬θ(x/t) 6∈ T, za neki zatvoreni term t. Prema (H2), sledi da
θ(x/t) 6∈ T, {tonijemogu}eprema uslovu (H1), jer je {¬∃xθ, θ(x/t)}
kona~an podskup od T koji nema model.
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Teorema kompaktnosti

Teorema 6. Ako svaki kona~an podskup teorije T ima model, onda

i T ima model.

DOKAZ. Neka je T teorija ~iji svaki kona~an podskup ima model.

Pretpostavimo da je signatura L najvi{e prebrojiva. Dokaz se

bez ve}ih pote{ko}a mo`e uop{titi na sve signature.

SignaturuL pro{iri}emo prebrojivim skupom novih simbola

konstanti koje }emo nazivati svedocima: L∗ = L ∪ {ci | i > 0}.
Pokaza}emo da se T mo`e pro{iriti do Hintikinog skupa T∗

signatureL∗. Definisa}emo rastu}i niz teorija T0 ⊆ T1 ⊆ T2 ⊆
· · · takav da va`e slede}i uslovi:

(i) svaki kona~an podskup od Ti ima model, za svako i > 0;

(ii) u re~enicama skupa Ti \
⋃

j<i Tj pojavquje se samo kona~no

mnogo svedoka.

Pore|ajmo u niz sve re~enice signature L∗: σ0, σ1, σ2, . . ..
Neka je T0 = T. Za i > 0,

T′i+1 =

{
Ti ∪ {σi}, ako svaki kona~an podskup od Ti ∪ {σi} ima model;

Ti, ina~e.

U slu~aju da σi ∈ T′i+1 i σi je oblika ∃xθ, biramo najmawi indeks

k takav da se ck ne pojavquje u T′i+1 i defini{emo skup Ti+1 =

T′i+1 ∪ {θ(x/ck)}. Ako σi 6∈ T′i+1 ili σi nije oblika ∃xθ, onda

je Ti+1 = T′i+1. Ovako definisan skup Ti+1 zadovoqava uslove

(i) i (ii). Uslov (ii) je o~igledno zadovoqen. Doka`imo uslov

(i). Jedini netrivijalan slu~aj koji treba razmotriti odnosi

se na situaciju kada σi ∈ T′i+1 i σi je oblika ∃xθ. Dovoqno je

da doka`emo da za proizvoqan kona~an podskup U ⊆ T′i+1 =

Ti ∪ {∃xθ}, skup U ∪ {θ(x/ck)} ima model (nad L∗). Izaberimo

proizvoqan L∗-model skupa U ∪ {∃xθ}:

A∗ = (A, cA∗
0 , cA∗

1 , . . . , cA∗
k , . . .),

pri ~emu je A odgovaraju}a L-struktura. Tada postoji a ∈ A
takav da A∗ |= θ[a]. O~igledno je da va`i:

(A, cA∗
0 , cA∗

1 , . . . , a, . . .) |= U ∪ {∃xθ} ∪ {θ(x/ck)}.

Neka je T∗ =
⋃

i>0 Ti. Dokaza}emo da je T∗ Hintikin skup, tj.

zadovoqava uslove (H1), (H2) i (H3) prethodne teoreme.
(H1) Svaki kona~an podskup od T∗ ima model.

Za svakikona~anpodskupU odT∗, postojim takav da jeU ⊆ Tm,

odakle prema definiciji niza (Tn) sledi da U ima model.
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(H2) Za svaku L∗-re~enicu σ va`i σ ∈ T∗ ili ¬σ ∈ T∗, i ne va`e
oba.

Pretpostavimo da postoji L∗-re~enica σ takva da σ 6∈ T i

¬σ 6∈ T. Re~enice σ i ¬σ pojavquju se u nizu svih L∗-re~enica;

neka su i i j odgovaraju}i indeksi, tj. σi i σj su redom formule σ

i ¬σ. Prema definiciji niza (Tn), postoje kona~ni podskupovi

Ui i Uj redom od Ti i Tj takvi da skupovu Ui ∪ {σi} = Ui ∪ {σ}
i Uj ∪ {σj} = Ui ∪ {¬σ} nemaju modele. Skup Ui ∪Uj je kona~an

podskup od T∗ i kao takav mora imati model; ozna~imo taj model
A. Svakako mora biti A |= σ ili A 6|= σ, {to zna~i da je A

model skupaUi ∪ {σi} iUj ∪ {σj}, {to je suprotno izboru skupova
Ui i Uj.

(H3) Za svaku re~enicu ∃xϕ iz T∗ postoji zatvoreni term t takav
da ϕ(x/t) ∈ T∗.

Iz ∃xϕ ∈ T∗ sledi da postoji m takav da ∃xϕ ∈ Tm i da Tm+1,

a samim tim i T∗ sadr`i ϕ(x/ck), za nekog svedoka ck.

Posledica 5. Ako T |= σ, onda postoji kona~an podskup U ⊆ T
takav da U |= σ.

PRIMER 26. Akoneka teorija T imamodele proizvoqno velike kona~ne

kardinalnosti, dokaza}emo da tada mora imati i beskona~an model.

I na~in:
Pretpostavimo, dakle, da je T teorija takva da za svako n postoji model

teorije T ~iji domen ima bar n elemenata. Ako je m pozitivan priro-

dan broj, ozna~imo sa γm re~enicu ∃x1 · · · ∃xm
∧

16i<j6m xi 6= xj. Nije

te{ko uo~iti da re~enica γm va`i u nekom modelu akko domen tog

modela ima bar m elemenata. Neka je

T∗ = T ∪ {γm | m > 1}.

Dokaza}emo da teorija T∗ ima model, tako {to }emo pokazati da svaki
wen kona~an podskup imamodel. Neka je T0 kona~an podskup od T∗. Tada
postoji prirodan broj n takav da je T0 ⊆ T′0 = T ∪ {γ1, . . . , γn}. Teorija
T′0 ima model po pretpostavci. Ako je M bilo koji model teorije T koji

ima najmawe n elemenata, onda M |= γi, 1 6 i 6 n, pa M |= T′0, a samim
tim i M |= T0. Prema teoremi kompaktnosti i T∗ ima model; ozna~imo
ga sa M∗. Domen ovog modela M∗ mora biti beskona~an, jer ako bi

bio kona~an, onda bi bilo |M∗| = n, za neko n > 1, pa ne bi va`ilo

M∗ |= γn+1.

II na~in:
Neka je L∗ = L ∪ {cn | n ∈ N} i T∗ = T ∪ {ci 6= cj | i 6= j}. Sli~no
prethodnom, dokazuje se da T∗ ima model, {to }e biti beskona~an model
teorije T.

ZADATAK 18. Svako ure|ewe se mo`e pro{iriti do linearnog

ure|ewa. Preciznije, ako je (P,6) ure|ewe, onda postoji lin-
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earno ure|ewe � na P koje pro{iruje 6, tj. za sve x, y ∈ P, iz
x 6 y sledi x � y.
Tvr|ewe se jednostavno dokazuje kada je P kona~an skup (induk-

cijom po broju elemenata).

Neka je L = {�} ∪ {ca | a ∈ P} i T = TLO ∪ {ca 6= cb | a 6=
b} ∪ {ca � cb | a 6 b}. Dokazati da T ima model.

Teorema kompaktnosti svakako je jedan od najzna~ajnijih rezul-

tata koji ima brojne primene. Navodimo nekoliko primena koje

predstavqaju polazi{tenekih va`nihoblastimatemati~ke logike,

ali i matematike uop{te.

Primene teoreme kompaktnosti - (ne)aksiomatske klase

Neka je L proizvoqna signatura. Neka je ML klasa svih L-
struktura. Ako je T bilo koja teorija signature L, klasu svih

modela teorije T ozna~avamo mod(T). Npr. mod(TGR) jeste klasa

svih grupa. Primetimo da je mod(T) ⊆ML.

� Primetimo da mod(TGR) nije skup. Za svaki skup grupa G,

postoji grupa G takva da G 6∈ G.

Ako jeK neka klasa L-struktura i Th(K) skup re~enica koje su

ta~ne u svim modelima iz K, onda je K ⊆ mod(Th(K)). Obrnuto

ne mora da va`i.

Definicija 14. Klasa L-struktura K je aksiomatska ako pos-

toji L-teorija T takva da je K = mod(T). Klasa K je kona~no

aksiomatska ako postoji kona~an skup L-re~enica T takv da je

K = mod(T).

Lema 15. K je aksiomatska klasa akko je K = mod(Th(K)).

PRIMER 27. Neka je K klasa svih kona~nih grupa:

G ∈ K akko G je kona~na grupa.

Pretpostavimo da je K aksiomatska klasa, tj. da postoji LGR-teorija T
takva da jeK = mod(T). Neka je γm re~enica ∃x1 · · · ∃xm

∧
16i<j6m xi 6=

xj, m > 1 i T∗ = T ∪ {γm | m > 1}.
Uo~imo bilo koji kona~an podskup T0 ⊆ T∗. Dokaza}emo da T0 ima

model. O~igledno je da postoje prirodni brojevi n1, . . . , nk takvi da je

T0 ⊆ T ∪ {γm1 , . . . , γmk}.

Ako je n = max{m1, . . . , mk}+ 1, onda

Zn = (Zn,+n,−n, 0) |= T ∪ {γm1 , . . . , γmk}.

Zaista, Zn |= T, jer je Zn kona~na grupa, i Zn |= γmi , jer je n > mi,

i = 1, . . . , k. Prema teoremi kompaktnosti, T∗ ima model, tj. postoji
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LGR-struktura G koja je model za T∗. Iz G |= T sledi da G ∈ K, tj. G
je kona~na grupa; iz G |= γm, za sve m > 1, sledi da je G beskona~na

struktura. Kontradikcija.

Tvre|ewe dokazano u prethodnom primeru mo`e se uop{titi.

Teorema 7. Akoneka aksiomatska klasa sadr`i struktureproizvoqno

velike kona~ne kardinalnosti, onda ona sadr`i i beskona~nu

strukturu.

Posledica 6. Neka je L proizvoqna signatura.

1) Klasa svih kona~nih L-struktura nije aksiomatska.
2) Klasa svih beskona~nih L-struktura nije kona~no aksiomatska.
Primetimo da je klasa svih beskona~nih L-struktura aksiomatska
(odre|uje je skup {γm | m > 1}).
3) Ako neka klasa L-struktura sadr`i samo kona~ne modele, ona je
aksiomatska samo ako postoji gorwe ograni~ewe kardinalnosti

struktura koje sadr`i.

Primene teoreme kompaktnosti - nestandardni modeli arit-

metike i infinitezimalnog ra~una

Za svaku L strukturu M o~igledno va`i M ∈ mod(Th(M)). Da u

op{tem slu~aju mod(Th(M)) mo`e da sadr`i i razne druge mod-

ele, neizomorfne sa M, pokazuju naredni va`ni primeri.

PRIMER 28. Razmotrimo mogu}nosti koje nam pru`a logika prvog reda

pri opisivawu jedne od najva`nijih struktura matematike � struk-

ture N = (N,6, s,+, ·, 0). Ozna~imo sa Th(N) skup svih re~enica

odgovaraju}eg jezika LA = {6, s,+, ·, 0} koje su istinite u modelu N. RelLA = {6}, FunLA = {s,+, ·},
ar(s) = 1, ar(6) = ar(+) = ar(·) = 2,
ConstLA = {0}

Teorija Th(N) se naziva kompletna aritmetika. Jasno, N je model

teorije Th(N) i naziva se standardni model aritmetike. Postoji li

jo{ neka (nestandardna) struktura jezikaLA koja je model za Th(N), ali

nije izomorfna sa N. Odgovor je potvrdan.

Teorema. Postoji nestandardni model kompletne aritmetike.

DOKAZ. Pro{irimo jezik LA novim simbolom konstante c. Za n > 1,
ozna~imo sa n term s(s(· · · s︸ ︷︷ ︸

n puta

(0) · · · )). Dakle, 1 = s(0), 2 = s(s(0)),

3 = s(s(s(0))), itd. U skladu sa ovim, simbol konstante 0 ozna~ava}emo Navedeni termi se nazivaju numerali.

i sa 0. Neka je za svaki prirodan broj n, n < c skra}ewe za formulu

n 6 c ∧ ¬ n = c. Posmatrajmo teoriju

T = Th(N) ∪ {0 < c, 1 < c, 2 < c, . . . , n < c, . . .}

jezika LA ∪ {c}.
Neka je T0 proizvoqan kona~an podskup od T. Skup T0 sadr`i samo

kona~no mnogo re~enica oblika n < c, n ∈ N; neka su to: n1 < c, n2 <

c, . . . , nk < c, za neke prirodne brojeve n1, n2, . . . , nk. Tada je o~igledno

T0 ⊂ Th(N) ∪ {n1 < c, n2 < c, . . . , nk < c}.
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Neka je m bilo koji prirodan broj ve}i od svih n1, n2, . . . , nk; na primer,

m = max{n1, n2, . . . , nk}+ 1. Tada je

N∗ = (N,6, s,+, ·, 0, m) |= Th(N) ∪ {n1 < c, n2 < c, . . . , nk < c},

pri ~emu je cN∗ = m, pa je i N∗ |= T0.

Dakle, svaki kona~an podskup od T ima model, pa prema stavu kom-

paktnosti i T ima model. Neka je (M,4, sM,⊕,�, 0, m) model teorije

T. Dobijena struktura M = (M,4, sM,⊕,�, 0) nije izomorfna sa N.

Pretpostavimo suprotno, da postoji bijekcija f : N
1−1−→na M, takva da

za sve x, y ∈ N va`i: x 6 y akko f (x) 4 f (y), f (s(x)) = sM( f (x)),
f (x + y) = f (x)⊕ f (y), f (x · y) = f (x)� f (y) i f (0) = 0. Indukcijom
se jednostavno pokazuje da za svako n ∈ N va`i f (n) = nM. Po{to je

f na funkcija, mora postojati n0 ∈ N takav da je f (n0) = m. Kako

je f i 1-1 funkcija, sledi da je m = n0
M. Me|utim, to nije mogu}e

jer (M,4, sM,⊕,�, 0, m) |= n0 < c. Dakle, M = (M,4, sM,⊕,�, 0) je
nestandardni model aritmetike, po mnogo ~emu razli~it od standard-

nog modela, u {ta se uveravamo ako poku{amo da zamislimo kako ova

struktura �izgleda�.

Po|imo od slede}ih re~enica koje va`e u standardnom modelu N.

∀x(0 = x ∨ 0 < x)

0 < 1∧ ∀x(0 < x ⇒ (1 = x ∨ 1 < x))

1 < 2∧ ∀x(1 < x ⇒ (2 = x ∨ 2 < x))

2 < 3∧ ∀x(2 < x ⇒ (2 = x ∨ 3 < x))

...

One ka`u da je 0 najmawi element, zatim da je 1 slede}i najmawi posle
0, pa da je 2 slede}i najmawi posle 1, i tako daqe. Kako su ove re~enice
istinite u standardnom modelu N, pa time i u nestandardnom modelu

M, po~etni segment od M izgleda ovako:

Me|utim, skup M sadr`i i element m koji se nalazi �iza� (u smislu

ure|ewa 4) svih elemenata 0M
, 1M

, 2M
, . . . Kako standardni model N

zadovoqava re~enicu

∀x(∃y(S(x) = y) ∧ (¬x = 0⇒ ∃z(S(z) = x))),

koja ka`e da svaki element ima neposrednog sledbenika i svaki element

razli~it od nule neposrednog prethodnika, skup M pored elementa m
sadr`i jo{ beskona~no mnogo novih elemenata koji su zajedno sa m
pore|ani ure|ewem 4 kao celi brojevi:
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Ako uzmemo u obzir element m⊕m dobijamo nove elemente iz M:

tj. novu kopiju celih brojeva. Nije te{ko pokazati da se izme|u svake

dve kopije ure|ewa celih brojeva (Z,6) u M nalazi nova takva kopija.

Primetimoida4nije dobroure|ewe skupa M. ^itaocimaprepu{tamo

da poka`u da, na primer, neprazan skup M0 = M \ {nM | n ∈ N} nema
najmawi element.

Me|utim, i pored svih uo~enih razlika, ne zaboravimo da M |=
Th(N). Ovo zapravo zna~i da M = (M,4, sM,⊕,�, 0) zadovoqava sve
re~enice jezika LA koje zadovoqava i standardni model. Nije te{ko

uo~iti da mora va`iti i obrnuto: ako je neka re~enica jezika LA ta~na

u M, ona mora biti ta~na i u N. Drugim re~ima, re~enicama jezika

LA ne mo`emo razlikovati standardni i dobijeni nestandardni model

kompletne aritmetike.

Kao {to se mo`e naslutiti, ovaj primer ne predstavqa samo jednu

obi~nu primenu teoreme kompaktnosti, ve} otvara ~itavu oblast is-

tra`ivawa na kojima se ne}emo zadr`avati.

PRIMER 29. Pored strukture prirodnih brojeva, o kojoj smo govorili

u prethodnom primeru, va`no mesto u matematici zauzima i ure|eno

poqe realnih brojeva R = (R,6,+, ·,−, 0, 1).
Primenomteoreme kompaktnostidokaza}emodapostoji ure|enopoqe

koje zadovoqava iste re~enice jezika LFO koje va`e u R, ali se u odred-
jenom smislu i bitno razlikuje od ure|enog poqa realnih brojeva.

Pro{irimo jezik LFO novim simbolom konstante c. Neka je

T = Th(R)∪{0 < c, 1 < c, 1+ 1 < c, 1+ 1+ 1 < c, . . . , 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

< c, . . .}

teorija u pro{irenom jeziku. Ako je T0 proizvoqan kona~an pod-

skup od T, tada se u T0 nalazi samo kona~no mnogo re~enica oblika

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

< c, n ∈N; neka su to re~enice:

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n1

< c, 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n2

< c, . . . , 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
nk

< c

za neke prirodne brojeve n1, n2, . . . , nk. Izaberimo bilo koji realan broj

r ve}i od svih n1, n2, . . . , nk; na primer, neka je r = max{n1, n2, . . . , nk}+
1. Nije te{to videti da je struktura R∗ = (R,6,+,−, ·, 0, 1, r), pri
~emu je cR∗ = r, jedan model skupa re~enica T0. Prema teoremi kompakt-

nosti teorija T ima model. Neka je struktura F = (F,4,⊕,�,	, 0, 1, K)
model teorije T, pri ~emu je cF = K. Kako je F |= Th(R), zakqu~ujemo da

je (F,4,⊕,�,	, 0, 1) jedno ure|eno poqe (budu}i da je TFO ⊂ Th(R)).

Tako|e,

F |= {0 < c, 1 < c, 1 + 1 < c, 1 + 1 + 1 < c, . . . , 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

< c, . . .},
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odakle sledi da je K element domena F koji zadovoqava nejednakosti

0 ≺ K, 1 ≺ K, . . . , 1⊕ 1⊕ · · · ⊕ 1︸ ︷︷ ︸
n

≺ K, . . .

Samim tim, dobijeno ure|eno poqe nije arhimedsko, za razliku od ured-

jenog poqa realnih brojeva. Ure|eno poqe F = (F,6F,+F, ·F,−F, 0F, 1F)

je arhimedsko ako za svaki element x ∈ F, postoji prirodan broj n takav

da je x 6F 1F +F · · ·+F 1F︸ ︷︷ ︸
n

.

Postojawe nearhimedskih ure|enih poqa pribli`ava nas idejama

tzv. nestandardne analize, koja je razvijena 60-tih godina pro{log veka
i koja je na{la brojne primene u drugim oblastima matematike (teoriji

verovatno}e, ekonomiji, matemati~koj fizici, beskona~noj kombina-

torici itd.).

Elementarna ekvivalentnost. Elementarna utapawa

Podse}amo da je Th(A) = {σ ∈ SentL | A |= σ}.

Definicija 15. Dve L-strukture A i B su elementarno ekviva-

lentne, u oznaci A ≡ B ako je Th(A) = Th(B).

Elementarna ekvivalentnost je relacija ekvivalencije klase

svih L-struktura:

� A ≡ A,

� ako je A ≡ B, onda je B ≡ A,

� ako je A ≡ B i B ≡ C, onda je A ≡ C.

Lema 16. A ≡ B akko A |= Th(B) akko B |= Th(A).

Lema 17. Iz A ∼= B sledi A ≡ B.

DOKAZ. Ako je f : A ∼= B, onda za svaku formulu ϕ(x) i sve a iz

A va`i: A |= ϕ[a] akko B |= ϕ[ f a].
Obrat prethodne leme je ta~an samo za kona~ne L-strukture.

Lema 18. Ako je A kona~na struktura i A ≡ B, onda je A ∼= B.

SKICA DOKAZA. Neka je A kona~na struktura. Iz ~iwenice da je

struktura A kona~na, sledi i da B mora biti kona~na; {tavi{e,

|A| = |B|. Ako elemente skupa A pore|amo u niz a1, . . . , an, pri

~emu je |A| = n, jednostavno se generi{e niz razli~itih eleme-

nata skupa B na osnovu slede}ih svojstava:

� postoji b1 ∈ B, tako da (A, a1) ≡ (B, b1);

� postoji b2 ∈ B, tako da (A, a1, a2) ≡ (B, b1, b2);

�

...
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� postoji bn ∈ B, tako da (A, a1, a2, . . . , an) ≡ (B, b1, b2, . . . , bn).

Bijekcija ai 7→ bi, i = 1, n, je tra`eni izomorfizam.

PRIMER 30. Kqu~ne ideje dokaza prethodne leme islutrova}emo jed-

nim jednostavnim primerom. Neka je L = {R}, gde je R binarni

relacijski simbol, i A = ({0, 1}, RA), gde je RA = {(0, 1), (1, 1)}.
Pretpostavimo da je A ≡ B. Kao i ranije, γm ozna~ava re~enicu

∃x1 · · · ∃xm
∧

16i<j6m xi 6= xj. IzA |= γ2 ∧¬γ3, sledi daB |= γ2 ∧¬γ3,

{to zna~i da skup B ima ta~no dva elementa.

Posmatrajmo konjunkciju svih literala nad LA = {R, 0, 1} koje su
ta~ni u (A, 0, 1):

0 = 0∧¬0 = 1∧¬1 = 0∧ 1 = 1∧¬R(0, 0)∧R(0, 1)∧¬R(b, 0)∧R(1, 1).

Neka je σ re~enica: ∃x∃y(¬x = y ∧ ¬R(x, x) ∧ R(x, y) ∧ ¬R(y, x) ∧
R(y, y)). O~igledno A |= σ, odakle sledi B |= σ, {to zna~i da skup B
sadr`i dva razli~ita elementa a, b i da je RB = {(a, b), (b, b)}.

U op{tem slu~aju, obrat prethodne leme nije ta~an: za svaku

beskona~nu strukturu postoji jako puno struktura koje su joj el-

ementarno ekvivalentne ali ne i izomorfne. Da bismo dubqe

razmatrali ova pitawa uvodimo pojam elementarnog utapawa.

Definicija 16. Neka su A i B dve L-strukture. Funkcija f :
A → B je elementarno utapawe, u oznaci f : A ≺ B, ako za svaku
formulu ϕ(x) i sve a iz A va`i: A |= ϕ[a] akko B |= ϕ[ f a].

Jasno, svaki izomorfizam je elementarno utapawe, a svako ele-

mentarno utapawe je utapawe (preslikavawe koje ~uva literale).

Podse}amo da je A ⊆ B (A je podstruktura od B), ako je

inkluziono preslikavawe i : A→ B, i(x) = x, x ∈ A, utapawe.

Definicija 17. Neka je A ⊆ B. Struktura A je elementarni

podmodel od B, u oznaci A ≺ B, ako je inkluziono preslikavawe
i : A→ B, i(x) = x, x ∈ A, elementarno utapawe.

Dakle, A ≺ B akko za svaku formulu ϕ(x) i sve a iz A va`i:

(∗) A |= ϕ[a] akko B |= ϕ[a].

Specijalno, iz A ≺ B sledi A ≡ B.

PRIMER 31. Neka je A = ({1, 2, 3, . . .}, s) i B = ({0, 1, 2, 3, . . .}, s).
Inkluziono preslikavawe i(x) = x, x > 1, jeste utapawe, pa je A ⊆ B,
ali nije elementarno utapawe. Npr. ako je ϕ(x) formula ¬∃y(s(y) =
x), onda A |= ϕ[1] i B 6|= ϕ[1]. Primetimo da je A ∼= B, i da je x 7→ x + 1
izomorfizam.
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Teorema 8. [Tarski-Vot kriterijum] Neka je A ⊆ B. Ako za svaku
formulu θ(x, y) i sve a iz A va`i:

iz B |= ∃yθ[a] sledi A |= ∃yθ[a],

onda A ≺ B.

DOKAZ. Treba dokazati (∗) za svaku formulu ϕ(x) i sve a iz

A: A |= ϕ[a] akko B |= ϕ[a]. Dokaz izvodimo indukcijom po

slo`enosti formule ϕ.

Ako je ϕ atomska formula, onda tvr|ewe (∗) va`i jer je A ⊆ B.
Razmotrimo samo slu~aj kada je ϕ(x) oblika ∃yθ(x, y). Neka je

a iz A. Ako A |= ∃yθ[a], onda postoji b ∈ A takvo da A |= θ[a, b].
Prema induktivnoj pretpostavci B |= θ[a, b], pa kako je b ∈ A ⊆
B, sledi da B |= ∃yθ[a]. Obratna inkluzija tvr|ewa (∗) va`i po

pretpostavci teoreme.

Posledica 7. Neka je M neka L-struktura i X ⊆ M. Ako za svaku

formulu θ(x, y) i sve a iz X:

iz M |= ∃yθ[a] sledi da postoji b ∈ X takav da M |= θ[a, b],

onda je X domen elementarnog podmodela od M.

DOKAZ. Proverimo najpre da je X ⊆ M, tj. X domen podmodela

od M.

Ako je c simbol konstante, iz M |= ∃y(y = c) sledi da postoji
b ∈ X takvo da je b = cM.

Ako je F operacijski simbol du`ine n, i a1, . . . , an ∈ X, iz

M |= ∃y(F(x1, . . . , xn) = y)[a1, . . . , an]

sledi da postoji b ∈ X takvo da je b = FM(a1, . . . , an).

Dakle, X ⊆ M, pa prema prethodnoj teoremi va`i tvr|ewe.

Teorema 9. [slaba Levenhajm-Skolemova teorema] Neka je M pro-

izvoqna struktura prebrojive signature L. Tada za svaki prebro-
jivi skup X ⊆ M postoji prebrojiv elementaran podmodel A od

M takav da X ⊆ A.

DOKAZ. Defini{imo niz prebrojivih podskupova X0 ⊆ X1 ⊆
X2 ⊆ · · · od M.

Neka je X0 = X. Pretpostavimo da je definisan skup Xm i

neka je Lm = L∪Xm prosta espanzija signature L simbolima kon-

stanti koji odgovaraju elementimaizXm; odgovaraju}u ekspanziju

strukture M ozna~i}emo Mm. Neka je Γm skup svih Lm-re~enica

koje su oblika ∃yθ(y) i koje va`e u Mm. Ovakvih re~enica ima

prebrojivo mnogo:

∃yθ0(y), ∃yθ1(y), . . . , ∃yθk(y), . . .
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i za svaku od wih postoji ak ∈ M takvo da Mm |= θ[ak]. Neka je

Xm+1 = Xm ∪ {ak | k > 0}; Xm+1 je prebrojiv.

Skup A =
⋃

m∈N Xm tako|e je prebrojiv.

Ostaje da proverimo uslov prethodne posledice: za svaku for-

mulu θ(x, y) i sve a iz A:

iz M |= ∃yθ[a] sledi da postoji b ∈ A takav da M |= θ[a, b].

Neka je θ(x1, . . . , xn, y) neka L-formula i a1, . . . , an ∈ A tako da

va`i M |= ∃yθ[a]. O~igledno je da postoji prirodan broj m takav

da a1, . . . , an ∈ Xm; uo~imo formulu θ(a1, . . . , a1, y) signature Lm.

Tada Mm |= ∃yθ(a1, . . . , a1, y), pa za neko a ∈ M va`i Mm |=
θ(a1, . . . , a1, y)[a], {to zna~i da a ∈ Xm+1 ⊆ A. Dakle, za b ∈ A
va`i M |= θ[a, b].
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Kompletne i ω-kategori~ne teorije

Definicija 18. Neka je T proizvoqna teorija.

(1)TeorijaT je deduktivno zatvorena ako sadr`sve svoje posledice: Prema teoremi potpunosti, T ` σ akko

T |= σ.T = Cn(T) = {σ | T ` σ}.
(2) Teorija T je kompletna ako je neprotivre~na i za svaku

re~enicu σ, ili σ ∈ T ili ¬σ ∈ T (i naravno ne oba).

(3) Teorija T je kategori~na ako su sviwenimodeli izomorfni,

tj. T ima jedinstven model, do na izmorfizam.

(4) Teorija T je ω-kategori~na ako su svi weni prebrojivi

modeli me|uosbno izomorfni, tj. T ima jedinstven probrojiv

model, do na izomorfizam.

Lema 19. Neka je T deduktivno zatvorena teorija. Teorija T je

kompletna akko svi modeli teorije T elementarno ekvivalentni.

DOKAZ. (→) Neka je T kompletna teorija, i neka su A i B modeli

teorije T. Ako A 6≡ B, onda postoji re~enica σ takva da A |= σ

i B |= ¬σ. Kako je T kompletna teorija, ili σ ∈ T ili ¬σ ∈ T.
Ako bi bilo σ ∈ T, imali bismo da su u B ta~ne obe re~enice σ

i ¬σ, {to je nemogu}e. Tako|e, ako bi bilo ¬σ ∈ T, u A bi bile

ta~ne obe re~enice σ i ¬σ, {to je nemogu}e. Dakle, A ≡ B.
(←) Pretpostavimo da su svaka dva modela teorije T elemen-

tarno ekvivalentna, ali da T nije kompletna, tj. da postoji

re~enica σ takva da σ 6∈ T ili ¬σ 6∈ T. Nije te{ko uo~iti

da su teorije T ∪ {σ} i T ∪ {¬σ} neprotivre~ne i da, samim tim,

imaju modele � neka je A |= T ∪ {σ} i B |= T ∪ {¬σ}. Po{to su A
i B modeli teorije T, prema petpostavci sledi da je A ≡ B, {to
je nemogu}e, jer A |= σ i B |= ¬σ.

Lema 20. Svaka kompletna teorija koja ima kona~an model je kat-

egori~na teorija.

Prethodnom lemom su zapravo okrakterisane sve kategori~ne

teorije. Teorije koje imaju beskona~ne modele, imaju modele i

prozvoqno velike kardinalnosti, a samim tim i neizomorfne

modele.

Lema 21. Neka je T deduktivno zatvorena teorija predbrojivog

jezika koja ima samo beskona~ne modele. Ako je T ω-kategori~na,

onda je kompletna.

DOKAZ. Pretpostavimo da T nije kompletna. Tada postoje mod-

eli A i B teorije T, koji nisu elementarno ekvivalentni. Prema
slaboj Levenhajm-Skolemovoj teoremi postoje prebrojivi modeli

A′ i B′ takvi da je A′ ≡ A i B′ ≡ B. Iz ω-kategori~nosti

teorije T sledi da je A′ ∼= B′, pa je samim tim i A′ ≡ B′, {to je

nemogu}e.
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U dokazu naredne teoreme bi}e prikazan jedan veoma va`an

metod koji }emo kasnije vi{e puta koristiti. back-and-forth, ili cik-cak metod

Teorema 10. Teorija gustih linearnih ure|ewa sa krajwimta~kama

je ω-kategori~na.

DOKAZ. Teoriju TDLOE gustih linearnih ure|ewa sa krajwim

ta~kama ~ine slede}e re~enice: Dense Linear Orders with End points

� ∀x∀y (x < y⇒ ¬y < x)

� ∀x¬x < x

� ∀x∀y (x < y ∨ y < x ∨ x = y)

� ∀x∀y∀z (x < y ∧ y < z⇒ x < z)

� ∀x∀y (x < y⇒ ∃z (x < z ∧ z < y))

� ∃x∀y (x = y ∨ x < y)

� ∃x∀y (x = y ∨ y < x)

Neka su A = (A,<A) i B = (B,<B) dva prebrojiva modela

teorije TDLOE. Elemente svakog od skupova A i B pore|ajmo u

niz (bez ponavqawa):

A : a1, a2, a3, a4, . . . i B : b1, b2, b3, b4, . . . ,

tako da su a1 i a2 redom najmawi i najve}i element u A, a b1 i b2

najmawi i najve}i element u B.
Funkciju f izme|u A i B konstruisa}emo korak-po-korak. U

svakom koraku konstrui{emo f -slike za dva elementa iz A.

KORAK 1. f (a1) = b1, f (a2) = b2.

KORAK n. I deo: Neka je An skup svih elemenata iz A za koje

su definisane f -slike u prethodnim koracima. Neka je ai prvi

element niza iz A koji ne pripada An. Kako je skup An kona~an

skup, postoje a′ i a′′ iz An takvi da izmewu wih nema drugih

elemenata iz An, ali ai jeste izme|u wih (a′ <A ai <A a′′ ili
a′′ <A ai <

A a′). Neka je b bilo koji element iz B koji se nalazi

izme|u f (a′) i f (a′′). Stavimo da je f (ai) = b.
II deo: Neka je Bn skup svih elemenata iz B koji su slike el-

emenata iz An ∪ {ai}. Neka je bj prvi element niza iz B koji ne

pripada Bn. Kako je skup Bn kona~an skup, postoje b′ i b′′ iz Bn

takvi da izmewu wih nema drugih elemenata iz Bn, ali bj jeste

izme|u wih (b′ <B bj <
B b′′ ili b′′ <B bj <

B b′). Neka je a bilo

koji element iz A koji se nalazi izme|u elemenata ~ije su slike b′

i b′′. Stavimo f (a) = bj.

Na opisani na~in, definisana je funkcija f izme|u A i B, koja
je 1-1 i na, i koja ~uva ure|ewe; dakle f : A ∼= B.
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Posledica 8. TDLOE je kompletna teorija.

DOKAZ. Prema Lemi 21 dovoqno je uo~iti da TDLOE ima samo

beskona~ne modele.

Napomena 1. Prema prethodnoj posledici, ([0, 1]Q,<) je jedini, do [0, 1]Q skup svih racinalnih brojeva je-

dini~nog intervalana izomorfizam, prebrojivi model teorije TDLOE. Primetimo da

je ([0, 1],<) neprebrojivi model teorije TDLOE, i da je

([0, 1],<) ≡ ([0, 1]Q,<),

ali je naravno ([0, 1],<) 6∼= ([0, 1]Q,<).

Posledica 9. Teorija gustih linearnih ure|ewabez krajwih ta~aka

je ω-kategori~na i kompletna.

SKICA DOKAZA. Teoriju TDLO gustih linearnih ure|ewa bez

krajwih ta~aka ~ine slede}e re~enice:

� ∀x∀y (x < y⇒ ¬y < x)

� ∀x¬x < x

� ∀x∀y (x < y ∨ y < x ∨ x = y)

� ∀x∀y∀z (x < y ∧ y < z⇒ x < z)

� ∀x∀y (x < y⇒ ∃z (x < z ∧ z < y))

� ∀x∃y x < y

� ∀x∃y y < x

Svaki model za TDLO se mo`e pro{iriti do modela za TDLOE

dodavawem najmaweg i najve}eg elementa. Ako bi postojali pre-

brojivi neizomorfni modeli za TDLO, mogli bi se pro{iriti do

neizomorfnih prebrojivih modela za TDLOE.

Posledica 10. (Q,<) ≡ (R,<)

Svojstvo ω-kategori~nosti neke teorije definisali smo se-

manti~ki, oslawaju}i se na modele te teorije. Postoje i druga~ije

karakterizacije, me|u kojima izdvajamo jedan sintaksni uslov.

Definicija 19. Ako je T neka teorija, za formule α i β ka`emo da

su T-ekvivalentne, u oznaci α ≡T β, ako je T ` α⇔ β.

Teorema 11. Neka jeT kompletna teorija. Ako, donaT-ekvivalentnost,
postoji samokona~nomnogoformula san-slobodnihpromenqivih,
za svako n, onda je T ω-kategori~na.
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DOKAZ. Pretpostavimoda za svakonpostoji, donaT-ekvivalentnost,
samokona~nomnogoformula san slobodnihpromenqivih; okupimo
ih u skup:

Fn(x) = {θ1(x), . . . , θn(x)},

pri ~emu je x = (x1, . . . , xn).

Doka`imo da je T ω-kategori~na teorija. Neka su A i B pre-

brojivi modeli teorije T, pri ~emu su elementi svakog od skupova
A i B pore|ajmo u niz (bez ponavqawa). Konstruisa}emo izomor-

fizam f izme|u A i B cik-cak metodom. Primetimo najpre da,

po{to je T kompletna teorija, za svaku re~enicu ϕ va`i: A |= ϕ

akko B |= ϕ.

Neka je A0 = B0 = ∅. Pretpostavimo da su u n-tom koraku

definisani kona~ni podskupovi An ⊆ A i Bn ⊆ B, |An| = |Bn| =
n, takvi da za svaku formulu ϕ(x1, . . . , xn) va`i:

A |= ϕ(a1, . . . , an) akko B |= ϕ(b1, . . . , bn),

gde su a1, . . . , an i b1, . . . , bn nizovi elemenata iz A i B pore|ani u

redosledom kojim je definisana funkcija f .
KORAK n + 1.

Slu~aj kada je n paran broj. Neka je a prvi element iz A koji

se ne pojavquje u An. Postoji, do na T-ekvivalentnost, samo
kona~no mnogo formula sa n + 1 slobodnom promenqivom. Neka

je φ(x1, . . . , xn, y) konjunkcija svih formula θi(x, y) iz Fn+1(x, y)
takvih da A |= θi[a1, . . . , an, a]. Tada A |= ∃yφ[a1, . . . , an]. Prema

induktivnoj pretpostavci, B |= ∃yφ[b1, . . . , bn]. Neka je b ∈ B
takav da B |= φ[b1, . . . , bn, b].

Slu~aj kada je n neparan broj. Neka je b prvi element iz B
koji se ne pojavquje u Bn. Postoji, do na T-ekvivalentnost, samo
kona~no mnogo formula sa n + 1 slobodnom promenqivom. Neka

je ψ(x1, . . . , xn, y) konjunkcija svih formula θi(x, y) iz Fn+1(x, y)
takvih da B |= θi[b1, . . . , bn, b]. Tada B |= ∃yψ[b1, . . . , bn]. Prema

induktivnoj pretpostavci, A |= ∃yφ[a1, . . . , an]. Neka je a ∈ B
takav da A |= φ[a1, . . . , an, a].

U svakom od navedenih slu~ajeva, stavimo da je f (a) = b,
An+1 = An ∪ {a} i Bn+1 = Bn ∪ {b}.
Nije te{ko uo~iti da je ovako definisana funkcija f tra`eni

izomorfizam.

Ta~an je i obrat prethodne teoreme, ali dokaz te ~iwenice

izostavqamo.

Teorema 12. [Ril-Narxevski]Kompletna teorijaT jeω-kategori~na

akko za svakonpostoji samokona~nomnogoformula san-slobodnih
promenqivih, do na T-ekvivalentnost.
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Slu~ajni grafovi

Teorija grafova je teorija signature {R} (pri ~emu je R jedan

binarni relacijski simbol):

TG : ∀x¬R(x, x), ∀x∀y (R(x, y)⇔ R(y, x)).

Primetimo da je ukupan broj ivica grafa nad V = {v1, . . . , vn},

n > 1, jednak (n
2) =

n(n− 1)
2

= e(n). Pun graf sa n ~vorova, tj. graf ~ija su

svaka dva ~vora povezana ivicom, naziva

se n-klik.Neka je Gn skup svih grafova sa n ~vorova, a Gn(ϕ) skup svih

grafova iz Gn u kojima va`i ϕ. Tada je

Pn(ϕ) =
|Gn(ϕ)|
|Gn|

verovatno}a da slu~ajno izabrani, odn slu~ajno generisani graf

sa n ~vorova zadovoqava re~enicu ϕ.

Na primer, ako je α formula ∀x∀y (x 6= y ⇒ R(x, y)) ('svaka
dva ~vora su povezana'), onda je

Pn(α) =
1

2e(n)
=

1

2
n(n−1)

2

→ 0, n→ ∞,

dok je

Pn(¬α) =
2e(n) − 1

2e(n)
→ 1, n→ ∞.

Ako je β formula

∃x∃y (R(x, y)∧∀u∀v (R(u, v)⇒ (u = x∧ v = y)∨ (u = y∧ v = x)))

('graf ima ta~no jednu ivicu'), onda je

Pn(β) =
e(n)
2e(n)

→ 0, n→ ∞, i Pn(¬β) =
2e(n) − e(n)

2e(n)
→ 1, n→ ∞.

[0-1 zakon za grafove] Za svaku {R}-re~enicu θ va`i

lim
n→∞

Pn(θ) = 0 ili lim
n→∞

Pn(θ) = 1.

Prethodnu teoremu mo`emo formulisati i na slede}i na~in:

jedna odre~enica, θ ili¬θ skoro sigurno va`iu svakomkona~nom

grafu sa velikim brojem elemenata. Iz 0-1-zakona za grafove

sledi, na primer, da ne postoji {R}-re~enica kojom se tvrdi da

graf ima paran broj ivica.

Udokazu 0-1-zakona za grafove koristimo slede}e {R}-re~enice.
Za bilo koje m ∈N neka je ρm re~enica:

∀x1 · · · ∀xm∀y1 · · · ∀ym

 m∧
i=1

m∧
j=1

x1 6= yj ⇒ ∃z

 m∧
i=1

R(xi, z) ∧
m∧

j=1

(z 6= yj ∧ ¬R(z, yj))

 .
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Re~enica ρm tvrdi: za svaka dva disjunktna skupa ~vorova X =

{x1, . . . , xm} i Y = {y1, . . . , ym} (X ∩ Y = ∅) postoji ~vor z koji

ne pripada X ∪Y takav da je povezan ivicom sa svakim ~vorom iz

X i nije povezan ni sa jednim ~vorom iz Y. Ako je m1 6 m2, onda

ρm2 ⇒ ρm1 .

Ako je n 6 m, onda je Pn(ρm) = 0. Nije lako precizno

odrediti Pn(ρm) ako je n > m. Da bismo odredili lim
n→∞

Pn(ρm),

proceni}emo broj Pn(ρm) ako je n > 2m. Zamislimo da na slu~ajan

na~in generi{emo graf sa n ~vorova. Za svaki par ~vorova vi i

vj (i 6= j) bacamo fer nov~i}: ako padne grb, povezujemo vi i vj

ivicom, a ako padne pismo, vi i vj ne povezujemo ivicom. Neka

je X = {x1, . . . , xm} i Y = {y1, . . . , ym} par disjunktnih skupova

~vorova. Za ~vor z 6∈ X ∪ Y ka`emo da razdvaja par X, Y ako je z
povezan sa svakim ~vorom iz X, i nije povezan ni sa jednim ~vorom

iz Y. Verovatno}a da z razdvaja par X, Y jednaka je
1

22m . Postoji

ukupno n− 2m ~vorova koji se mogu izabrati za z, pa verovatno}a
da nijedan od wih ne razdvaja X, Y jednaka je(

1− 1
22m

)n−2m

.

Naravno, potrebno je posmatrati sve mogu}e izbore parova dis-

junktnih skupova X, Y. Budu}a da je

� ( n
2m) broj mogu}ih izbora za X ∪Y;

� (2m
m ) broj mogu}ih izbora za X

sledi da mogu}ih izbora parova disjunktnih skupova X, Y ima

( n
2m) · (

2m
m ). Primetimo da je:(

n
2m

)
·
(

2m
m

)
=

n!
(n− 2m)! · (2m)!

· (2m)!
m! ·m!

<
n2m

(m!)2 6 n2m.

odakle sledi,

Pn(¬ρm) 6 n2m ·
(

1− 1
22m

)n−2m

→ 0, n→ ∞.

Lema 22. lim
n→∞

Pn(ρm) = 1

Teoriju slu~ajnih grafova TRG ~ine slede}e aksiome:

� ∀x¬R(x, x)

� ∀x∀y (R(x, y)⇔ R(y, x))

� ϕ>m, tj. ∃x1 · · · ∃xm
∧

i<j xi 6= xj, za sve m > 1 (primetimo,

ϕ>1 ⇐ ϕ>2 ⇐ ϕ>3 ⇐ · · · )

� ρm za sve m > 1 (primetimo, ρ1 ⇐ ρ2 ⇐ ρ3 ⇐ · · · )
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Lema 23. Teorija TRG ima model.

DOKAZ. Neka je T0 kona~an podskup od TRG. Doka`imo da T0

ima model. Neka je m0 najve}i prirodan broj takav da ρm0 ∈ T0.

Iz lim
n→∞

Pn(ρm) = 1 sledi da postoji dovoqno veliko n0, ve}e od

svakog n takvog da ϕ>n pripada T0, tako da je Pn0(ρm0) > 0, {to
zna~i da skup

{∀x¬R(x, x), ∀x∀y (R(x, y)⇔ R(y, x)), ρ1, . . . , ρm0 , ϕ>1, . . . , ϕ>n0}

ima model, odakle sledi da i T0 ima model. Prema teoremi kom-

paktnosti sledi da TRG ima model.

Teorema 13. Teorija TRG je ω-kategori~na.

DOKAZ. Neka su A = (A, RA) i B = (B, RB) prebrojivi modeli

teorije TRG. Izomorfizam f izme|u A i B defini{emo cik-cak

metodom. Elemente svakog od skupova A i B pore|ajmo u niz (bez

ponavqawa). Neka je f (a1) = b1. Pretpostavimo da su posle n
koraka definisane f -vrednosti elemenata iz An = {a1, . . . , an} i
neka je f (ai) = bi, pri ~emu je Bn = {b1, . . . , bn}.
KORAK n + 1.

Slu~aj kada je n paran broj. Neka je a prvi element iz A takav

da a 6∈ An. Po{to B |= ρm, za proizvoqno veliko m, postoji

b ∈ B takav da za svako ai ∈ An va`i:

RB( f (ai), b) akko RA(ai, a).

Slu~aj kada je n neparan broj. Neka je b prvi element iz B takav

da b 6∈ Bn. Po{to A |= ρm, za proizvoqno veliko m, postoji

a ∈ A takav da za svako ai ∈ An va`i:

RB( f (ai), b) akko RA(ai, a).

U svakom slu~aju stavqamo da je f (a) = b, An+1 = An ∪ {a} i
Bn+1 = Bn ∪ {b}.
Nije te{ko uo~iti da je ovako definisana funkcija f tra`eni

izomorfizam.

Definicija 20. Jedinstveni (donaizomorfizam) prebrojivimodel

teorije TRG naziva se slu~ajni graf.

Teorema 14. Svaki kona~an graf se mo`e utopiti u bilo koji

model teorije TRG.

DOKAZ. Neka je G = (G, RG) kona~ni graf i M |= TRG. Da se

G mo`e utopiti u M pokazujemo indukcijom po broju elemenata

skupa G.
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Ako je |G| = 1, tvr|ewe je o~igledno ta~no. Pretpostavimo da
se svaki graf sa n ~vorova mo`e utopiti u M.

Neka je G graf koji ima n + 1 element, G = {v1, . . . , vn, vn+1}.
Neka je G′ = {v1, . . . , vn} podgraf od G i f : G′ ↪→ M utapawe.

Po{to M |= ρm, za proizvoqno veliko m postoji ~vor a u M
takav da

RM( f (vi), a) akko RG(vi, vn+1), i = 1, . . . , n.

Dakle, G se mo`e utopiti u M.

Teorema 15. Teorija TRG je kompletna teorija.

Kompletnost teorije TRG sledi iz ~iwenice da TRG ima samo

beskona~ne modele.

Teorema 16. [0-1 zakon za grafove] Za svaku re~enicu θ signature

{R} va`i
lim
n→∞

Pn(θ) = 0 ili lim
n→∞

Pn(θ) = 1.

DOKAZ. Prema dokazanim tvr|ewima, za svaku re~enicu ϕ takvu

da TRG ` ϕ va`i lim
n→∞

Pn(ϕ) = 1. Po{to je TRG kompletna teorija,

za svaku re~enicu θ va`i TRG ` θ ili TRG ` ¬θ, dakle sledi

lim
n→∞

Pn(θ) = 1 ili lim
n→∞

Pn(¬θ) = 1.

Prethodni rezultat va`i za svaku signaturu koja sadr`i samo

relacijske simbole.
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Eliminacija kvantifikatora

Definicija 21. Teorija T dopu{ta eliminaciju kvantifikatora

ako za svaku formulu ϕ(x1, . . . , xn) postoji formula bez kvan-

tifikatoraψ(x1, . . . , xn) takva daT ` ϕ(x1, . . . , xn)⇔ ψ(x1, . . . , xn).

Model M dopu{ta eliminaciju kvantifikatora ako Th(M)

dopu{ta eliminaciju kvantifikatora.

Teorema 17. TeorijaT dopu{ta eliminaciju kvantifikatora akko

za svakuformuluoblika∃y
n∧

i=1
λi(x1, . . . , xn, y), gde jeλi(x1, . . . , xn, y)

neki literal, postoji formula bez kvantifikatora ψ(x1, . . . , xn)

takva da

T ` ∃y
n∧

i=1

λi(x1, . . . , xn, y)⇔ ψ(x1, . . . , xn).

DOKAZ. (⇐) Neka je ϕ(x) proizvoqna formula u preneks nor-

malnoj formi

Q1y1 · · ·Qmymθ(x, y), Qi ∈ {∀, ∃}, i = 1, m.

Najpre elimini{emo Qm.

Ako je Qm = ∃, onda je

∃ymθ(x, y)⇔ ∃ymθ(x, y)

⇔ ∃ym
∨

i

∧
j

λij(x, y)

⇔
∨

i

∃ym
∧

j

λij(x, y)

⇔
∨

i

ψi(x, y1, . . . , ym−1),

gde je ψi(x, y1, . . . , ym−1) odgovaraju}a formula bez kvantifika-

tora.

Ako je Qm = ∀, onda je

∀ymθ(x, y)⇔ ¬∃ym¬θ(x, y)

⇔ ¬∃ym
∨

i

∧
j

λ′ij(x, y)

⇔ ¬
∨

i

∃ym
∧

j

λ′ij(x, y)

⇔ ¬
∨

i

ψ′i(x, y1, . . . , ym−1),

gde je ψ′i(x, y1, . . . , ym−1) odgovaraju}a formula bez kvantifika-

tora.



68 MLUR

Lema 24. Neka su A i M dve L-strukture i EA skup svih re~enica

jezika LA koje su ta~ne u (A, a)a∈A. Postoji prosta ekspanzija

strukture M koja je model teorije EA akko se A mo`e elementarno

utopiti u M.

Lema 25. Neka su A i B modeli kompletne teorije T. Tada postoji
model M takav da se i A i B mogu elementarno utopiti u M.

DOKAZ. Neka je T kompletna L-teorija, A i B weni modeli i:

EA skup svih re~enica jezika LA koje su ta~ne u (A, a)a∈A,

EB skup svih re~enica jezika LB koje su ta~ne u (B, b)b∈B.

Doka`imo da je EA ∪ EB neprotivre~na teorija signature L∪ {a |
a ∈ A} ∪ {b | b ∈ B}, pri ~emu su {a | a ∈ A} i {b | b ∈ B}
disjunktni skupovi novih simbola konstanti.

Pretpostavimo da je EA ∪ EB protivre~na teorija. Tada pos-

toji β ∈ EB takva da EA, β ` ⊥, tj. EA ` ¬β. Formula β je oblika

β0(b), gde je β0(x) neka L-formula i b kona~an niz elemenata iz

B. Po{to su A i B elementarno ekvivalentni, β0 nije re~enica,

tj. ima bar jednu slobodnu promenqivu.

Kako se simboli konstanti koji odgovaraju elementima niza b
ne pojavquju u formulama teorije EA, zakqu~ujemo da va`i EA `
∀x¬β0(x). Dakle, A |= ¬∃xβ0(x), odakle sledi B |= ¬∃xβ0(x),
{to je nemogu}e, jer β0(b) ∈ EB, tj. B |= β0(b).

Neka je (M, aM, bM)a∈A, b∈B |= EA ∪ EB. Nije te{ko pokazati

da su funkcije:

f : A→ M, f (a) = aM, a ∈ A i

g : B→ M, g(b) = bM, b ∈ B

tra`ena elementarna utapawa, f : A ≺ M i g : B ≺ M.

Teorema 18. Neka je T kompletna teorija. Za svaku formulu ϕ(~x)
slede}i uslovi su ekvivalentni:

(1) ϕ(x1, . . . , xn) jeT-ekvivalentnonekojformulibez kvantifika-
tora.

(2) Ako M |= T i n-torke a, b elemenata iz M zadovoqavaju iste

atomske re~enice, onda va`i: M |= ϕ[a] akko M |= ϕ[b].

DOKAZ. (1)⇒ (2) O~igledno.
(2) ⇒ (1) Neka je c n-torka novih simbola konstanti, L′ =

L ∪ {c1, . . . , cn} i ∆ skup svih L′-re~enica bez kvantifikatora

koje su posledice teorije T ∪ {ϕ(c)}. Dakle, za svako ψ ∈ ∆ va`i

T, ϕ(c) ` ψ, tj. T ` ϕ(c) ⇒ ψ. Primetimo da je ∆ zatvoreno

za konjunkcije. Dovoqno je pokazati da za neko ψ0 ∈ ∆ va`i
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T ` ψ0 ⇒ ϕ(c). Ova ~iwenica }e biti posledica Teoreme kom-

paktnosti ako doka`emo da T ∪ ∆ ` ϕ(c).
Pretpostavimo suprotno, da jeT∪∆∪{¬ϕ(c)}neprotivre~no;

neka jeA′ |= T∪∆∪{¬ϕ(c)}. Ozna~imo∆′ skup svih L′-re~enica
bez kvantifikatora koje su ta~ne u A′. O~igledno je ∆ ⊆ ∆′ i
∆′ je zatvoreno za konjunkcije. Teorija T ∪ ∆′ ∪ {ϕ(c)} je nepro-
tivre~na. Zaista, ako bi postojao kona~an skup {δ1, . . . , δm} ⊆ ∆′,
takav da T, δ1, . . . , δm, ϕ(c) ` ⊥, imali bismo T, ϕ(c) ` ¬∧m

i=1 δi.

Ako sa δ ozna~imo
∧m

i=1 δi, onda ¬δ ∈ ∆ ⊆ ∆′, {to nije mogu}e.

Neka je B′ |= T ∪ ∆′ ∪ {ϕ(c)}.
Ako je A′ = (A, a1, . . . , an) i B′ = (B, b1, . . . , bn), L-strukture

A i B su modeli kompletne teorije T, pa prema prethodnoj lemi
postoji L-struktura M i elementarna utapawa f : A ≺ M i

g : B ≺ M. Jasno, M |= T i n-torke f a = ( f a1, . . . , f an) i

gb = (gb1, . . . , gbn), elemenata iz M, zadovoqavaju iste atomi~ne

formule. Zaista, neka je λ(x) proizvoqan literal signature L.
Iz M |= λ[ f a] sledi A |= λ[a], tj. A′ = (A, a) |= λ(c). Dakle,

λ(c) ∈ ∆′, pa B′ = (B, b) |= λ(c), tj. B |= λ[b], odakle sledi
M |= λ[gb]. Me|utim:

� Iz A′ = (A, a) |= ¬ϕ(c) sledi A |= ¬ϕ[a], pa i M |= ¬ϕ[ f a].

� Iz B′ = (B, b) |= ϕ(c) sledi B |= ϕ[b], pa i M |= ϕ[ga].

Ova dva uslova protivre~e pretpostavci (2).
Prethodna teorema daje jedan kriterijum za utvr|ivawe da li je

data formula T-ekvivalentna formuli bez kvantifikatora, kada
je T kompletna teorija.

Teorema 19. Neka je T kompletna teorija kona~ne relacione sig-

nature. Tada su slede}i uslovi ekvivalentni:

(1) T dopu{ta eliminaciju kvantifikatora.

(2) Za svaki model M teorije T, ako n-torke a i b elemenata

iz M zadovoqavaju iste atomske formule, onda za svako a ∈ M
postoji b ∈ M takvo da (a, a) i (b, b) zadovoqavaju iste atomske
formule.

DOKAZ. (1) ⇒ (2) Neka je M proizvoqan model teorije T, a i b
n-torke elemenata iz M koje zadovoqavaju iste atomske formule

i a ∈ M proizvoqno izabran.

Kako L sadr`i samo kona~no mnogo relacijskih simbola, pos-

toji samo kona~no mnogo atomskih formula sa slobodnim pro-

menqivama x1, . . . , xn, x. Neka je α(x1, . . . , xn, x) konjunkcija svih
literala takvih da M |= α[a, a]. Iz pretpostavke (1) sledi da

postoji formula bez kvantifikatora θ(x1, . . . , xn) takva da

T ` ∃xα(x1, . . . , xn, x)⇔ θ(x1, . . . , xn),
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a samim tim i M |= θ[a]. Po{to a i b zadovoqavaju iste atomske

formule, zakqu~ujemo da M |= θ[b], odnosno M |= ∃xα(x, x)[b].
Ovo posledwe zna~i da postoji b ∈ B takav da M |= α[b, b].

(2)⇒ (1)Dovoqno je dokazati da T dopu{ta eleminicaju kvan-

tifikatora za formule oblika ∃xϕ(x, x), gde je ϕ(x, x) formula
bez kvantifikatora.

Neka je M |= T i neka su a i b n-torke elemenata iz M koje

zadovoqavaju iste atomi~ne formule. Tada

M |= ∃xϕ(x, x)[a] akko M |= ∃xϕ(x, x)[b],

pa je prema prethodnoj teoremi, ∃xϕ(x, x) T-ekvivalentno for-

muli bez kvantifikatora.

Posledica 11. Neka je T kompletna teorija kona~ne relacione

signature. T dopu{ta eliminaciju kvantifikatora akko uslov

(2) prethodne teoreme va`i za neki model M teorije T.

PRIMER 32. Neka je T teorija gustih linearnih ure|ewa sa krajwim

ta~kama. Podse}amo da je T kompletna teorija. Doka`imo da T ne

dopu{ta eliminaciju kvantifikatora.

Elementi 0 i 1/10 modela [0, 1]Q zadovoqavaju iste atomi~ne for-

mule (sa jednom slobodnom promenqivom x: x < x i x = x). Me|utim,

ne postoji a iz [0, 1]Q takav da (0, a) i (1/10, 1/100) zadovoqavaju iste
atomi~ne formule. Prema prethodnoj teoremi, T ne dozvoqava elimi-

naciju kvantifikatora.

Specijalno, ∃y(y < x)nijeT-ekvivalentnoformulibez kvantifika-
tora.

Teorema 20. Teorija gustih linearnih ure|ewa bez krajwih ta~aka

dopu{ta eliminaciju kvantifikatora.

DOKAZ. Prema prethodnoj posledici, dovoqno je dokazati uslov

(2) za (Q,<). Neka su (a1, . . . , an) i (b1, . . . , bn) n-torke racional-
nih brojeva koje zadovoqavaju iste atomske formule. Ako, bez

gubqewa op{tosti, pretpostavimo da je a1 < a2 < . . . < an, onda

je i b1 < b2 < . . . < bn. Treba dokazati da za bilo koji a ∈ Q,

postoji b ∈ Q takav da (a1, . . . , an, a) i (b1, . . . , bn, b) zadovoqavaju
iste atomske formule. Razlikujemo ~etiri slu~aja:

1. Ako je a = ai, za neko i ∈ {1, . . . , n}, onda uzimamo da je b = bi;

2. Ako je a < ai, za svako i ∈ {1, . . . , n}, onda uzimamo da je b
racionalan broj mawi od svih b1, . . . , bn;

3. Ako je ai < a, za svako i ∈ {1, . . . , n}, onda uzimamo da je b
racionalan broj ve}i od svih b1, . . . , bn;
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4. Ako je ai < a < ai+1, za neko i ∈ {1, . . . , n− 1}, onda uzimamo
da je b racionalan broj izme|u b1 i bi+1.

Teorema 21. Teorija TRG dopu{ta eliminaciju kvantifikatora.

DOKAZ. Neka je (G, E) slu~ajni graf. Prema aksiomi ρm, za

dovoqno veliko m, za sve n-torke a i b elemenata iz G koje zado-

voqavaju iste atomske formule i proizvoqno izabran a ∈ G
postoji b ∈ G takav da (a, a) i (b, b) zadovoqavaju iste atomske

re~enice.
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