Grafovi

1. Posmatrajmo graf prikazan na slici sa desne strane.
a) Odrediti skup ¢vorova V iskup grana E posmatranog grafa. Za

svaku granu posebno odrediti njene krajeve.

b) Odrediti sledeée skupove:
- skup grana incidentnih sa v (skup E;),

- skup ¢vorova susednih sa v, (skup N, ),

- skup grana susednih sa e; (N,,),

- skup svih petlji (skup L),
- paralelnih grana (skup P),

- skup €vorova susednih sami sebi (skup A)
- skup izolovanih ¢ovorova (skup I).

Resenje:

a) V ={vq,v;,V3,V4, Vs, V6, V7}
E ={ej,e;,e3,64,€5 €6 €7}

Grana Krajevi grane
€1 {v1,v5}
€2 {vy,v3}
€3 {vy,v3}
€4 {vo, v3}
es {vs, v}
€e {vs}
€7 {ve}

2. Nacrtajte graf koji ima sledecu strukturu
V ={v1,v5,v3,v}, E = {e1,e3,€3,€4}

Resenje:

b) E; ={ej, ez €3}

Nv1 = {vp, v3}
Ne, = {ez e3,€4}
L = {eg, €7}

P = {ey, e3}

A = {vs,ve}
I'={v,}

Grana Krajevi grane
€1 {vy,va}
€2 {va, V4 }
€3 {va, V4 }
€4 {va}

Zadati graf se moze prkazati na vise nacina, predlazemo dva

o,



3. ObeleiZite grane i ¢vorove grafova tako da oni predstavljaju isti graf

Resenje:

Va

Grafovi imaju Siroku primenu danas. Pomo¢u grafova se mogu predstaviti komunikacioni sistemi, mreza puteva i
slicno. Grafovi se mogu klasifikovati po svojoj strukturi.
e Graf je prost ukoliko nema petlji niti paralelnih grana. Na primer, posmatrajmo graf sa skupom ¢vorova V =
{u,v,w, x}iskupom grana E = {e;, e, } definisanih tako da je e; = {u, v}.
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e Prost graf se naziva kompletnim ukoliko za svaki par ¢vorova postoji tacno jedna grana koja ih povezuje. Z
kompletne grafove sa n ¢vorova koristimo oznaku K,,.
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e Graf se naziva kompletnim bipartitnim grafom sa m i n Cvorova, u oznaci K, ,, ako se svi njegovi ¢vorovi
mogu grupisati u dva skupa ¢vorova, oznaéimo ih sa vy, v, ..., Uy, | W, Wy, ...., Wy, tako da vazi sledece:
zasvakoi,k=1,..,mij,l=1,...,n
- postoji grana koja povezuje ¢vorove v; i w;

- ne postoji grana izmedu ¢vorova v; i vy,
- ne postoji grana izmedu Cvorova w; i w;
Na slici niZe su prikazana dva bipartitna grafa, K3, i K3 3
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o Graf U = (Vy, Ey) se naziva podgrafom grafa G = (V, E;) ukoliko je V; € V; i ako su ¢vorovi Vi povezani
tako da vazi Ey; € E;.

e Stepen cvora, u oznaci degv, predstavlja broj grana koje iz tog ¢vora ,izlaze”. Suma stepena svih ¢vorova
predstavlja dvostruku vrednost broja grana tog grafa.

4. Odrediti stepen svakog ¢vora grafa koji je prikazan na slici

Resenje

deg(v,) = 0 jer nije susedan ni sa jednim ¢vorom

deg(v,) = 2 jer su dve grane incidentne sa njim

deg(v;) = 4 jer su grane ey, e, incidentne sa njim, kao i grana e; koja se racuna dvostruko
degg = deg(v;) + deg(v,) + deg(v3) =0+2+4=6

Teorema
Stepen grafa jednak je dvostrukom broju njegovih grana.

Posledica
Stepen grafa je paran broj



Posledica
U svakom grafu moze biti samo paran broj ¢vorova neparnog stepena.

5. Nacrtati graf koji ima sledecu strukturu (ili pokazati da takav graf ne postoji)
a. Grafsa4 c¢vorastepenal,1,2i3.
b. Grafsa4 ¢vorastepenal,1,3i3
c. Prost graf sa 4 ¢vorastepena 1,1,3i3
ResSenje
a. Na osnovu posledice se moZe zakljuciti da ovakav graf ne postoji (1+1+2+3=7, neparna vrednost)
b. Neki primeri grafa su prikazani nize

a b a b a b
a b
*—=e
d c d d c
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c. Ne postoji prost graf sa zadatom strukturom (na osnovu pretpostavki da je graf prost, moZzemo uzetidasu a i
b Cvorovi stepena 1, a ¢ i d ¢vorovi stepena 3. Sa obzirom da je ¢vor prost, sledi da je nema paralelnih grana
niti petlji, tako da ¢vor ¢ mora biti susedan sa 3 ¢vora, atosu a, b i d. Takode, ¢vor d mora biti susedan sa 3
Cvora,atosua, bic, sto je u kontradikciji sa pretpostvkom da su stepeni ¢vorova a i b jednaki 1.

6. Da li se u grupi svako od devetoro ljudi moZe povezati sa tacno petoro drugih?
ResSenje

Ne. Predstavimo ljude kao ¢vorove grafa koji ¢ée medusobno biti povezani jedino ako su ljudi medusobno povezani. U
tom slucaju se dobija da je stepen grafa 9*5=45 $to ne moZe jer je neparan broj.

Zadaci za vezbu

1. Grafovi su prikazani na slici. Definisati skupove ¢vorova, grana, za svaku granu odrediti krajnje ¢vorove.

2. Nacrtati graf G definisan skupom ¢vorova V = {vy, v, v3,v,, s} i skupom grana E = {e,, e,,e3,e,} ako su
krajevi svake grane prikazani u tablici

a. b.
Grana | Krajevi grane Grana | Krajevi grane
€ {vy,va} €1 {vi}
€2 {vy,va} €2 {vo, v}
€3 {v,v3} €3 {va,v3}
€4 {v2} €4 {vy,vs}




3. Dalisu naslikama prikazani isti grafovi? ObrazlozZiti odgovor.

a)

b)

NG
s

4. Za grafove sa slike odrediti sledeée skupove:

skup grana incidentnih sa v; (skup E;),
skup Cvorova susednih sa v3 (skup Ny,),
skup grana susednih sa e; (N, ),

skup svih petlji (skup L),

paralelnih grana (skup P),

odrediti stepen ¢vora v kao i stepen grafa,
skup izolovanih ¢ovorova (skup I).

5. Dalise koriséenjem dve kofe, A i B, kapaciteta 3 i 5 litara (tim redom) moZe izmeriti tacno jedan litar ako su
dozvoljene sledece radnje: obe kofe se mogu napuniti do vrha, obe kofe se mogu isprazniti u celosti,
dozvoljeno je prespanje te¢nosti iz jedne kofe u drugu.

6. Nacrtati sledece grafove, ukoliko takvi grafovi postoje

7. Odrediti sve neprazne podgrafe grafova sa slike

Graf sa pet ¢vorova stepena 1,2,3,3i5

Graf sa Cetiri ¢vora stepena 1,2,3i3

Graf sa Cetiri ¢vora stepenal,1,1i4

Prost graf sa Cetiri ¢vora stepena 1,2,3 i 4
Prost graf sa pet ¢vorova stepena 2,3,3,3i 5.




8. Dali je moguce da u grupi od 15oro ljudi svako od njih ima tacno troje prijatelja.

9. U grupi od Cetvoro ljudi da li je moguce da svako od njih bude prijatelj sa tacno troje iz grupe.

10. Koliko grana ima graf ako su stepeni ¢vorova slede¢i 0,2,2,3 i 9.

11. Koliko grana ima graf ako su stepeni ¢vorova slede¢i 1,1,4,4 i 6.

12. Nacrtati sledece kompletne bipartitne grafove K, 5, K; 3 i K3 4. Koliko ¢vorova imaju nacrtani grafovi. Kog
stepena su posmatrani grafovi.

Bipartitni graf je prost graf Ciji se skup ¢vorova moze grupisati tako da svaki ¢vor iz jedne grupe moze biti
povezan sa ¢vorovima iz druge grupe ali ne sme biti povezan sa ¢vorovima iz svoje grupe.

13. Medu prikazanim grafovima odredite bipartitne

Ve S

Graf G’ se naziva komplementom prostog grafa G ukoliko vazi sledeée: Skup ¢vorova grafa G’ je identi¢an skupu
¢vorova grafa G, dok su dva ¢vora grafa G’ povezana granom akko nisu povezana granom u grafu G.
Na primer, njegov komplement je nepovezan graf sa istim brojem ¢vorova i praznim skupom grana.

Putanje i cikli u grafovima

Posmatrajmo graf prikazan na slici

Alternirajuci niz susednih ¢vorova i grana od ¢vora u, do ¢vora u, se naziva Setnjom po grafu i moZe se opisati na
slededi nacin:
Uq€1U2E63U3E6,4U5E3U3E5U,4E7UyE3UzE5Uy.
Setnja je trivijalna ukoliko se sastoji samo iz jednog ¢vora.
Setnja je zatvorena ako su pocetni i krajnji évor isti.
Put u grafu je Setnja u kojoj se ni jedna grana ne ponavlja.
Put je prost ukoliko se u njemu ni jedan ¢vor ne ponavlja.
Cikl je zatvoren put.
Prost cikl je zatvoreni prost put.
Trivijalni cikl je Setnja koja se sastoji samo iz jednog ¢vora i ni jedne grane.



Napomena:

1. Neka je graf G prikazan na slici desno. Za svaki
od ponudenih odgovora odrediti da li on
predstavlja putanju, prostu putanju, kruznicu
ili prostu kruznicu.

ResSenje
a.

-0 oo oo

- Zapis e;eze4e, podrazumeva zapis Uy eqUze3Uze,4U5 e, V5, dok se zapis e; moZze protumacditi na dva
nadina: u;e U, i usequy.

- Zapis u,u, podrazumeva jedinstven zapis u; e;u, dok se zapis u,u; moze protumaciti kao u,e;usz i
Uye4V3.

- Zapis uyuusuz podrazumeva jedinstvenu putanju use;usegisesis

V1 €1V €3 V364 V3 €570y
€1€3€65€¢

V2V3V4V5V6 V2
V2V3V4V5V6 V2

V2V3V4V6 V3V

U1

Opisana Setnja ima ¢vor koji se ponavlja ali nema granu koja se ponavlja, tako da ona predstavlja putanju od
v, do v, koja nije prosta.

U pitanju je Setnja od v; do vs. Nije u pitanju putanja je ima granu koja se ponavlja.

Opisana je Setnja bez ponavljajuéih grana koja pocinje i zavrsava se u ¢voru v,. Dakle, u pitanju je cikl. Kako
se ¢vor u srediStu ponavlja, nije prosti cikl.

Opisana Setnja pocinje i zavrSava se u v,, a da pri tom ne obilazi ni jednu granu niti ¢vor dva puta. Dakle, u
pitanju je prost cikl.

Opisana Setnja predstavlja zatvorenu Setnju koja pocinje i zavrsava se u ¢voru v,. Nije u pitanju ni cikl niti prost
cikl zato Sto se grana e5 i ¢vor v3 ponavljaju.

Prvi i poslednji ¢vor Setnje su isti. Takode Setnja ne ponavlja ni jedan ¢vor niti granu. Dakle, u pitanju je prost
cikl koji se jo$ naziva trivijalnim ciklom.

Neka je G graf. Dva ¢vora u i w su povezana ako i samo ako postoji neka Setnja od ¢vora u do ¢vora w. Graf je povezan
graf akko za svaki par ¢vorova posmatranog grafa postoji Setnja od jednog do drugog.
Na primer, graf pod a) je povezan dok grafovi pod b) i ¢) to nisu

v AR X

Definicija
Cikl koji sadrzi sve grane grafa naziva se Ojlerovim ciklom. Graf se naziva Ojlerovim ako nema izolovanih ¢vorova i ima
Ojlerov cikl.

Teorema
Ukoliko graf ima Ojlerov cikl, tada je stepen svakog ¢vora tog grafa paran.



Teorema
Ako je graf G povezan i ako je stepen svakog njegovog ¢vora paran, tada takav graf ima Ojlerov cikl.

2. Dalise za graf na slici moZe odrediti Ojlerov cikl?

Resenje:
Stepen ¢vorova vy i v3 je 3, Sto je neparna vrednost. Stoga se na
osnovu date teoreme moze zakljuciti da za ovakav graf Ojlerov cikl ne
postoji.

Algoritam za odredivanje Ojlerovog cikla:

Korak 1: Proizvoljno izabrati ¢vor grafa kao pocetni

Korak 2: Izabrati bilo koju cikl koji pocinje i zavrSava se u izabranom ¢voru ne ponavljajuci ni jednu granu.
Oznacimo konstruisan cikl sa C.

Korak 3: Proverite da li C sadrzi svaku granu i svaki ¢vor grafa G. Ako je odgovor potvrdan, C je Ojlerova putanja

i algoritam je zavrsen. Inace se primenjuju naredni koraci.

Korak 3a:  Ukloniti sve grane iz grafa G koje odgovaraju ciklu C i sve ¢vorove koji ¢e ostati izolovani nakon brisanja
grana. Nazovimo rezultujuci podgraf G1. Pri tom, moZe da se dogodi da graf G1 ne bude povezanida
stepen svakog njegovog ¢vora bude paran.

Korak 3b: lzabrati bilo koji ¢vor w koji pripada i ciklu Ci grafu G1

Korak 3c:  Na grafu G1 izabrati bilo koji cikl koji poCinje i zavrSava se u w bez ponavljanja grana. Nazovimo
rezultujudi cikl C1.

Korak 3d:  Spojimo ciklove Ci C1 u cikl C2 na sledeci nacin: Polazeci od v koristimo cikl C do w, a zatim duz cikla
C1 idemo nazad do w. Dalje se od ¢vora w duz cikla C vracamo do ¢vora v.

3. Zaposmatrani graf odrediti Ojlerov cikl (ukoliko postoji).

Resenje:
Primeti¢emo da je stepen svakog ¢vora paran i da je graf povezan. Stoga Ojlerov cikl postoji. Odredicemo ga tako Sto
¢emo da pratimo korake opisane u prethodnom algoritmu.
Neka je cikl C definisan na sledeéi nacin C: abcda.
Kako opisan cikl ne prolazi kroz sve ¢vorove grafa, formiraéemo pomocni cikl
C1: deghijd

Spajanjem ciklova Ci C1 dobija se cikl

C2: abcdeghjida
Dobijeni cikl ozna¢imo kao C i proveravamo da li je on Ojlerov. Medutim, dobijen cikl nije Ojlerov jer ne prolazi kroz
¢vor f.
Oredujemo pomocni cikl C1: efhe. Spajamo ciklove C i C1 u novi cikl C2: abcdefheghjida. 1zjednacimo C2 sa C.
Dobijeni cikl je Ojlerov.

Ojlerov put je put koji sadrzi sve grane tog grafa.



4. Za posmatrani graf odrediti Ojlerov put od ¢vora A do ¢vora B.

Hamiltonov cikl

Hamiltonovim ciklom grafa G nazivamo prost cikl koji prolazi kroz svaki ¢vor grafa ta¢no jedanput (osim
prvog i poslednjeg koji su isti) prolazeci kroz sve grane grafa.

Hamiltonovim putem od u do v nazivamo put koji sadrzi svaki ¢vor grafa tacno jednom a iji su krajevi ¢vorovi
uiv.

Ako graf H ima netrivijalni cikl, onda graf G ima podgraf H putanju sa slede¢im osobinama
1) H sadrzi svaki ¢vor grafa G
2) H je povezan graf
3) Hima isti broj ¢vorovaigrana
4) Svaki ¢vor u H ima stepen 2

5. Dallislededi graf ima Hamiltonov put?
A c

ResSenje:

Ako bi posmatrani graf imao Hamiltonov put, tada bi mogao da se izdvoji podgraf H sa 5 ¢vorova i 5 grana
takvih da svaki ¢vor grafa ima stepen 2. Posto je stepen ¢vora b jednak 4 potrebno je da se obriSu dve grane.
Ako obrisemo granu {a, b} ¢vor a ¢e imati stepen 1 a ne 2 kao $to treba. Slicno bi moglo da se pokaze i za
ostale grane, sto nas dovodi do zakljucka da se za posmatrani graf ne moze pronadi Hamiltonov put.

Specijalan primer Hamiltonovog puta je problem Trgovackog putnika koji se mozZe opisati na sledeéi nacin:

. - . v sy . B
Neka je na grafu niZe postavljena mreza gradova i tacno rastojanje medu

njima kao teZina grana. Ako Trgovacki putnik treba da poseti svaki grad tac¢no v
jedanput i ako svoju putanju treba da zapocne i zavrsi u gradu A, odrediti

putanju Trgovackog putnika tako da ukupno predeno rastojanje bude

minimalno.

Resenje:
ResSicemo problem Trgovackog putnika tako Sto ¢emo da izraCtunamo duZine svih putanja a zatim da
izaberemo najkra¢u medu njima:



ABCDA :
ABDCA :
ACBDA :
ACDBA :
ADBCA :
ADCBA :

Najkraci putevi imaju 125 kilometara: ABCDA i ADCBA

30+30+25+40=125
30+35+25+50=140
50+30+35+40=155
140 (put ABDCA samo unazad)
155 (put ACBDA samo unazad)
125 (put ADCBA samo unazad)

Zadaci za vezbu

1. Za svaku Setnju odrediti da li ona predstavlja put, prost put, zatvoreni put, cikl, prost cikl ili nista od
navedenog

SO o0 T W

V1€3V,83V38,4V,85 V58,0181V,
VU3V, VsV,

VU V3V Vs VoV,

VoUs VU3V VoV
VaV1V5V2V3V4 1V

U5V U2 V1

2. Dalli grafovi na slici sadrze Ojlerov cikl
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e.
Da li postoji Ojlerov put od u do w

'Ul U3

Vg
w
Vs
b C d
a u f ¢
h w
8
v Vs
Vg Uy Uy
T
Us
vy Vg w
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4. Naci Hamiltonove cikle

i b 29. b
a ¢
e ¢
(q (
f 8 ;
vl 31.
Us Vg
Uy Us
U?
vy h 8

v 3

d

Kazemo da su dva grafa G; = (V4,E;) i G, = (V,, E,) izomorfna akko postoje bijekcije g:V; = V, i h: E; =
E, takve da vazi: ako je v kraj grane e u grafu G, onda je | g(v) kraj grane h(e) u grafu G,.

Grafovi na slici su izomorfni:
UJI
'II’S

el Uy
Ue} fl
(74 U4
G
VG) VG E(G) E(G)

Njima odgovarajuce bijekcije su
PN LA
. o ‘
— =
I

Na slici su prikazani grafovi koji imaju dva ¢vora i dve grane, a koji medusobno nisu izomorfni, tj. svaki drugi
graf koji ima dva ¢vora i dve grane je izomorfan jednom od prikazana 4 grafa

(a) (h) (c) (d)

Uy

s

wy

e

12



7. Dalisu prikazani grafovi medusobno izomorfni

&

G G’

H H'

Resenje
a. Gima 9 ¢vorova dok G’ ima samo 8. Nisu izomorfni
b. Hima ¢vor stepena 4, dok H' nema takav ¢vor. Dakle, nisu izomorfni

8. Da li su grafovi na slici medusobno izomorfni? Definisati izomorfizam

) N
1] % ¢ w % v
d z
G G’
Resenje:

Jesu. Izomorfizam f:V(G) — V(G") je definisan na sledeci nacin:

V(G) . VI(GH
/(—*

Dok je funkcija g definisana na sledeéi nacin
Grana Graneu G’

{a, b} {y.w}=1{g(a), g(b)}
{a c} {v.x} ={g9(a), g()}
{a,d} {v.z} ={g9(a), g(d)}
{c,d} {x,y} ={9(c), g(d)}




Zadaci za vezbu

1. Da li su selededi grafovi izomorfni. Ako jesu, odrediti preslikavanja g, i h. Ako nisu, odrediti njima
izomorfne varijante po kojima se razlikuju.

h

wy

s Wy
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Nacrtati sve neizomorfne proste grafove sa tri ¢vora
Nacrtati sve neizomorfne proste grafove sa Cetiri ¢vora

Nacrtati sve neizomorfne grafove sa tri ¢vora i sa ne vise od dve grane
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