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1. a) [2] Neka su λ1, λ2, . . . , λn mere na prostoru (X,M) i c1, c2, . . . , cn > 0. Dokazati da je tada sa

λ(E) = c1λ1(E) + c2λ2(E) + · · ·+ cnλn(E)

definisana mera na (X,M).

b) [8] Na Lebegovoj σ-algebri M nad R, definiximo funkciju µ : M→ [0,+∞] sa

µ(E) = 2m
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+ eδ{0}(E) + πδ{ 1√

2
}(E),

pri qemu je m Lebegova mera na R, dok su δ{0} i δ{ 1√
2
} Dirakove mere u odgovaraju�im taqkama.

Dokazati da je µ mera i izraqunati µ(Q), µ(R \Q) i µ(K), gde je K Kantorov skup.

v) [12] Dokazati da je funkcija
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Borel mer	iva i izraqunati
∫
R
f dµ.

g) [3] Dokazati da je sa

N = {A ⊆ R | A najvixe prebrojiv ili A{ najvixe prebrojiv}

definisana jedna σ-algebra na R.
d) [5] Da li je funkcija f N-mer	iva?

�) * [5] Opisati sve N-mer	ive funkcije f : R→ [0,+∞].

2. [16] Kompletnost mere - definicija. Dati primer kompletne i nekompletne mere i objasniti.

3. a) [13] Teorema o dominantnoj konvergenciji (formulacija i dokaz).

b) [13] Izraqunati lim
n→∞

n
1∫
1
n

(sin 1
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+cos 1

n)
n
·ex2

1+n3(x−1)2 dx.

4. Neka je (R,M, µ) prostor sa merom, pri qemu je M Lebegova σ-algebra, a µ Lebegova mera. Neka je
dat niz funkcija fn : R→ R sa fn(x) = ne−n|x|.

a) [5] Ispitati za koje p ∈ [1,+∞), fn ∈ Lp(µ) kada n→∞;

b) [5] Ispitati konvergenciju niza fn µ skoro svuda;

v) [5] Ispitati konvergenciju niza fn u L1;

g) [5] Ispitati konvergenciju niza fn po meri µ;

d) [8] Da li iz L1 konvergencije sledi konvergencija po meri? Da li iz konvergencije po meri
sledi konvergencija u L1-normi? Ukoliko je tvrd�a taqna, dokazati je, ukoliko nije, dati
kontraprimer.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki deo zadatka nosi poena. Vreme za izradu
zadataka je 180 minuta.


