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1. Îäðåäèòè ñåãìåíòíè îáëèê jåäíà÷èíå ðàâíè êîjîj ïðèïàäàjó òà÷êå
M1(2,−3,−4), M2(3,−2, 5), M3(0,−5, 2).

Ïîñìàòðàíå òðè òà÷êå çàäîâî§àâàjó jåäíà÷èíó ðàâíè αx+βy+γz+δ =
0, îäàêëå ñå ðåøàâà»åì ñèñòåìà äîáèjà x− y = 5.

2. Èçðà÷óíàòè ðàñòîjà»å òà÷êå M(x0, y0, z0) îä ðàâíè α : Ax + By +
Cz +D = 0.

Ðàñòîjà»å òà÷êå ñå èçðà÷óíàâà ïî ôîðìóëè

d(M,α)‖nα‖ = |Ax0 +By0 + Cz0 +D|.

Ïðèòîì,
‖nα‖ =

√
A2 +B2 + C2,

îäàêëå jå

d(M,α) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

3. Îäðåäèòè ðàñòîjà»å òà÷êå M(x0, y0, z0) îä ïðàâå p : x−x1
A

= y−y1
B

=
z−z1
C

.

Òðàæè ñå d(M, p). Ïðàâà p jå îäðå¢åíà ïðàâöåì −→up(A,B,C) è òà÷êîì
P (x1, y1, z1). Äà áèñìî íàøëè òðàæåíî ðàñòîjà»å, ïîñìàòðà£åìî ïîâðøèíó

ïàðàëåëîãðàìà íàä
−−→
PM , −→up:

d(M, p) =
|
−−→
PM ×−→up|
|−→up|

.

4. Íà£è jåäíà÷èíó íîðìàëå èç (2, 3,−1) íà ðàâàí α : 2x+y−4z+5 = 0.
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Èç jåäíà÷èíå ðàâíè (2, 1,−4)(x, y, z) = −5 âèäèìî äà jå âåêòîð ïðàâöà
ïðàâå (2, 1,−4), à êàêî òîj ïðàâîj ïðèïàäà è òà÷êà A(2, 3, 1) íàëàçèìî äà
jå jåäíà÷èíà ïðàâå x−2

2
= y−3

1
= z+1
−4 .

5. Îäðåäèòè òà÷êó ïðîäîðà ïðàâå p : x+1
3

= y+3
2

= z−5
−4 êðîç ðàâàí

α : 3x+ y + 4z + 6 = 0.

Îçíà÷èìî òà÷êó ïðîäîðà ñà P . Ïðàâà p ó ïàðàìåòàðñêîì îáëèêó èìà
jåäíà÷èíå x = 3t − 1 = 2t − 3 = −4t + 5. Êàêî P ∈ α, òî ñå ëàêî íàëàçè
âðåäíîñò ïàðàìåòðà t: 9t−3+2t−3−16t+20+6 = 0, îäíîñíî −5t = −20,
t = 4.

6. Íà£è jåäíà÷èíó ðàâíè êîjà ñàäðæè ïðàâó p : x−3
2

= y+4
−1 = z−3

5
è

òà÷êó M(1, 1, 2).

Îäðå¢èâà»åì äâå òà÷êå ñà ïðàâå, çàäàòàê ñå ñâîäè íà çàäàòàê 1.

7. Íà£è jåäíà÷èíó ðàâíè êîjà ñàäðæè òà÷êóM(−1, 0, 3) è îðòîãîíàëíà
jå íà ïðàâó q : x+1

2
= y−3

4
= z−3
−1 .

Âåêòîð íîðìàëå ïðàâå jå (2, 4,−1), ïà jå jåäíà÷èíà ðàâíè 2x + 4y −
z + d = 0. Îâäå d íàëàçèìî èç óñëîâà äà ðàâàí ñàäðæè òà÷êó .

8. Íà£è jåäíà÷èíó ðàâíè α àêî:

a) ðàâàí α ïàðàëåëíà ñà y-îñîì è ñàäðæè òà÷êó P (2, 5, 3)

á) ðàâàí ñàäðæè z-îñó è ñàäðæè òà÷êó M(−3, 1, 2)

â) ðàâàí α ïàðàëåëíà ñà x-îñîì è ñàäðæè òà÷êe A(4, 0,−2), B(5, 1, 7).

a) −→nα(0, 1, 0), y − 5 = 0.

á) Àïëèêàòà èìà jåäíà÷èíó x = y = 0, à êàêî òà÷êà P ïðèïàäà ðàâíè,
òî jå −3α+β+2γ+δ = 0. Êàêî àïëèêàòà ïðèïàäà ðàâíè, òî jå jåäíà÷èíà
ðàâíè x+ 3y = 0.

â) Èìàìî (α, β, γ)(1, 0, 0) = 0, 4α− 2γ + δ = 0, 5α + β + 7γ + δ = 0.

9. Íà£è ïðîjåêöèjó òà÷êå P (−1, 4, 1) íà σ : x− 2y − 2z − 7 = 0.

Íåêà jå P ′ ïðîjåêöèjà òà÷êå íà ðàâàí. Èç ïàðàìåòàðñêèõ jåäíà÷èíà
ïðàâå, äîáèjà ñå x = t − 1, y = −2t + 4, z = −2t + 1, ñ îáçèðîì íà òî äà
ïðîjåêöèjà òà÷êå ïðèïàäà ðàâíè

t− 1 + 4t− 8 + 4t− 2− 7 = 0,



t = 2.

P ′(1, 0,−3).
10. Îäðåäèòè îðòîãîíàëíó ïðîjåêöèjó ïðàâå p : x−1

2
= y+1

3
= z−3
−1 íà

ðàâàí α : x+ 2y − 5z + 3 = 0.

Íàjïðå ïðèìåòèìî äà òà ïðàâà ñå÷å ðàâàí. Ïðîjåêöèjà ïðàâå l íà
ðàâàí α jå ïðàâà l′ îäðå¢åíà ïðîjåêöèjàìà äâåjó »åíèõ òà÷àêà (íïð. (1,-
1,3) è ïðåñå÷íå òà÷êå). Òðàæåíà ïðîjåêöèjà jå l′ : x−3

47
= y−2

64
= z−2

35
.

11. Îäðåäèòè òà÷êó Q ñèìåòðè÷íó òà÷êè P (3,−2,−4) ó îäíîñó íà
ðàâàí α : 6x+ 2y − 3z − 75− 0.

Ïðâî ñå îäðåäè òà÷êà P ′ êîjà jå íîðìàëíà ïðîjåêöèjà òà÷êå P íà ðàâàí
α, a ïîòîì ñå èñêîðèñòè äà jå òà÷êà P ′ ñðåäèøòå äóæè PQ. Òðàæåíà
òà÷êà èìà êîîðäèíàòå Q(15, 2,−10).

12. Îäðåäèòè îðòîãîíàëíó ïðîjåêöèjó òà÷êå M(2, 3, 1) íà ïðàâó l :
x+7
1

= y+2
2

= z+2
3
.

Íåêà jå òðàæåíà ïðîjåêöèjà òà÷êà M ′. Êàêî òà÷êà M ′ ïðèïàäà ïðàâîj
l, »åíå êîîðäèíàòå ñó îáëèêà M ′(t− 7, 2t− 2, 3t− 2) çà íåêî t ∈ R. Àêî
jå −→uα âåêòîð ïðàâå l, òàäà ñå èç óñëîâà

−−−→
MM ′ · −→uα = 0 (ïðîjåêöèjà jå

îðòîãîíàëíà) äîáèjà äà jå t = 2, ïà jå òðàæåíà òà÷êà M ′(−5, 2, 4).

13. Îäðåäèòè òà÷êó Q ñèìåòðè÷íó òà÷êè P (−1,−2,−1) ó îäíîñó íà
ïðàâó l : x

−2 = y−3
4

= z−4
1
.

Ïðâî ñå îäðåäè òà÷êà P ′ êîjà jå íîðìàëíà ïðîjåêöèjà òà÷êå P íà
ïðàâó l (êàî ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó), à ïîòîì ñå èñêîðèñòè äà jå òà÷êà
P ′ ñðåäèøòå äóæè PQ. Òðàæåíà òà÷êà èìà êîîðäèíàòå Q(5, 0, 5).

14. Íà£è jåäíà÷èíó íîðìàëå èç òà÷êå M(1,−2, 3) íà ïðàâó l : x
2
=

y−2
0

= z−4
−1 .

Íåêà jå L (íïð. L(0,2,4)) ïðîèçâî§íà òà÷êà ïðàâå l è íåêà jå ïðàâà
n òðàæåíà íîðìàëà. Òàäà jå −→un · −→ul = 2A − C = 0. Èç óñëîâà äà ñå

ïðàâå ñåêó ñëåäè äà jå [
−−→
ML,−→ul ,−→un] = −4A + B − 8C = 0. Ðåøàâà»åì

ñèñòåìà ñå äîáèjà äà jå −→un(A, 20A, 2A), A 6= 0. Òðàæåíà íîðìàëà jå ïðàâà
n : x−1

1
= y+2

20
= z−3

2
.

15. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ðàâíè êîjîj ïðèïàäà β ∩ γ, (ãäå jå β : x+ y +
z−1 = 0, γ : x−y+2z+2 = 0) è ïîëîâè îäñå÷àê ïðàâå l : x−1

1
= y+1

2
= z
−2

èçìå¢ó äàòèõ ðàâíè.



Jåäíà÷èíà ïðåñåêà ðàâíè jå x−3
−2 = y

1
= z−7

−4 , ïà jå jåäíà÷èíà ðàâíè

γ : −2x+ y − 4z + δ = 0. Êàêî jå |δ|√
22+12+42

=
√
21, òî jå δ = ±21.

16. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ðàâíè γ íîðìàëíå íà ïðåñåê ðàâíè α : x +
2y = 3 è β : −2x + z = 1, êîjà jå óäà§åíà îä êîîðäèíàòíîã ïî÷åòêà çà√
21.

17. Îäðåäèòè λ òàêî äà ñå ïðàâå p : x−2
3

= y+4
5

= z−1
−2 è q : x−λ

2
= y−3

1
=

z+5
0

ñåêó. Êîjå ñó êîîðäèíàòå ïðåñå÷íå òà÷êå?

Çàïèøèìî ïàðàìåòàðñêå jåäíà÷èíå ðàâíè. Äîáèjà ñå äà jå P (11, 11,−5).

18. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ðàâíè êîjà ñàäðæè l : x−1
2

= y+2
1

= z−3
3

è
íîðìàëíà jå íà α : 2x− 4y + z + 5 = 0.

19. Îäðåäèòè çàjåäíè÷êó íîðìàëó ìèìîèëàçíèõ ïðàâèõ p : x−4
1

=
y+3
2

= z−12
−1 è q : x−3−7 = y−1

2
= z−1

3
.

Âåêòîðè −→up(1, 2,−1) è −→uq(= 7, 2, 3) ñó âåêòîðè ïðàâèõ p è q. Íåêà ñó
ïðåñåöè òðàæåíå çàjåäíè÷êå íîðìàëå n ñà äàòèì ïðàâàìà ðåäîì òà÷êå
M è N . Òàäà ñó êîîðäèíàòå îâèõ òà÷àêà M(t + 4, 2t − 3,−t + 12) è
N(−7s+3, 2s+1, 3s+1) çà íåêå s, t ∈ R. Èç óñëîâà jå ïðàâà n íîðìàëíà íà
äàòå ïðàâå p è q; ñëåäè äà jå

−−→
MN ·−→up = 0 è

−−→
MN ·−→uq = 0 òj. t = 3 è s = 0, ïà

ñó êîîðäèíàòå òà÷àêàM(7, 3, 9) èN(3, 1, 1). Òðàæåíà çàjåäíè÷êà íîðìàëà
jå ïðàâà n è äàòà jå jåäíà÷èíîì n : x−7

4
= y−3

2
= z−9

8
.

20. Íà£è ðàñòîjà»å èçìå¢ó ìèìîèëàçíèõ ïðàâèõ l1 :
x−9
4

= y+2
−3 = z

1
è

l2 :
x
−2 = y+7

9
= z−2

2
.

Êàî ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó, ðàñòîjà»å jå 7.

21. Íà£è ðàñòîjà»å ðàâíè σ êîjà ñà γ : x− 4y − 8z + 12 = 0 îáðàçójå
óãàî π

4
è ñàäðæè

à) p : x−1
1

= y−2
0

= z
−1

á) ïðåñåê ðàâíè α : x+ 5y + z = 0 è β : x− z + 4 = 0

â) m : x
0
= y
−4 = z

−8

cos π
4
=

−→nγ ·−→nσ

|−→nγ ||−→nσ | , îäàêëå ñå äîáèjà 81(a2 + b2 + c2) = 2(a− 4b− 8c)2



à) Êàêî ïî óñëîâó çàäàòêà p ⊂ σ, òî jå −→nσ−→up = 0, îäíîñíî a = c. Çàòî
jå 64a2 − 112ab + 49b2 = 0, îäàêëå jå a

b
= 7

8
, ïà ñó êîîðäèíàòå âåêòîðà

íîðìàëå (7, 8, 7). Ïî óñëîâó çàäàòêà ðàâàí ñàäðæè òà÷êó P (1, 2, 0) ∈ p,
ïà jå äàòà jåäíà÷èíîì 7x+ 8y + 7z − 23 = 0.

á)

â)

22. Îäðåäèòè ÃÌÒ ñðåäèøòà äóæè AB äóæèíå 4 òàêâèõ äà A è B
ïðèïàäàjó ðåäîì ïðàâàìà l1 : 2x − y + z = 0, 6x − 3y − 2z + 2 = 0,
l2 : 2x+ y − z − 1 = 0, 4x+ 2y + 3z + 3 = 0.

Êîîðäèíàòå òà÷êå ñó (t, 2t, 1), à òà÷êå B (s,−2s,−1), ïà jå ñðåäèøòå
äóæè C( t+s

2
, t−s, 0). Êàêî jå äóæ äóæèíå 4, èìàìî (t−s)2+4(t+s)2+4 =

16, îäàêëå ñå äîáèjà y2 + 16x2 = 12, z = 0, îäíîñíî ÃÌÒ jå åëèïñà.

23. Äàòå ñó l1 : x−1
2

= y
−1 = z+2

2
, l2 : x − 2y − 3z = 1, x + y + kz = 0.

Îäðåäèòè k òàêî äà ñó ïðàâå êîìïëàíàðíå.

Ïàðàìåòàðñêå jåäíà÷èíå ïðâå ïðàâå ñó x = 2t+ 1, y = −t, z = 2t− 2,
ñìåíîì òîãà ó jåäíà÷èíó äðóãå ïðàâå è ðåøàâà»åì ñèñòåìà äîáèjà ñå
k = −1.

24. Êðîç T (−3, 1, 2) ïîñòàâèòè l‖‖α, α : 4x− y + 2z − 5 = 0 êîjà ñå÷å
ïðàâó p : x+3

0
= y−2

2
= z+1

−1 . Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ïðàâå l1 ñèìåòðè÷íå ó
îäíîñó íà α àêî jå nα = (4,−1, 2).

Êàêî òðàæåíîj ïðàâîj l ïðèïàäà òà÷êà T (−3, 1, 2), òî jå jåäíà÷èíà
ïðàâå äàòà ñà l : x+3

a
= y−1

b
= z−2

c
, ãäå jå −→ul (a, b, c) âåêòîð ïðàâå l. Èç

óñëîâà äà jå ïðàâà l ïàðàëåëíà ðàâíè α : 4x− y + 2z − 5 = 0, ñëåäè äà jå
âåêòîð ðàâíè−→uα(4,−1, 2) íîðìàëàí íà âåêòîð−→ul , ïà jå 4a−b+2c = 0. Êàêî

ïðàâà l òðåáà äà ñå÷å äàòó ïðàâó p, òî jå [−→ul ,−→up,
−→
TP ] = 0, ãäå jå −→up(0, 2,−1)

âåêòîð ïðàâå p, à P ïðîèçâî§íà òà÷êà ïðàâå p, íïð. P (−3, 1, 2). Èç îâîã
óñëîâà ñå äîáèjà a = 0. Ñëåäè äà jå âåêòîð ïðàâå l (0, 2, 1) è jåäíà÷èíà
ïðàâå l : x+3

0
= y−1

2
= z−2

1
. Òà÷êà T1(

7
3
,−1

3
, 14

3
) jå ñèìåòðè÷íà òà÷êè

T (−3, 1, 2) ó îäíîñó íà ðàâàí α. Jåäíà÷èíà ïðàâå ñèìåòðè÷íå ïðàâîj l ó

îäíîñó íà ðàâàí α jå l1 :
x− 7

3

0
=

y+ 1
3

2
=

z− 14
3

1
.

25) Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ïðàâå q êîjà ïðèïàäà α : 2x + 3y0z + 1 = 0
îáðàçójå ìèíèìàëàí óãàî ñà p : x−3

1
= y−3

2
= z

1
è íà ìèíèìàëíîì jå

ðàñòîjà»ó îä êîîðäèíàòíîã ïî÷åòêà.



Òðàæåíà ïðàâà q jå ïàðàëåëíà ñà ïðîjåêöèjîì ïðàâå p íà ðàâàí α
è ñàäðæè ïðîäîð íîðìàëå èç êîîðäèíàòíîã ïî÷åòêà íà ðàâàí α. Íåêà
ñó −→up(1, 2, 1) è −→uα(2, 3,−1) ðåäîì âåêòîðè ïðàâå p è ðàâíè α. Çà âåêòîð
ðàâíè β êîjà ñàäðæè ïðàâó p è íîðìàëíà jå íà ðàâíè α ìîæå ñå óçåòè
âåêòîð −→uβ = −→up × −→uα. Âåêòîð ïðîjåêöèjå ïðàâå p íà ðàâàí α îäðå¢åí jå
ñà −→up′ = −→uα × −→uβ = (0,−7,−21), ïà ñå çà âåêòîð òðàæåíå ïðàâå ìîæå
óçåòè âåêòîð (0, 1, 3). Jåäíà÷èíà ïðàâå íîðìàëíå íà ðàâàí α êîjà ójåäíî
ñàäðæè è êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê jå x

2
= y

3
= z
−1 , à »åí ïðîäîð êðîç ðàâàí

α èìà êîîðäèíàòå (−1
7
,− 3

14
, 1
14
). Jåäíà÷èíà òðàæåíå ïðàâå jå q :

x+ 1
7

0
=

y+ 3
14

1
=

z− 1
14

3
.

26) Äàòà jå ðàâàí α : x + y = 0 è ïðàâå p1 : x
3
= y+1

1
= z−3
−2 , p2 : y =

z + 2, x = 1. Îäðåäèòè ïðàâó p ïàðàëåëíó äàòîj ðàâíè êîjà ñå÷å äàòå
ïðàâå ó òà÷êàìà ÷èjå jå ðàñòîjà»å jåäíàêî 3.

Íåêà ñó òà÷êå A è B ïðåñåöè òðàæåíå ïðàâå p è ïðàâèõ p1 è p2, ðåäîì.
Òàäà jå A(3t,−1,−2t + 3) è B(1, s + 2, s), s, t ∈ R. Êàêî jå ïî óñëîâó
çàäàòêà AB‖α, îäàêëå jå s = 4t − 4. Äà§å èç óñëîâà d(A,B) = 3 ñëåäè
27t2 − 48t + 21 = 0 òj. t1 = 1, t2 = 7

9
. Îäàâäå ñå íàëàçå è si, ïà jå

p1 :
x−1
2

= y−2
−2 = z

1
, p2 :

x−1
4

=
y− 10

9

−4 =
z+ 8

9

7
.

27) Êîîðäèíàòíå ðàâíè ðàâíè α : 9x + 12y + 20z − 60 = 0 îäñåöàjó
4ABC.

a) Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ïðàâå êîjîj ïðèïàäà âèñèíà òîã òðîóãëà.

á) Îäðåäèòè äóæèíó òå âèñèíå.

Êîîðäèíàòå òà÷àêà ñó A(20
3
, 0, 0), B(0, 5, 0) è C(0, 0, 3). Íåêà jå H

ïîäíîæjå âèñèíå èç C íà AB. Âåêòîð
−−→
CH jå íîðìàëàí íà −→nα(9, 12, 20) è

íà âåêòîð
−→
AB, ïà jå âåêòîð

−−→
CH êîëèíåàðàí ñà âåêòîðîì

−→
AB×−→nα, îäíîñíî

ñà (100, 400
3
,−125). Çàòî jå jåäíà÷èíà ïðàâå CH äàòà ñà x

12
= y

16
= z−3
−15 .

Êàêî jå H(12
5
, 16

5
, 0), äóæèíà âèñèíå èçíîñè 5.


