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1 Uvod
U matematiqkom smislu, dinamiqki sistem je definisan poqetnim
staǌem i zakonom promjene staǌa u vremenu. Pritom, zakon prom-
jene staǌa mo�e biti determinisanog i sluqajnog karaktera.

2 Dinamiqki sistemi
Dinamiqki prostor se sastoji iz faznog prostora i pravila koje
odre�uje kako fazni prostor evoluira u vremenu. Izuqava�emo
sluqaj diskretnog vremena, odnosno razmatra�emo iterate pres-
likavaǌa T : X → X.

Definicija Neka je x ∈ X.
Niz (T jx)j≥0 je parametrizovana orbita preslikavaǌa T kroz

taqku x.
Skup O+(x) =

⋃
j≥0
{T j(x)} je neparametrizovana orbita preslika-

vaǌa T kroz taqku x ili trajektorija taqke x.

Re�i �emo da je taqka x ∈ X periodiqka s periodom N > 0
ako je TNx = x. Primetimo da period nije definisan samo za
minimalno takvo T . Taqke koje imaju period jednak 1 naziva�emo
fiksnim.

3 Mala Fermaova teorema
Primer 1 Neka je Tn : [0, 1]→ [0, 1],

Tn(x) =

{
nx, x 6= 1,

1, x = 1.
(1)

(videti sliku 1 za n = 4).

Lema 1 Neka je n ≥ 1. Preslikavaǌe Tn ima n fiksnih taqaka u [0, 1].

Dokaz Oqigledno, n je presjeka sa pravom y = x. Za one koji
ne vole geometrijske, vizuelne dokaze, dajemo i jedan algebarski.
Jednaqina fiksne taqke je Tn(x) = x, odakle je −t+ nx = x, za neko
t ∈ Z, odnosno x = t

n−1 za t ∈ {0, 1, . . . n− 1}.
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Slika 1:

Lema 2 Neka su a, b ∈ N. Tada, za svako x ∈ [0, 1] Ta(Tb(x)) = Tab(x).

Dokaz Geometrijski, ovo je jasno, ali dajemo i algebarski dokaz.
Va�i Tb(x) = bx+m za neko m ∈ Z, odakle je Ta(Tb(x)) = {a(bx+m)} =
{abx+ am} = {abx} = Tab(x).

Podsetimo se formulacije Male Fermaove teoreme.

Teorema 1 Neka je p prost i a cio broj. Tada, ap ≡p a.

Dokaz Posmatrajmo p-periodiqke taqke preslikavaǌa Ta kao fik-
sne taqke preslikavaǌa Tap. To preslikavaǌe ima ap fiksnih
taqaka, od qega su ǌih a fiksne taqke preslikavaǌa Ta. Pre-
ostalih ap − a taqaka ima minimalni period p pri Ta, odnosno
ǌih ap − a ima minimalni period p. Odavde sledi tvr�eǌe teo-
reme.

4 O iracionalnosti broja
√
2

Primer 2 Broj
√
2 je iracionalan.
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Dokaz Preslikavaǌe T : R → R zadato sa T (x) = (
√
2 − 1)x ima

orbitu O(x0) = {(
√
2 − 1)nx0 : n ∈ {0} ∪ N :}. Orbita oqigledno

konvergira nuli jer je 0 <
√
2 − 1 < 1. Pretpostavimo da je

√
2

racionalan i jednak p
q
, za p,∈ N. Kako je

(
√
2)nq =

{
2

n
2 , n ≡2 0,

2
n−1
2 , n ≡2 1,

(2)

to je (
√
2)nq prirodan broj. Primenom binomne teoreme, imamo

0 < (
√
2− 1)nq =

n∑
k=0

(
n

k

)
(
√
2)k(−1)n−kq ∈ Z,

odakle slijedi O(q) ⊂ N, xto je kontradiktorno konvergenciji ka
0.

5 Zadatak sa logistiqkim nizom
Sledeći problem se tiqe logistiqke jednaqine, koja je uspjexan
model mnogih fenomena u genetici i matematiqkoj biologiji. U
svom najjednostavnijem obliku, ona je formula za aproksimaciju
evolucije �ivotniǌske populacije u vremenu.

(an)n≥1 je broj �ivotiǌa nakon n-te godine.

Lako se proveri da niz (an) konvergira nuli:

Primer 3
lim
n→∞

an = 0.

Niz (an) je ograniqen odozgo sa 1:

an+1 = 1− (1− an)
2 ≤ 1.

Indukcijom se, xtavixe, proverava da 0 < an < 1 za sve n ∈ N.
Tako�e,

an+1 = an − a2n < an,

pa je niz opadajući. Kako monoton i ograniqen niz konvergira,
to je niz (an) konvergentan. Prolazeći limesom kroz definixuću
jednakost, zakǉuqujemo da je a = a− a2, odakle slijedi a = 0.
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Primer 4 Neka je dat niz (an) koji zadovoǉava a1 ∈ (0, 1) i an+1 =
an(1− an) za sve n ≥ 1. Pokazati da je lim

n→∞
nan = 1.

Neka je cn = 1
an
. Izraqunaćemo lim

n→∞
cn
n
= lim

n→∞
1

nan
. Imamo,

lim
n→∞

cn+1 − cn
n+ 1− n

= lim
n→∞

an − an+1

anan+1

= lim
n→∞

a2n
anan(1− an)

= lim
n→∞

1

1− an
= 1.

Na osnovu Xtolc-Qezarove leme je lim
n→∞

cn
n

= 1, odakle slijedi
tra�eno.
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