
Rexe�a za Analizu 1 u roku septembar2

1.

2. a) 2
√
n(n+ 1)−2n−1 = 2n(1+n−1)1/2−2n−1 = 2n(1+ 1

2n −
1

8n2 +O( 1
n3 ))−2n−1 = − 1

4n +O( 1
n2 ).

Vidimo da je ovaj niz negativan poqev od nekog qlana. Dakle, red je red sa negativnim
qlanovima.
2
√
n(n+1)−2n−1

(n+ 1
n )α cos 1

n

∼ 2
√
n(n+1)−2n−1
(n+ 1

n )α
= (− 1

4n + O( 1
n2 ))n

−α(1 + 1
n2 )
−α = (− 1

4n + O( 1
n2 ))n

−α(1 − α
n2 +

O( 1
n4 )) = − 1

4nα+1 +O( 1
nα+2 ), n→ +∞.

Kada je α ≤ 0 prvi qlan dominira i red divergira. Kada je α > 0 red konvergira.

b) (e−(1+ 1
n )
n) sinn = (e−en log(1+ 1

n )) sinn = (e−en(
1
n−

1
2n2 +O( 1

n3 ))) sinn = e(1−e−
1
2n+O( 1

n2 )) sinn =

e(1− (1− 1
2n +O( 1

n2 ))) sinn = e sinn
2n +O( 1

n2 ).
Prvi qlan qini uslovno konvergentan red, drugi qini apsolutno konvergentan red, pa je dati
red uslovno konvergentan.

3. a) I0 =
∫ 1

0
dx√
1−x2

= arcsinx|10 = π/2.

I1 =
∫ 1

0
x√

1−x2
dx =

∫ 0

1
−dt/2√

t
=
√
t|10 = 1.

b) In =
∫ 1

0
xn−1d(−

√
1− x2) = −xn−1

√
1− x2|10+(n−1)

∫ 1

0
xn−2

√
1− x2dx = (n−1)

∫ 1

0
xn−2−xn√

1−x2
dx =

(n− 1)In−2 − (n− 1)In.
Odavde sledi tra�ena jednakost.

v) Dokazuje se indukcijom. n = 0 sledi iz a), a induktivni korak sledi iz b).

g) Iz qi�enice da je xn+1 ≤ xn za 0 ≤ x ≤ 1 sledi In+1 ≤ In, pa je niz opadaju�i. Niz je ograniqen
odozdo nulom, pa je konvergentan. Ako sa a oznaqimo limes ovog niza, iz v) sledi da je a2 = 0,
tj. a = 0.

d) Kako je In opadaju�ui niz, sledi nI2nI2n+1 ≤ nI22n ≤ nI2n−2I2n−1. Primenom v) dobijamo
n

2n+1
π
2 ≤ (

√
nI2n)

2 ≤ n
2n−1

π
2 , odakle korenova�em pa prelaskom na limes sledi tvr�e�e.

�) Iz konveksnosti eksponencijalne funkcije sledi nejednakost ex ≥ 1 + x za sve x ∈ R. Sada

imamo e−x
2 ≥ 1 − x2, odakle stepenova�em na n i integra	e�em sledi prva nejednakost, a i

imamo i ex
2 ≥ 1 + x2, odakle stepenova�em na −n i integra	e�em sledi druga nejednakost.

e) Uvo�e�em smene x = cos t sledi In =
∫ π/2
0

cosn tdt.
U nejednakostima iz � uvedemo smene x = sin t, x = t/

√
n, x = tan t redom u integrale i dobijamo∫ π/2

0
cos2n+1 tdt ≤ 1√

n

∫√n
0

e−t
2

dt ≤
∫
cos2n−2 tdt, xto su upravo tra�ene nejednakosti.

Sada imamo
√
n√
n+1

√
n+ 1I2n+2 ≤

√
nI2n+1 ≤

∫√n
0

e−t
2

dt ≤
√
n√
n−1

√
n− 1I2n−2, odakle prelaskom

na limes na osnovu d) sledi
∫ +∞
0

e−t
2

dt =
√
π
2 .

4. a) Jednaqina je ekvivalentna jednaqini f(x) = f ′(x) sinx cosx. Uvo�e�em smene t = ctg x jed-
naqina se svodi na f(arcctg t) = f ′(arcctg t) t

1+t2 .
Neka je sada g(t) := f(arcctg t) za t ∈ [ctg 2, ctg 1]. Ovo je diferncijalna funkcija i g(ctg 1) = 0.
Jednaqina je sada ekvivalentna g(t) = −g′(t)t, odnosno (g(t)t)′ = 0.
Pretpostavimo da izvod funkcije g(t)t nigde nije nula. Na osnovu Darbuove teoreme, (g(t)t)′ je
onda svuda pozitivan ili svuda negativan. Mo�emo pretpostaviti da je svuda pozitivan (drugi
sluqaj je analogan). Sada je funkcija g(t)t strogo rastu�a, pa je specijalno g(ctg 2)ctg 2 <
g(ctg 1)ctg 1 = 0, kao i g((ctg 1)/2)(ctg 1)/2 < g(ctg 1)ctg 1 = 0. Iz prve nejednakosti sledi
g(ctg 2) > 0, a iz druge g((ctg 1)/2) < 0. Iz neprekidnosti onda sledi da postoji ξ ∈ [ctg 2, (ctg 1)/2]
takav da je g(ξ) = 0. Funkcija g(t)t je sada nula na krajevima intervala [ξ, ctg 1], pa na osnovu

Rolove teoreme sledi da postoji η ∈ [ξ, ctg 1] takvo da d(g(t)t)
dt (η) = 0, xto je kontradikcija.
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b) Funkcija g(t)t treba da ima samo jednu taqku u kojoj je izvod nula, pa mo�emo pokuxti da za �u
odaberemo kvadratnu funkciju. Uzimaju�i u obzir da treba i da se anulira u ctg 1, prirodno se
name�e polinom t(t− ctg 1), odnosno g(t) := t− ctg 1. Onda imamo f(x) = g(ctg x) = ctg x− ctg 1,
xto jeste tra�eno rexe�e.

5. Posmatrajmo funkciju g(x) := x
∫ x
a
f(t)dte−

∫ x
a
f(t)dt za x ∈ [a, b]. Ona je C1 i anulira se na krajevima

intervala, pa po Rolovoj teoremi sledi da postoji c ∈ (a, b) takvo da je g′(c) = 0. Neposrednim
raqunom dobijamo∫ c

a

f(t)dt e−
∫ c
a
f(t)dt + cf(c)e−

∫ c
a
f(t)dt + c

∫ c

a

f(t)dt e−
∫ c
a
f(t)dt(−f(c)) = 0.

Mno�e�em sa e
∫ c
a
f(t)dt dobijamo tra�enu jednakost.
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