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1. a) Nejednakost Minkovskog.

b) Pokazati da je Lp(X,µ), p ≥ 1, zatvoren vektorski prostor.

v) Ako je fn Koxijev niz u L
p(X,µ) da li onda on konvergira po meri µ?

g) Neka niz fn ∈ Lp(X,µ) konvergira ravnomerno i neka je µ(X) <∞. Pokazati da
fn konvergira u normi L

p. Da li isto va�i ako je µ(X) =∞?

d) Neka niz fn ∈ Lp(X,µ) ∩ L∞(X,µ) konvergira u Lp normi ka funkciji f ∈
Lp(X,µ) ∩ L∞(X,µ). Da li fn konvergira i u L∞ normi ka f?

�) Dokazati kompletnost prostora L∞(X,µ).

2. Izraqunati limn→∞ n2
∫ n2

0

sin x
n

x(x2+1+ 1
n2 )(n!)

1
n
dx.

3. a) Dokazati
∫ 1
0 x

a log(b− x)dx = log b
a+1 −

∑∞
n=1

1
nbn(1+a+n) , a > 0, b ≥ 1.

b) Izraqunati
∑∞

n=1
1

n(5+2n) .

1. b) Zatvorenost: neka niz fn ∈ Lp(X,µ) konvergira u Lp-normi ka funkciji f.
Treba pokazati f ∈ Lp(X,µ). To sledi iz nejednakosti: ||f ||p ≤ ||fn−f ||p+ ||fn||p <∞.
v) Poxto je Lp(X,µ) kompletan, onda je niz fn konvergentan u Lp normi. Dakle,

postoji f ∈ Lp(X,µ) tako da je limn→∞ ||fn − f ||p = 0. Neka je ε > 0 proizvo	no i neka
je An = {x ∈ X||fn(x) − f(x)| ≥ ε}. Sledi

∫
X |fn − f |

pdµ ≥
∫
An
|fn − f |pdµ ≥ εpµ(An).

Puxta�em limesa kad n→∞ dobijamo limn→∞ µ(An) = 0.

g) Neka je ε > 0 proizvo	no. Tada za dovo	no veliko n va�i sup |fn − f | < ε
µ(X) .

Dakle,
∫
X |fn− f |

pdµ ≤ sup |fn− f |pµ(X) < ε. Uslov µ(X) <∞ je bitan. Niz fn =
χ[0,n]

n
1
p

ravnomerno konvergira ka nula funkciji, ali
∫∞
0 |fn(x)− 0|pdx = 1.

d) Ne mora. Pore�ati funkcije χ[ k−1
m

, k
m
] u niz fn.

2. Pokazati prvo limn→∞
n

(n!)
1
n

= e. Dakle ovaj niz je ograniqen nekom konstantom

M > 0. Poxto je | sin t| ≤ t, t ≥ 0 sledi
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Funkcija g(x) = M
1+x2

je integrabilna na intervalu [0,∞) dakle mo�emo primeniti
TDK. Limes i integral komutiraju sledi

lim
n→∞

∫ ∞
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3. a)∫ 1

0
xa log(b− x)dx =

∫ 1

0
xa(log b+ log(1− x

b
))dx = log b
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Poxto gn = xn+a

bn
1
n ≥ 0 sledi da je niz fn = g1 + · · · + gn rastu�i niz, pa mo�emo

primeniti TMK. Dakle limes i suma komutiraju pa je izraz jednak:
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b)
∑∞
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. Iskoristiti a) za a = 3
2 i b = 1. Dakle
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Rexiti prvo neodre�eni integral
∫
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Sada uvodimo smenu
√
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Konaqan rezultat je
∞∑
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