
TMI- prvi kolokvijum (R smer)
22. 4. 2019.

1. a) Definicija mer	ive funkcije f : X → R.
b) Neka je f neprekidna funkcija i X ⊂ R. Da li je f Borel mer	iva? Da li je f

Lebeg mer	iva? Da li je f M-mer	iva, gde je M proizvo	na σ-algebra nad R?
v) Da li postoji funkcija koja je M-mer	iva, za svaku σ-algebru M nad R?

2. a) Formulisati teoremu o monotonoj konvergenciji.

b) Izraqunati limn→∞
∫ 1
0 arctg(n+ log2019 x)dx.

3. Kompletira�e mere. Primer.

4. a) Da li postoje dva disjunktna Lebeg nemer	iva skupa qija je unija interval
[0, 1]?

b) Da li postoji prebrojiva unija disjunktnih Lebeg nemer	ivih skupova qija je
unija interval [0, 1]?

v) Da li je Vitalijev skup prebrojiv?

1. a) Neka je M σ-algebra nad X. Tada je f M-mer	iva ako za svaku konstantu c ∈ R
va�i

{x ∈ X|f(x) > c} ∈M.

b) Poxto je f neprekidna onda je {x ∈ X|f(x) > c} otvoren skup, pa je Borelov
skup. Borelova σ-algebra je sadr�ana u Lebegovoj, pa je dati skup i Lebegov. Dakle,
f je i Borel mer	iva i Lebeg mer	iva. Ne mora svaka neprekidna funkcija biti
M-mer	iva. Na primer, M = {∅,R} i f(x) = x. Ova funkcija jeste neprekidna ali
nije mer	iva zato xto {x ∈ R|f(x) > c} = (c,+∞) /∈M.

v) Konstantna funkcija f je mer	iva u odnosu na svaku σ-algebru M nad R. Naime,
{x ∈ X|f(x) > c} je ili prazan skup ili ceo skup R, a svaka σ-algebra nad R sadr�i
prazan skup i ceo skup R.

2. b) Za svako n ∈ N, podintegralna funkcija fn(x) = arctg(n− log2019 x) je (Lebeg)
mer	iva, zato xto je neprekidna (1. b)). Da	e, funkcija fn+

π
2 je mer	iva i nenega-

tivna, za svako n ∈ N. Poxto je fn+1(x) > fn(x) (arctg je rastu�a funkcija) onda je i
fn+1(x) +

π
2 > fn(x) +

π
2 pa mo�emo primeniti TMK na niz fn +

π
2 :

lim
n→∞

∫ 1

0
(arctg(n− log2019 x)+

π

2
)dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

(arctg(n− log2019 x)+
π

2
)dx = π

∫ 1

0
dx = π.
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Dakle,

lim
n→∞

∫ 1

0
arctg(n− log2019 x)dx =

π

2
.

3. Ako je (X,M, µ) prostor sa merom onda definixemo

M = {E ⊂M|∃ A,B ⊂M, A ⊂ E ⊂ B, µ(B\A) = 0},
µ : M→ R, µ(E) = µ(A).

Tada je M σ-algebra i µ dobro definisana, kompletna mera.

4. a) Da. [0, 1] = V ∪ V c, gde je V ⊂ [0, 1] proizvo	an Vitalijev skup.

b) Da. Podelimo interval [0, 1] na klase ekvivalencije kao u konstrukciji Vital-
ijevog skupa. Svaka klasa [x] ima prebrojivo mnogo qlanova. Pore�amo ih u niz.
Iz svake klase uzmemo prvog qlana i formiramo Vitalijev skup V1. I tako za svako
n ∈ N : iz svake klase uzmemo n-tog qlana i formiramo Vitalijev skup Vn. Tada je
[0, 1] = ∪∞n=1Vn.
2. naqin: [0, 1] = ({0} ∪ [12 , 1]) ∪ ∪

∞
n=2[

1
n+1 ,

1
n) = ∪∞n=1In. Neka su Vn ⊂ In Vitali-

jevi skupovi (konstruisani izborom predstavnika iz svake klase ekvivalencije na
In). Skupovi Vn nisu mer	ivi, a poxto In jesu mer	ivi onda ni skupovi In\Vn nisu
mer	ivi (da je In\Vn mer	iv, onda je Vn = In\(In\Vn) mer	iv). Tada je [0, 1] =
∪∞n=1(Vn ∪ (In\Vn)).
v) Ne. Svaki prebrojiv skup je Lebeg mer	iv (kao prebrojiva unija taqaka, a taqke

su Lebeg mer	ivi skupovi).
2. naqin: Kada bi bio prebrojiv, onda bi na osnovu b) i interval [0, 1] bio prebrojiv
(kao prebrojiva unija prebrojivih skupova Vn).


