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Îêòîáàð, 2018

1 ÷àñ, Íóìåðè÷êè ðåäîâè
∞∑
n=0

an jå áåñêîíà÷íè ðåä ñà îïøòèì ÷ëàíîì an.

Sk =
k∑
i=0

jå ïàðöèjàëíà ñóìà ðåäà. Êàæåìî äà ðåä êîíâåðãèðà àêî êîíâåðãèðà

íèç »åãîâèõ ïàðöèjàëíèõ ñóìà.

Àêî ðåä
∞∑
n=0

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→∞

an = 0.

1. Íåêà jå a0 ∈ R è an+1 = cosan, n ≥ 0. Äà ëè ðåä
∞∑
n=0

an êîíâåðãèðà?

Îïøòè ÷ëàí ðåäà íå òåæè íóëè êàä n→∞, ïà ðåä äèâåðãèðà.

2. Õàðìîíèjñêè ðåä
∞∑
n=0

1
n
äèâåðãèðà.

Êîøèjåâèì êðèòåðèjóìîì ñå ïîêàçójå.

3. Ãåîìåòðèjñêè ðåä
∞∑
n=0

qn, |q| < 1 êîíâåðãèðà.

Ñóìà ðåäà jå 1
1−q .

(Êîøèjåâ ñòàâ) Íåêà jå an îïàäàjó£è íèç ïîçèòèâíèõ ÷ëàíîâà. Òàäà ñó

ðåäîâè
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

2na2n åêâèêîíâåðãåíòíè.

4. Ðåä
∞∑
n=1

1
nα

êîíâåðãèðà çà α ≥ 1.

Ïîñìàòðàíè ðåä jå åêâèêîíâåðãåíòàí ãåîìåòðèjñêîì ðåäó
∞∑
n=1

( 1
2α−1 )

n.

5. Ha£è ñóìó ðåäà
∞∑
n=0

cos 2nπ
3

2n
.

5
7
.

(Äàëàìáåðîâ òåñò) Íåêà çà ÷ëàíîâå ïîçèòèâíîã ðåäà
∞∑
n=0

an ïîñòîjè lim
n→∞

an+1

an
.

Çà l < 1 ðåä êîíâåðãèðà, à çà l > 1 äèâåðãèðà.
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6. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
.

Êîíâåðãèðà ïî Äàëàìáåðó.

7. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=0

1000n

n!
.

Êîíâåðãèðà ïî Äàëàìáåðó.

8. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

3nn!
nn

.

Äèâåðãèðà ïî Äàëàìáåðó.

(Êîøèjåâ òåñò) Íåêà çà ÷ëàíîâå ïîçèòèâíîã ðåäà
∞∑
n=0

an ïîñòîjè lim
n→∞

n
√
an =

l. Çà l < 1 ðåä êîíâåðãèðà, à çà l > 1 äèâåðãèðà.

9. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=0

(n−1
n+1

)n(n−1).

Êîíâåðãèðà ïî Êîøèjó.

10. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=0

n5

2n+3n
.

Êîíâåðãèðà ïî Êîøèjó.
11. Êîøèjåâèì êðèòåðèjóìîì äîêàçàòè êîíâåðãåíöèjó èëè äèâåðãåíöèjó
ðåäîâà:
∞∑
n=1

cosxn

n2 ,
∞∑
n=1

1√
n(n+1)

.

Êîíâåðãèðà, äèâåðãèðà.
(Êîøèjåâ èíòåãðàëíè êðèòåðèjóì) Íåêà jå f(x) íåïðåêèäíà, íåíåãàòèâíà

è îïàäàjó£à ðåàëíà ôóíêöèjà çà x ≥ 1 è an = f(n). Òàäà ðåä
∞∑
n=1

an

êîíâåðãèðà àêêî êîíâåðãèðà íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë
∞∫
1

f(x)dx.

12. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

n+1∫
n

e−
√
xdx.

Êîíâåðãèðà ïî Êîøèjåâîì èíòåãðàëíîì êðèòåðèjóìó.

13. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=3

1
n lnn(ln lnn)α

.

Êîíâåðãèðà çà α > 1, à äèâåðãèðà çà α ≤ 1 (Êîøèjåâ èíòåãðàëíè êðèòåðèjóì).

2 ÷àñ, Íóìåðè÷êè ðåäîâè

(Ðààáåîâ òåñò) Íåêà çà ðåä ñ ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà âàæè lim
n→∞

n( an
an+1
−

1) = l. Çà l > 1 ðåä êîíâåðãèðà, à çà l < 1 ðåä äèâåðãèðà.
(Ãàóñîâ òåñò) Íåêà çà ðåä ñ ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà âàæè lim

n→∞
an
an+1

=
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λ + µ
n
+ θn

n1+ε , |θn| < C, ε > 0. Çà λ > 1 èëè λ = 1, µ > 1 ðåä êîíâåðãèðà,
à çà λ < 1 èëè λ = 1, µ < 1 ðåä äèâåðãèðà.

1. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=0

n!en

nn+p
.

an
an+1

= e−1e(n+p) ln (1+ 1
n
) = e−1e(n+p)(

1
n
− 1

2n2
+o( 1

n
)) = 1+

p− 1
2

n
+o( 1

n
), êîíâåðãèðà

ïî Ðààáåó çà p > 3
2
.

2. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

p(p+1)···(p+n−1)
n!

1
nq
.

an
an+1

= (1+ p
n
)−1(1+ 1

n
)q+1 = (1− p

n
+o( 1

n
))(1+ q+1

n
+o( 1

n
)) = 1+ q+1−p

n
+o( 1

n
),

ïà ðåä êîíâåðãèðà ïî Ðààáåó çà q > p.

3. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

[1·3···(2n−1)
2·4···(2n) ]p 1

nq
.

an
an+1

= 1 +
q+ p

2

n
+ o( 1

n
), ïà ðåä êîíâåðãèðà ïî Ðààáåó çà q + p

2
> 1.

4. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó õèïåðãåîìåòðèjñêîã ðåäà
∞∑
n=1

α(α+1)...(α+n−1)β(β+1)...(β+n−1)
n!γ(γ+1)...(γ+n−1) xn,

ãäå ñó α, β, γ, x > 0.
Çà γ > α+ β ðåä êîíâåðãèðà, à äèâåðãèðà çà γ ≤ α + β (Ãàóñ).
(Ëàjáíèöîâ òåñò) Àêî jå an+1 ≤ an, n ∈ N è lim

n→∞
an = 0, îíäà àëòåðíàòèâíè

ðåä
∞∑
n=0

(−1)nan êîíâåðãèðà.

5. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

(−1)n ln2 (n)
n

.

Êîíâåðãèðà ïî Ëàjáíèöó.

6. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=0

sin π
√
n2 + k2.

Êîíâåðãèðà ïî Ëàjáíèöó.

(Àáåëîâ òåñò) Ðåä
∞∑
n=0

anbn êîíâåðãèðà àêî êîíâåðãèðà ðåä
∞∑
n=0

an è íèç bn

jå ìîíîòîíî îãðàíè÷åí.

(Äèðèõëåîâ òåñò) Ðåä
∞∑
n=0

anbn êîíâåðãèðà àêî íèç bn ìîíîòîíî òåæè íóëè

ïî÷åâ îä íåêîã ÷ëàíà è íèç ïàðöèjàëíèõ ñóìà ðåäà
∞∑
n=0

an jå îãðàíè÷åí.

7. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

(−1)n sin2 n
n

.

Êîíâåðãèðà êàî ñóìà òàêâèõ ðåäîâà (Ëàjáíèö è Äèðèõëå).

8. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

cos πn
2

n+1

ln2 n
.

Êîíâåðãèðà (Ëàjáíèö è Àáåë).

9. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

sinn sinn2

n
.
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Êîíâåðãèðà (Äèðèõëå).

Ðåä
∞∑
n=0

an àïñîëóòíî êîíâåðãèðà àêî êîíâåðãèðà ðåä
∞∑
n=0

|an|.

10. Àêî ðåä
∞∑
n=0

an êîíâåðãèðà, an ≥ 0, îíäà êîíâåðãèðà è ðåä
∞∑
n=0

aαn,

α ≥ 1.
Îïøòè ÷ëàí ðåäà òåæè íóëè, ïà jå îãðàíè÷åí ñà 1.

11. Àêî ðåä
∞∑
n=1

an àïñîëóòíî êîíâåðãèðà, îíäà è ðåä
∞∑
n=1

|an|
n

êîíâåðãèðà.

Ïðèìåíîì àðèòìåòè÷êî-ãåîìåòðèjñêå íåjåäíàêîñòè.

3 ÷àñ, Íóìåðè÷êè ðåäîâè

1. Èçðà÷óíàòè ñóìó ðåäà
∞∑
n=1

1
(c+n−1)(c+n)(c+n+1)

.

1
2c(c+1)

.

2. Îäðåäèòè ïàðöèjàëíó ñóìó, ñóìó è îñòàòàê ðåäà
∞∑
n=a

arctan 1
n2+n+1

.

Sn = π
4
− arctan 1

n+1
, s = π

4
rn = arctan 1

n+1
.

3. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

sinnα
n(n+1)

.

Êîíâåðãèðà ïî Êîøèjåâîì êðèòåðèjóìó.

4. Äîêàçàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

1
n
− ln (n+1

n
).

5. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó ðåäîâà
∞∑
n=1

2nnn
2

(n+1)n2
,
∞∑
n=1

n!( a
n
)n, a > 0,

∞∑
n=1

n3

2n
,

∞∑
n=1

(2n−1)!!
(2n)!!

,
∞∑
n=1

(2n−1)!!
(2n)!!

1
2n+1

,
∞∑
n=1

!(n+1)
(2n)!

.

Êîøè, Äàëàìáåð, Ðààáå è ïîðåäáåíè òåñò.

6. Äîêàçàòè äà jå
∞∑
n=0

1
n!

∞∑
n=0

(−1)n
n!

= 1.

7. Íà£è âðåäíîñòè ñëåäå£èõ áåñêîíà÷íèõ ïðîèçâîäà:
∞∏
n=2

(1− 1
n2 ),

∞∏
n=2

n3−1
n3+1

.

1
2
è 2

3
.

8. Óñòàíîâ§àâàjó£è êîíâåðãåíöèjó îäãîâàðàjó£åã ðåäà, äîêàçàòè äà jå:
lim
n→∞

n!
nn

= 0, lim
n→∞

nn

(n!)2
= 0, lim

n→∞
(n!)n

nn2
= 0.

Äàëàìáåð è Êîøè.

9. Èñïèòàòè çà êîjå jå âðåäíîñòè ïàðàìåòðà α ðåä
∞∑
n=1

(−1)n−1

nα
àïñîëóòíî

êîíâåðãåíòàí, à çà êîjå jå óñëîâíî êîíâåðãåíòàí.
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Çà α ∈ (0, 1] ðåä óñëîâíî êîíâåðãèðà, à çà α > 1 ðåä êîíâåðãèðà àïñîëóòíî.

10. Èñïèòàòè àïñîëóòíó êîíâåðãåíöèjó ðåäîâà
∞∑
n=1

ln (1 + 1
5√n) arctan

sinn
n
,

∞∑
n=1

(−1)n
ln2 (n+1)

(1− cos 1√
n
).

Îáà àïñîëóòíî êîíâåðãèðàjó.

4 ÷àñ, Ôóíêöèîíàëíè íèçîâè è ðåäîâè

1. Îäðåäèòè îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ôóíêöèîíàëíîã ðåäà
∞∑
n=1

(1+ 1
n
)n2nx.

Ðåä jå êîíâåðãåíòàí çà ñâàêî x > 0.

2. Èñïèòàòè àïñîëóòíó è óñëîâíó êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

xn

n+yn
.

Ðåä jå àïñîëóòíî êîíâåðãåíòàí àêî jå 0 ≤ y ≤ 1 è |x| < 1 èëè |x| < y è
y > 1. Àêî jå x = −1 è 0 ≤ y ≤ 1, ðåä jå óñëîâíî êîíâåðãåíòàí.
3. Èñïèòàòè ðàâíîìåðíó êîíâåðãåíöèjó ñëåäå£èõ íèçîâà íà óêàçàíèì
ñêóïîâèìà:
fn(x) =

n2

n2+x2
íà [−1, 1] è fn(x) = arctannx√

n2+x2
íà [0,∞).

Îáà íèçà ñó ðàâíîìåðíî êîíâåðãåíòíà íà äàòèì ñêóïîâèìà.
4. Äîêàçàòè äà jå íèç ôóíêöèjà fn(x) =

nx+x2+n2

x2+n2 ðàâíîìåðíî êîíâåðãåíòàí
êà ôóíêöèjè f(x) = 1 íà ñåãìåíòó [0, 1]. Äà ëè jå íèç ðàâíîìåðíî
êîíâåðãåíòàí ôóíêöèjè f íà öåëîj ðåàëíîj ïðàâîj?
Íèç íèjå ðàâíîìåðíî êîíâåðãåíòàí ôóíêöèjè f íà R.
Ðåä

∞∑
n=1

an(x) ðàâíîìåðíî êîíâåðãèðà íà A àêêî (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀x ∈

A)(∀n, p ∈ N)(n > n0 =⇒ |
n+p∑

k=n+1

ak(x)| < ε).

5. Èñïèòàòè ðàâíîìåðíó êîíâåðãåíöèjó ôóíêöèîíàëíîã ðåäà
∞∑
n=1

x
(1+(n−1)x)(1+nx)

íà ñêóïîâèìà (0,∞) è (δ,∞), δ > 0.
Íåðàâíîìåðíî êîíâåðãåíòàí, ðàâíîìåðíî êîíâåðãåíòàí.

6. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó è ðàâíîìåðíó êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

fn(x)

íà ñêóïó E, ãäå jå
1. fn(x) = e−n

2x2 sinnx, E = R,
2. fn(x) = arctan x3

n
√
n
, E = [0,∞).

(Âàjåðøòðàñîâ êðèòåðèjóì) Àêî ïîñòîjè íèç íåíåãàòèâíèõ ðåàëíèõ áðîjåâà
(cn)n∈N, òàêàâ äà
1. ïîñòîjè n0 ∈ N òàêâî äà çà ñâå n > n0 è ñâàêî x ∈ A âàæè |an(x)| ≤ cn,
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2. ðåä
∞∑
n=1

cn êîíâåðãèðà,

òàäà ðåä
∞∑
n=1

an(x) ðàâíîìåðíî êîíâåðãèðà íà A.

8. Äîêàçàòè äà jå ñóìà ðåäà
∞∑
n=1

sinnx
n2 íåïðåêèäíà ôóíêöèjà çà ñâàêî x ∈ R.

Âàjåðøòðàñîâèì êðèòåðèjóìîì.

9. Êîðèñòå£è Âàjåðøòðàñîâ êðèòåðèjóì äîêàçàòè äà jå
∞∑
n=1

arctann2x cosnπx
n
√
n

êîíâåðãåíòàí íà R è äà jå
∞∑
n=1

ln (1 + x
n ln2 (n+1)

) êîíâåðãåíòàí íà [0, 2].

10. Èñïèòàòè ðàâíîìåðíó êîíâåðãåíöèjó ôóíêöèîíàëíîã ðåäà
∞∑
n=1

1+n2x
x+n3 ln (1 + x2

n
)

íà ñêóïîâèìà E1 = (0, 1) è E2 = (1,∞).
Ðàâíîìåðíî êîíâåðãèðà íà E1 è íåðàâíîìåðíî íà E2.

5 ÷àñ, Ôóíêöèîíàëíè íèçîâè è ðåäîâè

(Äèðèõëåîâ êðèòåðèjóì) Íåêà:

1. ôóíêöèîíàëíè ðåä
∞∑
n=1

bn(x) èìà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíå ïàðöèjàëíå

ñóìå, òj. ïîñòîjè êîíñòàíòà K, òàêâà äà jå çà ñâå n ∈ N è ñâàêî x ∈ A

èñïó»åíî |
n∑
k=1

bk(x)| ≤ K,

2. (an(x))n∈N jå, çà ñâàêî x ∈ A, ìîíîòîí íèç (ïî n) êîjè ðàâíîìåðíî
êîíâåðãèðà íóëè.

Òàäà ðåä
∞∑
n=1

an(x)bn(x) ðàâíîìåðíî êîíâåðãèðà íà A.

1. Èñïèòàòè ðàâíîìåðíó êîíâåðãåíöèjó ôóíêöèîíàëíîã ðåäà
∞∑
n=1

sinx sinnx√
n+x2

íà R.
Äèðèõëåîâèì êðèòåðèjóìîì.
(Àáåëîâ êðèòåðèjóì) Íåêà:

1. ôóíêöèîíàëíè ðåä
∞∑
n=1

bn(x) jå ðàâíîìåðíî êîíâåðãåíòàí íà A ⊂ R,

2. (an(x))n∈N jå, çà ñâàêî x ∈ A, ìîíîòîí íèç (ïî n) êîjè jå ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åí, òj. çà íåêî K ∈ R âàæè |an(x)| ≤ K çà ñâå x ∈ A, n ∈ N.
Òàäà ðåä

∞∑
n=1

an(x)bn(x) ðàâíîìåðíî êîíâåðãèðà íà A.

2. Èñïèòàòè ðàâíîìåðíó êîíâåðãåíöèjó ôóíêöèîíàëíîã ðåäà
∞∑
n=1

(−1)n
3
√
n+
√
x
(1+
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x
n
)n íà [0, 1].

Àáåëîâèì êðèòåðèjóìîì.

3. Íà£è lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n
n

xn

1+xn
.

Ðåçóòàò: ln 2
2
.

4. Îäðåäèòè îáëàñò äåôèíèñàíîñòè è èñïèòàòè íåïðåêèäíîñò ôóíêöèjå

f(x) =
∞∑
n=1

(x2 + 1
n
)n.

Àêî ðåä
∞∑
n=1

an(x) ôóíêöèjà èíòåãðàáèëíèõ íà ñåãìåíòó [a, b] ðàâíîìåðíî

êîíâåðãèðà, îíäà jå »åãîâ çáèð èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà è âàæè
b∫
a

(
∞∑
n=1

an(x))dx =

∞∑
n=1

b∫
a

an(x)dx.

5. Îäðåäèòè ñóìó ðåäà
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+1
, à çàòèì êîðèñòå£è äîáèjåíè ðåçóëòàò

íà£è ñóìó áðîjíîã ðåäà
∞∑
n=0

(−1)n
3n(2n+1)

.

Òðàæåíå ñóìå ñó arctanx è π
√
3

6
.

Àêî jå ñâàêà îä ôóíêöèjà an : [a, b] → R (n ∈ N) äèôåðåíöèjàáèëíà
è àêî ðåä

∞∑
n=1

a′n(x) ðàâíîìåðíî êîíâåðãèðà íà [a, b], à ñàì ðåä
∞∑
n=1

an(x)

êîíâåðãèðà áàð ó jåäíîj òà÷êè x0 ∈ [a, b], òàäà òàj ðåä ðàâíîìåðíî êîíâåðãèðà

íà [a, b], »åãîâà ñóìà jå äèôåðåíöèjàáèëíà ôóíêöèjà è âàæè (
∞∑
n=1

an(x))
′ =

∞∑
n=1

a′n(x) çà x ∈ [a, b].

6. Íà£è ñóìå ðåäîâà
∞∑
n=1

xn

n
è
∞∑
n=1

xn+1

n(n+1)
.

− ln (1− x), x+ (1− x) ln (1− x).
7. Äîêàçàòè äà jå íèç fn(x) = nx(1 − x)n, n ∈ N êîíâåðãåíòàí, àëè íå

ðàâíîìåðíî íà ñåãìåíòó [0, 1], à äà jå lim
n→∞

1∫
0

fn(x)dx =
1∫
0

lim
n→∞

fn(x)dx.

6 ÷àñ, Ñòåïåíè ðåäîâè

Ñòåïåíè ðåä ñå óíóòàð ñâîã ðàäèjóñà êîíâåðãåíöèjå ìîæå äèôåðåíöèðàòè
è èíòåãðèñàòè ÷ëàí-ïî-÷ëàí. Äîáèjåíè ðåäîâè èìàjó èñòè ðàäèjóñ êîíâåðãåíöèjå
êàî è ïîëàçíè ðåä.
1. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
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1.
∞∑
n−1

zn

n
,

2.
∞∑
n−1

(1+i)n

n·2n z
n,

3.
∞∑
n−1

5nzn.

1. R = 1,
2. R =

√
2,

3. R = 1
3√5 .

2. Îäðåäèòè îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíèõ ðåäîâà
∞∑
n=1

2n+1
3n2+2

(x − 1)n,

∞∑
n=1

3n+(−2)n
n

(x+ 1)n.

[0, 2), [−4
3
,−2

3
).

3. Èñïèòàòè îáè÷íó, àïñîëóòíó è ðàâíîìåðíó êîíâåðãåíöèjó ðåäà
∞∑
n=1

sinn
nα
xn,

α ∈ R.
4. Íàïèñàòè ðàçëàãà»å ôóíêöèjå f(x) = sin3 x ó ñòåïåíè ðåä ïî ñòåïåíèìà
x, à çàòèì îäðåäèòè îáëàñò ó êîjîj âàæè äîáèjåíè ðàçâîj.

sin3 x = 3
4

∞∑
n=1

(−1)n−1 1−9n−1

(2n−1)!x
2n−1.

5. Äîêàçàòè äà jå 1
(1−x)2 =

∞∑
n=1

nxn−1, |x| < 1.

6. Ðàçëîæèòè ó ñòåïåíè ðåä ïî ñòåïåíèìà x ôóíêöèjó f(x) = x
(1−x)(1−x2) .

f(x) = −1
4

∞∑
n=0

(2n+ 1 + (−1)n+1)xn.

7. Ïðåäñòàâèòè èíòåãðàë
1∫
0

x−xdx ó îáëèêó ðåäà.

1∫
0

x−xdx =
∞∑
n=1

1
nn
.

8. Ðàçëîæèòè Ëàïëàñîâ èíòåãðàë
∞∫
0

e−x
2
cos 2bxdx ó ñòåïåíè ðåä ïî ñòåïåíèìà

b > 0, êîðèñòå£è ÷è»åíèöó äà jå
∞∫
0

e−x
2
dx =

√
π
2
.

I =
√
π
2
e−b

2
.

7 ÷àñ, Ñòåïåíè ðåäîâè

Ôóíêöèjà jå àíàëèòè÷êà ó íåêîj òà÷êè àêî ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè ó
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îáëèêó êîíâåðãåíòíîã ñòåïåíîã ðåäà ó îêîëèíè òå òà÷êå.
Íåêà jå f : R3 → R àíàëèòè÷êà ôóíêöèjà ó íåêîj îêîëèíè òà÷êå (x0, y0, y

′
0).

Òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíî ðåøå»å Êîøèjåâîã çàäàòêà y′′ = f(x, y, y′),
y(x0) = y0, y

′(x0) = y′0, äåôèíèñàíî ó íåêîj îêîëèíè òà÷êå x0 è îíî jå
àíàëèòè÷êà ôóíêöèjà ó òîj îêîëèíè.
Òà÷êà x0 jå ðåãóëàðíà òà÷êà ÄJ àêî ñó ôóíêöèjå p1(x) è p2(x) àíàëèòè÷êå
ó òîj òà÷êè. Òà÷êà x0 jå ñèíãóëàðíà òà÷êà ÄJ àêî áàð jåäíà îä ôóíêöèjà
p1(x) è p2(x) íèjå àíàëèòè÷êà ó òà÷êè x0.
Àêî ñó ôóíêöèjå p1(x) è p2(x) àíàëèòè÷êå ôóíêöèjå ó îáëàñòè |x− x0| <
R, òàäà jå ñâàêî ðåøå»å ÄJ jåäèíñòâåíà àíàëèòè÷êà ôóíêöèjà ó îâîj
îáëàñòè.
1. Ìåòîäîì íåîäðå¢åíèõ êîåôèöèjåíàòà îäðåäèòè ó îáëèêó ñòåïåíîã ðåäà
ðåøå»å Êîøèjåâîã çàäàòêà y′ = x2 + ey, y(0) = 0.
y(x) = x+ x2

2
+ 2

3
x3 + . . . .

2. Íà£è îíî ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′ − xy = 0 êîjå ñå ìîæå
ïðèêàçàòè ó îáëèêó ñòåïåíîã ðåäà ïî ñòåïåíèìà x è êîjå çàäîâî§àâà
ïî÷åòíå óñëîâå y(0) = 1, y′(0) = 0.

y = 1 +
∞∑
n=1

x3n

(2·3)(5·6)···((3n−1)·3n) .

3. Ðåøèòè ÄJ y′′ − x2y = 0.

y(x) = a0 + a1x+ a0
∞∑
k=1

x4k

4·3·8·7···4k(4k−1) + a1
∞∑
k=1

x4k+1

5·4·9·8···(4k+1)4k
, a0, a1 ∈ R.

4. Ìåòîäîì ñòåïåíèõ ðåäîâà îäðåäèòè Êîøèjåâî ðåøå»å ó êîíà÷íîì
îáëèêó jåäíà÷èíå y′′ − xy′ − 2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

y(x) =
∞∑
k=0

1
2kk!

x2k+1 = xe
x2

2 .

5. Ó îáëàñòè |x| < 1 îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å ÄJ (1−x2)y′′−6xy′−4y = 0.

y(x) = a0
∞∑
k=0

(k + 1)x2k + a1
3

∞∑
k=0

(2k + 3)x2k+1.

6. Ïðåäñòàâèòè ñòåïåíèì ðåäîì îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå ÄJ y′′+x2y =
1 + x+ x2.
y(x) = a0 + a1x+

1
2
x2 + 1

6
x3 + 1−a0

12
x4 − a1

20
x5 − 1

60
x+ . . . , a0, a1 ∈ R.

Ñèíãóëàðíó òà÷êó x0 çîâåìî ðåãóëàðíî-ñèíãóëàðíîì òà÷êîì àêî ñó ôóíêöèjå
(x− x0)p1(x) è (x− x0)2p2(x) àíàëèòè÷êå ôóíêöèjå ó òîj òà÷êè.
8. Èñïèòàòè ðåãóëàðíîñò òà÷êå x = 0 çà 2x2y′′ + 7x(x+ 1)y′ − 3y = 0.
x = 0 jå ðåãóëàðíî-ñèíãóëàðíà òà÷êà.
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8 ÷àñ, Ôóíêöèîíàëíè íèçîâè è ðåäîâè

Íåêà ðåä
∞∑
n=0

an êîíâåðãèðà. Òàäà ñå »åãîâà ñóìà ìîæå íà£è ïî

ôîðìóëè
∞∑
n=0

an = lim
x→1−0

∞∑
n=0

anx
n.

1. Íà£è ñóìó ðåäà
∞∑
n=0

2n(n+1)
n!

.

S = 3e2.

2. Íà£è ñóìó ðåäà
∞∑
n=2

(−1)n
n2+n−2 .

S = 2
3
ln 2− 5

18
.

3. Äîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà y =
∞∑
n=0

(−1)nx2n
((2n)!!)2

ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå xy′′ + y′ + xy = 0.

4. Äîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà y =
∞∑
n=0

x4n

(4n)!
ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

y(4) − y = 0.

5. Äàò jå ôóíêöèîíàëíè ðåä
∞∑
n=1

sin 2n
2
x

an2
. Îäðåäèòè çà êîjå âðåäíîñòè

ïàðàìåòðà a
1. ôóíêöèîíàëíè ðåä êîíâåðãèðà,
2. ñóìà ðåäà ïðåäñòàâ§à íåïðåêèäíó ôóíêöèjó,
3. ðåä ìîæå äà ñå äèôåðåíöèðà ÷ëàí ïî ÷ëàí.
1. a > 1,
2. a > 1,
3. a > 2.

6. Èçðà÷óíàòè
1∫
0

(
∞∑
n=1

n2

n!
xe−nx)dx.

e− e 1
e − e

1
e

e
.

7. Äàò jå ðåä
∞∑
n=1

(3n+2)α

n(n+1)(n+2)
xn.

1. Èñïèòàòè óñëîâíó, àïñîëóòíó è ðàâíîìåðíó êîíâåðãåíöèjó ðåäà.
2. Çà x = 1, α = 1 ñóìèðàòè ðåä.
1. Çà α < 2 ðåä jå àïñîëóòíî è ðàâíîìåðíî êîíâåðãåíòàí íà [−1, 1], äîê
jå çà x = −1 è 2 ≤ α < 3 ðåä óñëîâíî êîíâåðãåíòàí.
2. Òðàæåíà ñóìà jå 2.
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9 ÷àñ, Ôóðèjåîâè ðåäîâè

Ñèñòåì ôóíêöèjà 1
2
, cos kπx

l
, sin kπx

l
, k ∈ N, x ∈ [−l, l], ñå íàçèâà

îñíîâíèì òðèãîíîìåòðèjñêèì ñèñòåìîì. Îí jå îðòîãîíàëàí íà [−l, l].
Íåêà jå f : [−l, l] → R èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà íà [−l, l]. Áðîjåâè a0 =

1
l

l∫
−l
f(x)dx, ak =

1
l

l∫
−l
f(x) cos kπx

l
dx, ak =

1
l

l∫
−l
f(x) sin kπx

l
dx, ñå çîâó Ôóðèjåîâè

êîåôèöèjåíòè ôóíêöèjå f ó îäíîñó íà îñíîâíè òðèãîíîìåòðèjñêè ñèñòåì.

Òðèãîíîìåòðèjñêè ðåä a0
2
+
∞∑
k=1

(ak cos
kπx
l

+ bk sin
kπx
l
) jå Ôóðèjåîâ ðåä

ôóíêöèjå f .
1. Íåêà jå c ∈ R, l > 0 è 0 < ξ1 < · · · < ξn < . . . íèç ðåøå»à
jåäíà÷èíå tan lξ = cξ. Äîêàçàòè äà jå ñèñòåì ôóíêöèjà {sin ξnx : n ∈ N}
îðòîãîíàëàí ó C[0, l].
2. Ðàçëîæèòè ó Ôóðèjåîâ ðåä ïåðèîäè÷íó ôóíêöèjó îñíîâíå ïåðèîäå 2π
êîjà jå íà ñåãìåíòó [−π, π] îäðå¢åíà ôîðìóëîì

f(x) =

{
1, −π ≤ x < 0,

−1, 0 ≤ x < π.

an = 0, n ≥ 0, bn = 2
nπ
((−1)n − 1), n ≥ 1.

3. Ðàçëîæèòè ó Ôóðèjåîâ ðåä ôóíêöèjó íà èíòåðâàëó (0, 2l)

f(x) =

{
A, 0 ≤ x < l,

0, l ≤ x < 2l.

a0 = A, an = 0, bn = A
nπ
((−1)n+1 + 1), n ≥ 1.

4. Ðàçëîæèòè ó Ôóðèjåîâ ðåä ôóíêöèjó f(x) = |x| íà èíòåðâàëó (−π, π).
a0 = π, an = 2

πn2 ((−1)n − 1), bn = 0, n ≥ 1.
5. Ôóíêöèjó f(x) = max {sinx, 0} ðàçâèòè ó Ôóðèjåîâ ðåä íà (−π, π) è
íàïèñàòè êàêî ãëàñè Ïàðñåâàëîâà íåjåäíàêîñò.
a0 =

2
π
, an = 1

π
(−1)nn−1
n2−1 , n ≥ 1, b1 =

1
2
, bn = 0, n ≥ 2.

6. Ðàçëîæèòè ó Ôóðèjåîâ ðåä ôóíêöèjó f(x) = x2:
1. ïî ñèíóñèìà,
2. ïî êîñèíóñèìà,
3. íà èíòåðâàëó (0, 2π).

Êîðèñòå£è äîáèjåíî ðàçëàãà»å äîêàçàòè äà jå
∞∑
n=1

1
k2

= π2

6
,
∞∑
n=1

(−1)k+1

k2
= π2

12
,

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 .

1. a0 =
2π2

3
, an = (−1)n 4

n2 , bn = 0, n ≥ 1,
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2. a0 = 0, an = 0, bn = 2π
n
(−1)n+1 + 4

πn2 ((−1)n − 1), n ≥ 1,

3. a0 =
8π2

3
, an = 4

n2 , bn = −4π
n
, n ≥ 1.

10 ÷àñ, Ôóðèjåîâè ðåäîâè

Íåêà jå äåî ïî äåî ãëàòêà ôóíêöèjà f íà ñåãìåíòó [−l, l] ñà ïåðèîäîì 2l
ïðîäóæåíà íà öåëó áðîjíó ïðàâó. Òàäà òðèãîíîìåòðèjñêè Ôóðèjåîâ ðåä
ôóíêöèjå f êîíâåðãèðà ó ñâàêîj òà÷êè x ∈ R êà âðåäíîñòè f(x−0)+f(x+0)

2
.

Àêî äåî ïî äåî ãëàòêà ôóíêöèjà f íà ñåãìåíòó [−l, l] jîø çàäîâî§àâà è
jåäíàêîñò f(−l) = f(l), îíäà »åí òðèãîíîìåòðèjñêè Ôóðèjåîâ ðåä êîíâåðãèðà
ðàâíîìåðíî íà òîì ñåãìåíòó è »åãîâà ñóìà jå jåäíàêà f(x) çà ñâàêî
x ∈ [−l, l].
Ôóðèjåîâ ðåä Ðèìàí-èíòåãðàáèëíå ôóíêöèjå íà ñåãìåíòó [−l, l] ñå ìîæå
íà òîì ñåãìåíòó èíòåãðàëèòè ÷ëàí ïî ÷ëàí.
Íåêà f ∈ Cm[−l, l] è f(−l) = f(l), f ′(−l) = f ′(l), . . . f (m)(−l) = f (m)(l).
Íåêà ïîðåä òîãà ôóíêöèjà f èìà íà ñåãìåíòó [−l, l] äåî ïî äåî íåïðåêèäàí
èçâîä ðåäà m+ 1. Òàäà:

1. êîíâåðãèðà áðîjíè ðåä
∞∑
n=1

(kπ
l
)m(|ak|+ |bk|),

2. Ôóðèjåîâ ðåä òàêâå ôóíêöèjå ìîæåìî íà äàòîì ñåãìåíòó äèôåðåíöèðàòè
÷ëàí ïî ÷ëàí m ïóòà.
1. Ôóíêöèjó f(x) = x− [x] ðàçëîæèòè ó Ôóðèjåîâ ðåä.
2. Ðàçëîæèòè ó Ôóðèjåîâ ðåä ôóíêöèjó

f(x) =


x, 0 ≤ x ≤ 1,

1, 1 < x < 2,

3− x, 2 ≤ x ≤ 3.

a0 =
4
3
, an = 3

π2n2 (cos
2nπ
3
− 1), bn = 0, n ≥ 1.

3. Ôóíêöèjó f(x) = x, 0 < x < 2 ðàçâèòè:
1. ó Ôóðèjåîâ ñèíóñíè ðåä,
2. ó Ôóðèjåîâ êîñèíóñíè ðåä,
3. Ïðèìåíèòè Ïàðñåâàëîâó jåäíàêîñò íà Ôóðèjåîâ ðåä äîáèjåí ïîä 2. è

íà îñíîâó òîãà íà£è ñóìó ðåäà
∞∑
n=1

1
n4

4. Íà£è Ôóðèjåîâ ðåä ôóíêöèjå x → x2, 0 < x < 2 èíòåãðà§å»åì

Ôóðèjåîâîã ðåäà ïîä 1. è íà îñíîâó òîãà íà£è ñóìó ðåäà
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2 .

1. a0 = 0, an = 0, bn = − 4
nπ

cosnπ, n ≥ 1,
2. a0 = 2, an = 4

n2π2 (cosnπ − 1), n ≥ 1,

12



3. S = π4

90
,

4. S = π2

12
.

4. Ðàçëîæèòè ó Ôóðèjåîâ ðåä ôóíêöèjó

f(x) =

{
x, −π < x < π,

0, x = −π, π,

f(x + 2π) = f(x), x ∈ R. Èñïèòàòè »åãîâó êîíâåðãåíöèjó è íà£è ñóìó

ðåäà
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n−1 .

an = 0, n ≥ 0, bn = 2(−1)n+1

n
, n ≥ 1.

5. Ðàçëîæèòè ó Ôóðèjåîâ ðåä ôóíêöèjó f(x) = sinh ax, −π ≤ x ≤ π è
èñïèòàòè »åãîâó êîíâåðãåíöèjó.

an = 0, n ≥ 0, bn = 2 sinh aπ
π

(−1)n+1n
a2+n2 .

6. Äîêàçàòè äà òðèãîíîìåòðèjñêè ðåä
∞∑
n=1

sinnx√
n

íå ìîæå áèòè Ôóðèjåîâ

ðåä íèjåäíå äåî ïî äåî íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà [−π, π].
7. Àêî ñó an è bn Ôóðèjåîâè êîåôèöèjåíòè èíòåãðàáèëíå ôóíêöèjå f
ñà îñíîâíèì ïåðèîäîì 2π, îäðåäèòè Ôóðèjåîâå êîåôèöèjåíòå An è Bn

ôóíêöèjå Ñòåêëîâà fh(x) =
1
2h

∫ x+h
x−h f(t)dt.

A0 = a0, An = an sinhnh
nh

, Bn = bn sinhnh
nh

.

11 ÷àñ, Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà

ó ñèìåòðè÷íîì îáëèêó

Íåêà ñó ó jåäíîñòðóêî ïîâåçàíîj îáëàñòèD ôóíêöèjå P ′x èQ
′
t íåïðåêèäíå.

Ñëåäå£à äâà óñëîâà ñó åêâèâàëåíòíà:
1.P ′x = Q′t ¯à ñâå (t, x) ∈ D,
2.Pdt+Qdx jå òîòàëíè äèôåðåíöèjàë ó D.
F (t, x) =

∫
Pdt+

∫
[Q(t, x)− ∂

∂x

∫
P (t, x)dt]dx

1. Ðåøèòè ÄJ x(y2 + 1)dx+ (x2y + 2y3)dy = 0.
x2y2 + x2 + y4 = C.
2. Ðåøèòè ÄJ y′ cos y + x sin y cos2 y − sin3 y = 0.

1
sin2 y

= 1 + Cex
2 − 2ex

2 ∫
e−x

2
dx, y = kπ, k ∈ Z.

3. Ðåøèòè ÄJ y′ tan y + 4x3 cos3 y = 2x.
1

cos3 y
= Ce−3x

2
+ 2x2 − 2

3
.

4. Ðåøèòè ÄJ 2x(1 +
√
x2 − y)dx−

√
x2 − ydy = 0.

x2 + 2
3
(x2 − y) 3

2 = C.

13



Ôóíêöèjó µ = µ(t, x) äåôèíèñàíó, íåïðåêèäíó è ðàçëè÷èòó îä 0 ó jåäíîñòðóêî
ïîâåçàíîj îáëàñòè D íàçèâàìî èíòåãðàöèîíèì ôàêòîðîì jåäíà÷èíå Pdt+
Qdx àêî jå µPdt+ µQdx jåäíà÷èíà ñà òîòàëíèì äèôåðåíöèjàëîì.
Àêî ñå èíòåãðàöèîíè ôàêòîð ìîæå èçðàçèòè ïîìî£ó ôóíêöèjå µ = µ(ω),

òàäà èç (µP )′x = (µQ)′t äîáèjàìî
dµ
µ
=

P ′x−Q′t
ω′tQ−ω′xP

dω.

5. Îäðåäèòè èíòåãðàöèîíè ôàêòîð:
1. ÄJ êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå,
2. ëèíåàðíå ÄJ.
6. Ðåøèòè ÄJ x(1+xy2)y′ = y(2− 3xy2) è îäðåäèòè ðåøå»å êîjå ïðîëàçè
êðîç (−2, 0).
x2−x3y2

y
= C, y = 0, x < 0.

7. Ðåøèòè ÄJ 2xy ln ydx+ (x2 + y2
√
y2 + 1)dy = 0.

x2 ln y + 1
3
(y2 + 1)

3
2 = C.

8. Ðåøèòè ÄJ (
√
x2 − y + 2x)dx − dy = 0 àêî jå ïîçíàòî äà èìà µ =

µ(x2 − y).
x+ 2

√
x2 − y = C.

12 ÷àñ, ÄJ êîjå ñå ðåøàâàjó áåç è ñà ïàðàìåòðèçàöèjîì

1. Ðåøèòè ÄJ y′2 − (y + x2)y′ + x2y = 0.
Îïøòå ðåøå»å (y − x3

3
− C)(y − Dex) = 0, (x0, x

2
0) ñèíãóëàðíå òà÷êå. 2.

Ðåøèòè ÄJ (y′)3 − 4yy′ = 0.
3. Ðåøèòè ÄJ xy′2 − 2y′ + 4x = 0.

Îïøòå ðåøå»å ( y
x2
−
√

y

x2
−4

x
−C)(D−x( y

x
+
√

y2

x2
− 4)) = 0. 4. Ðåøèòè ÄJ

y − y′2ey′ = 0.
x = eu(u+ 1) + C, y = u2eu îïøòå ðåøå»å ó ïàðàìåòàðñêîì îáëèêó.
5. Ðåøèòè ÄJ y ln y′ + y′ − y ln y − xy = 0, y > 0, y′ > 0.
x = lnu + u

y
− ln y, ln |y| + C = u

y
+ u2

2y2
îïøòå ðåøå»å ó ïàðàìåòàðñêîì

îáëèêó.
6. Ðåøèòè ÄJ y − yy′2 − 2y′x = 0.
x = C v2−1

v2
, y = −2C

v
.

7. Ïîãîäíîì ñìåíîì óïðîñòèòè ÄJ è ðåøèòè jå y2y′2−2xyy′+2y2−x2+a =
0.
y2 = −(x− c)2 + c2−a

2
.

8. Ðåøèòè ÄJ xn−1y′n − nxy′ + y = 0, n 6= 0, x > 0.

14



13 ÷àñ, Ëàãðàíæîâà è Êëåðîâà ÄJ

1. Ðåøèòè ÄJ y = 3xy′ − 7y′3.
2. Ðåøèòè ÄJ y = xy′ +

√
y′2 + 1.

3. Ðåøèòè ÄJ ln y′ + xy′ + ay + b = 0.
4. Ðåøèòè ÄJ yy′2 + axy′ + by = 0, a 6= 0, b 6= 0.

14 ÷àñ, Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå n-òîã ðåäà

F (x, y(n)) = 0 jå íàjjåäíîñòàâíèjà ÄJ ÷èjå ñå îïøòå ðåøå»å äîáèjà
óçàñòîïíîì èíòåãðàöèjîì n ïóòà. Îâà jåäíà÷èíà íåìà ñèíãóëàðíèõ ðåøå»à.
F (x, y(k), y(k+1), . . . y(n)) = 0 ñå ñìåíîì y(k) = z, òðàíñôîðìèøå ó ÄJ íèæåã
ðåäà.
Àêî jå ÄJ îáëèêà f(y, y′, y′′, . . . y(n)) = 0, ðåä ÄJ ñå ñíèæàâà çà jåäàí
ñìåíîì y′ = z, ãäå jå y 6= const íîâà íåçàâèñíî ïðîìåí§èâà, à z = z(y) çà
íîâó íåïîçíàòó ôóíêöèjó.
Äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà÷èíè õîìîãåíèòåòàm (îäíîñíî, F (x, ty, ty′, . . . ty(n)) =
tmF (x, y, y′, . . . y(n))) ðåä ñå ñíèæàâà ñìåíîì y′ = yz, ãäå jå z = z(x) íîâà
íåïîçíàòà ôóíêöèjà.
Àêî jå ÄJ óîïøòåíà õîìîãåíà ÄJ (F (etx, ekty, e(k−1)ty′, . . . e(k−n)ty(n)) =
emtF (x, y, y′, . . . , y(n)) çà íåêå k èm) jåäíà÷èíà ñå òðàíñôîðìèøå ó jåäíà÷èíó
òðå£åã òèïà ïàðàìåòðèçàöèjîì x = et, y = uekt, ãäå jå t íîâà íåçàâèñíî
ïðîìåí§èâà, à u = u(t) íîâà íåïîçíàòà ôóíêöèjà.
y(n)+p1(x)y

(n−1)+· · ·+pn(x)y = f(x) jå êàíîíñêè îáëèê ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå n-òîã ðåäà (çà f(x) = 0 äîáèjà ñå îäãîâàðàjó£à õîìîãåíà ëèíåàðíà
ÄJ). Ñêóï ðåøå»à ïîñìàòðàíå jåäíà÷èíå îáðàçójå âåêòðîñêè ïðîñòîð íà
ïî§åì R(C). 1. Ðåøèòè jåäíà÷èíó x = y′′

1+y′′2
.

y′′ = x√
1−x2 èìà îïøòå ðåøå»å −

1
2
arcsinx− 1

2
x
√
1− x2 + c1x+ c2, |x| < 1.

2. Ðåøèòè jåäíà÷èíó y′′ + 2y′ = exy′2.
y = −e−x − c1x+ c1 ln |1 + c1e

x|+ c2, y = c.
3. Ðåøèòè jåäíà÷èíó y′′2 = 4(y′ − 1).
y = x+ 1

3
(x+ c1)

3 + c2, y = x+ c.
4. Ðåøèòè ÄJ y′′ = lnx

x
, x > 0.

y = 1
2
x ln2 x− x lnx+ x+ C1x+ C2.

5. Ðåøèòè ÄJ x− sin y′′ + 2y′′ = 0.
dy = (t sin t+ cos t− t2 + C1)(cos t− 2)dt.
6. Îäðåäèòè ñâà ðåøå»à ÄJ y′′−xy′′′+y′′′3 = 0 êîjà çàäîâî§àâàjó ïî÷åòíå
óñëîâå y(1) = 1, y′(1) = 0, y′′(1) = 0.

y = C1
x3

6
−C3

1
x2

2
+C2x+C3 jå îïøòå ðåøå»å, y = ± 8

105
√
3
x

7
2 +C4x+C5 jå
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ñèíãóëàðíî ðåøå»å çà u 6= 0. Ïîñòîjå 3 ðåøå»à êîjà àäîâî§àâàjó ïî÷åòíå
óñëîâå.
7. Ðåøèòè ÄJ yy′′ − 2yy′ ln y − y′2 = 0, y > 0.
8. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å ÄJ y(xy′′ + y′) = xy′2(1− x).
9. Ðåøèòè ÄJ x3y′′ + 2xyy′ − x2y′2 − y2 = 0.

15 ÷àñ, Ëèíåàðíà ÄJ n-òîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì

êîåôèöèjåíòèìà, ìåòîä âàðèjàöèjå êîíñòàíòè,

ëèíåàðíà ÄJ n-òîã ðåäà ñà ôóíêöèîíàëíèì

êîåôèöèjåíòèìà

a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + · · ·+ an(x)y = g(x), a0, a1, . . . an, g äåôèíèñàíå
íà (a, b). Òà÷êó x0 çîâåìî ñèíãóëàðíîì àêî jå a0(x0) = 0, ó ñóïðîòíîì,
òà÷êà jå ðåãóëàðíà. Àêî ñó ñâå òà÷êå èíòåðâàëà (a, b) ðåãóëàðíå, ìîæåìî
äîáèòè êàíîíñêè îáëèê ëèíåàðíå ÄJ n-òîã ðåäà:
y(n) + p1(x)y

(n−1) + · · ·+ pn(x)y = f(x).
1. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å ÄJ
1. y′′′ − 13′ − 12 = 0,
2. y′′′ − 7y′′ + 16y′ − 12y = 0,
3. y(6) − 4y(5) + 8y(4) − 8y′′′ + 4y′′ = 0.
2. Îäðåäèòè Êîøèjåâî ðåøå»å ÄJ y′′′ + y′′ = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0,
y′′(0) = 1.
3. Ðåøèòè ÄJ y′′′ − y′′ + y′ − y = x2 + x.
4. Ðåøèòè ÄJ ìåòîäîì âàðèjàöèjå êîíñòàíòè y′′ + 4y = 2 tan x.
5. Ðåøèòè ÄJ x2y′′ − xy′ + 4y = cos ln x+ x sin lnx.
6. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å ÄJ (x + a)3y′′′ + 3(1 − b)(x + a)2y′′ + (3b2 −
3b+ 1)(x+ a)y′ − b3y = c, a, b, c ∈ R.

16 ÷àñ, Ñòåïåíè ðåäîâè

1. Ó áëèçèíè êîîðäèíàòíîã ïî÷åòêà îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å ÄJ 2(x2+
x3)y′′ − (x− 3x2)y′ + y = 0.

y1(x) =
c1x+c2|x|

1
2

1+x
, c1, c2 ∈ R.

2. Ðåøèòè ÄJ x2y′′ + (x2 − 3x)y′ − (x− 4)y = 0.
y(x) = c1y1(x) + c2y2(x), y1(x) = x2e−x,

16



y2(x) = x2 ln |x|e−x + x2(x− 3
4
x2 + 11

36
x3 + . . . ), c1, c2 ∈ R.

17 ÷àñ, Ãðàíè÷íè ïðîáëåìè (Ãðèíîâà ôóíêöèjà)

G(t, s) =

{
x1(t)x2(s)
W (s)

, α ≤ t ≤ s,
x1(s)x2(t)
W (s)

, s ≤ t ≤ β.

1. Íà£è Ãðèíîâó ôóíêöèjó çà ãðàíè÷íè çàäàòàê t2x′′− 2x = f(x), x(1) =
0, x(2) + 2x′(2) = 0.

G(t, s) =

{
1−t3
3st

, 1 ≤ t ≤ s,
1−s3
3st

, s ≤ t ≤ 2.

2. Íà£è Ãðèíîâó ôóíêöèjó çà ãðàíè÷íè çàäàòàê: x′′ − x = f(t), x(t)
îãðàíè÷åíî çà t→ ±∞.

G(t, s) =

{
et−s

2
, −∞ ≤ t ≤ s,

es−t

2
, s ≤ t ≤ ∞.

18 ÷àñ, Ñèñòåìè äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

1. Ñâåñòè íà íîðìàëíè ñèñòåì ÄJ è ñèñòåì ÄJ:
1. y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x),
2. y′′ = z, z′ = 2y

x2
− y′.

2. Ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ðåøèòè ñèñòåì ÄJ y′′ = 2y − 3z, z′′ = y − 2z.
3. Ñìåíîì y = u(x)v(x), u, v ∈ C2(a, b) òðàíñôîðìèñàòè ÄJ y′′ + p(x)y′ +
q(x)y = 0, p ∈ C1(a, b), q ∈ C(a, b) ó ÄJ áåç ïðâîã èçâîäà. (Ïðîíàëàæå»å
èíâàðèjàíòå)
4. Ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ðåøèòè x2y′ − z = 0, xz′ + x(x2 + 2)y = 4z.
5. Ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ðåøèòè ñèñòåì ÄJ xy′−y−3z = 0, xz′−y+z = 0.
6. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ dx

x+2+z2
= dy

y
= dz

z
.

7. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ dx
x
= dy

y
= dz

z+u
= du

xy
.

8. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ dx
4y−3z =

dy
4x−2z =

dz
2y−3x .

9. Ðåøèòè Êîøèjåâ ïðîáëåì ñèñòåìà ÄJ dx
x2−y2 = dy

y2−yz = dz
z(x+y)

, z(0) =

−1, y(0) = 1.
10. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíîã ëèíåàðíîã ñèñòåìà ÄJ y′1 =

17



y2 + tan2 x+ 1, y′2 = −y1 + tanx.

19 ÷àñ, Ñèñòåìè äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

1. Ìàòðè÷íîì ìåòîäîì ðåøèòè ñèñòåì ÄJ

y′1 = y2 + tan2 x+ 1,

y′2 = −y1 + tanx

àêî ñó ïîçíàòà äà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à îäãîâàðàjó£åã õîìîãåíîã
ñèñòåìà.
2. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ

y′1 = 5y1 + 4y2,

y′2 = 4y1 + 5y2.

3. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ
y′1 = 2y1 + y2,

y′2 = −y1 + 2y2.

4. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ
y′1 = 5y1 + 2y2,

y′2 = −4y1 − y2.
5. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ

y′1 = 3y1 + y2,

y′2 = −y1 + y2.

6. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ
y′1 = 2y1 + y2,

y′2 = y1 + 3y2 − y3,
y′3 = −y1 + 2y2 + 3y3.

7. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ
y′1 = 2y1 − y2 − y3,
y′2 = 3y1 − 2y2 − 3y3,

y′3 = −y1 + y2 + 2y3.

8. Ðåøèòè ñèñòåì ÄJ

xy′1 = −6y1 + y2 + 3y3,

xy′2 = −23y1 + 6y2 + 9y3,

xy′3 = −y1 − y2 + 2y3.
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20 ÷àñ, Ëèíåàðíå ïàðöèjàëíå jåäíà÷èíå I ðåäà

1. Ðåøèòè Êîøèjåâ ïðîáëåì õîìîãåíå ëèíåàðíå ÏÄJ (z−y)∂u
∂x

+z ∂u
∂y

+

y ∂u
∂z

= 0, u|x=1 = y + z.
2. Ðåøèòè õîìîãåíó ëèíåàðíó ÏÄJ (2z−3y)∂u

∂x
+(3x−z)∂u

∂y
+(y−2x)∂u

∂z
= 0.

3. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ïîâðøè G êîjà ñàäðæè êðóã x2 + y2 = r2, z = h è
îðòîãîíàëíà jå íà ôàìèëèjó õèïåðáîëîèäà xy = cz2, h, r, c 6= 0.
4. Ðåøèòè Ïôàôîâå jåäíà÷èíå dz = (2x2 + 2xz + 2xy2 − 1)d − 2ydy è
(cosx+ ex)dx+ (ex + eyz)dy + eydz = 0.
5. Íà£è ïîòïóíè, îïøòè è ñèíãóëàðíè èíòåãðàë jåäíà÷èíå p = (qy + z)2

è îäðåäèòè óñëîâå ïîñòîjà»à Êîøèjåâîã èíòåãðàëà êîjè ñàäðæè êðèâó
y = 1, z = g(x).
6. Îäðåäèòè ïîòïóíå èíòåãðàëå ïîñåáíèõ òèïîâà ÏÄJ 1. A(x, p) =
B(y, q), ÏÄJ êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå,
2. z = xp+ yq + f(p, q), Êëåðîâà ÏÄJ,
3. F (z, p, q) = 0.

21 Ëèòåðàòóðà

1. http : //gen.lib.rus.ec/
2.È. È.�àøêî, À. Ê. Áî§àð÷óê, J. Ã. Ãàj, Ã. Ï. Ãîëîâà÷, Çáèðêà çàäàòàêà
èç ìàòåìàòè÷êå àíàëèçå 2, Áåîãðàä, 2007.
3. Ñ. Ðàäåíîâè£, Ìàòåìàòè÷êà àíàëèçà I, ìåòîäñêà çáèðêà çàäàòàêà, Áåîãðàä,
2007.
4. Ñ. Ðàäåíîâè£, Ìàòåìàòè÷êà àíàëèçà II, ìåòîäñêà çáèðêà çàäàòàêà,
Áåîãðàä,
5. Ì. Ìàðjàíîâè£, Ìàòåìàòè÷êà àíàëèçà I, Áåîãðàä, 1979.
6. Ð. Äèìèòðèjåâè£, J. Ìàíîjëîâè£, Àíàëèçà ðåàëíèõ ôóíêöèjà âèøå
ïðîìåí§èâèõ, çáèðêà çàäàòàêà, Íèø, 2004.
7. Ñ. Jàíêîâè£, J. Êíåæåâè£, Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå I, çàäàöè ñà
åëåìåíòèìà òåîðèjå, Áåîãðàä, 2007.
8. Ñ. Jàíêîâè£, J. Êíåæåâè£, Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå II, çàäàöè ñà
åëåìåíòèìà òåîðèjå, Áåîãðàä, 2007.

19


