
0.1 Uvod u kurs

”Essentially, all models are wrong, but some are useful”

George E.P. Box

Kako se promenom jedne ili vixe nezavisnih sluqajnih prome�livih

me�a vrednost zavisne sluqajne veliqine? Kako odrediti analitiqko-

matematiqki oblik odgovaraju�e veze? Odgovor na ova, kao i na niz

drugih pita�a daje nam upravo regresija. Ovaj kurs bi�e posve�en lin-

earnoj regresiji. Ideje koje se ovde koriste mogu poslu�iti i prilikom

analizira�a drugih tipova regresije.

Prvi zapisi o metodi najma�ih kvadrata mogu se na�i u radovima

Le�andra i Gausa, poqetkom 19. veka. Oni su ovaj metod koristili

za odreÆiva�e orbita nebeskih tela oko Suna. Sa reqju "regresija"

matematiqari su se prvi put susreli u radu F. Galtona , Regression

toward mediocrity in hereditary stature iz 1855. godine. On je doxao

do zak	uqka da sinovi veoma visokih oqeva nisu tako visoki. Iako je

Galton razlog za to pronaxao u genetii, �egov primer iniirao je

prouqava�e ove teme od strane statistiqara i tako poqi�e razvoj ove

veoma znaqajne statistiqke oblasti.

Definiija 0.1.1. Regresija je zavisnost jedne sluqajne prome�live

od druge (ili vixe �ih). Regresioni model je matematiqki model koji

opisuje tu zavisnost.

Definiija 0.1.2. Sluqajna veliqina f(X) = E(Y |X) naziva se re-
gresiona funkija, pri qemu X mo�e biti vixedimenziona sluqajna

veliqina.

Slede�a teorema opravdava oblik funkije regresije.

Teorema 0.1.1 (2).

E(Y − E(Y |X))2 ≤ E(Y − g(X))2

za svaku funkiju g(X), uz pretpostavku da postoji matematiqko

oqkevia�e na desnoj strani nejednakosti.

Dokaz.

Regresiona funkija je prava linija akko sluqajni vektor (X, Y )T

ima vixedimenzionalna normalnu raspodelu. Regresionu pravu ima

smisla konstruisati i kada znamo da zajedniqka raspodela nije nor-

malna. Tada je to prava koja od svih pravih linija najbo	e opisuje

zavisnost izmeÆu Y i X u smislu sred�ekvadratnog odstupa�a.
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Regresioni model se mo�e predaviti u obliku

Y = f(X) + ε,

gde je ε sluqajna prome�liva nezavisna od X , najqex�e sa normalnom

N (0, σ2) raspodelom.
Ukoliko iz npr. grafiqkog prikaza zavisnosti (X, Y ) imamo razloga

da pretpostavimo da je f(X) = aX+b onda se koefiijenti a, b odreÆuju
tako da se minimizira E(Y − (aX + b))2.

Dobija se da je

a =
EXY −EXEY

DX
b = EY − aEX,

pa se koefiijenti a, b mogu oeniti metodom zamene, odnosno

â =

∑

XiYi − nX̄Ȳ

S̄2
X

= ρ̂
S̄X

S̄Y

b̂ = Ȳ − âX̄,

Ukoliko pretpostavimo da X nije sluqajna promen	iva govorimo o

kontrolisanoj regresiji.

Imaju�i u idu samu definiiju regresione funkije, od sada pa

nada	e mo�emo pretpostaviti da se radi o kontrolisanoj regresiji.

Da ponovimo, glavni nax zadatak u ovom kursu je da odgovorimo na

slede�a pita�a.

Nekoliko pita�a na koja �emo dati odgovor:

• Kakva je veza izmeÆu razliqitih obele�ja?

• Kada oderedimo oblik modela kako da oenimo �egove parametre?

• Koji su modeli "dopustivi" i u kom smislu?

• Kako da ispitamo kvalitet modela?

Kako izgleda eo proes bira�a modela demonstrira�emo na navede-

nom primeru.
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Primer 0.1.1. U i	u istra�iva�a u kojoj meri broj vozila na putu

utiqe na brzinu vozila sakup	ani su podai o "gustini" vozila (broj

automobila u jednoj mi	i) i proseqnoj brzini automobila.

DENSITY SPEED
1 20.40 38.80

2 27.40 31.50

3 106.20 10.60

4 80.40 16.10

5 141.30 7.70

6 130.90 8.30

7 121.70 8.50

8 106.50 11.10

9 130.50 8.60

10 101.10 11.10

11 123.90 9.80

12 144.20 7.80

13 29.50 31.80

14 30.80 31.60

15 26.50 34.00

16 35.70 28.90

17 30.00 28.80

18 106.20 10.50

19 97.00 12.30

20 90.10 13.20

21 106.70 11.40

22 99.30 11.20

23 107.20 10.30

24 109.10 11.40

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 38.1295 1.2177 31.31 0.0000

E1.1$DENSITY -0.2425 0.0126 -19.22 0.0000
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Prvi korak je svakako da grafiqki predstavimo podatke i da uoqimo

neki oblik zavisnosti (ako postoji).

Sa prvog grafika mo�emo zak	uqiti da sa pove�a�em gustine sao-

bra�aja opada brzina istog, xto je sasvim oqekivan zak	uqak. Naj-

jednostavniji model koji bi mogao da opixe podatke je linearna veza,

odnosno y = ax+ b+ ε, gde je y proseqna brzina automobila a x gustina

sobra�aja. Jasno je da u model moramo da uk	uqimo i neki "xum" (ε)
koji bi opravdao to xto taqke na grafiku nisu sve kolinearne. Neke

prirodne osobine koje taj xum treba da zadovo	ava je da je 'mali', da

je "entriran" oko nule, da ne zavisi od x i y itd. Xum zapravo pred-

stav	a grexku modela.

Jedan od najpopularnijih, najjednostavnijih i slobodno mo�emo

re�i osnovnih metoda za oenu parametara modela je metod najman-

jih kvadrata. Ideja je da parametre oenimo onim vrednostima koji

minimiziraju sumu kvadratnih odstupa�a oe�ene od prave vrednosti,

odnosno

S =
n

∑

i=1

e2i =
n

∑

i=1

(yi − (axi + b))2.

Dobijamo da su tra�eni â i b̂

â =

∑n
i=1 yixi − nx̄ȳ

∑n
i=1 x

2
i − nx̄2

=

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)
∑n

i=1(xi − x̄)2

b̂ = ȳ − âx̄.

Primetimo da polazni model mo�emo napisati u entriranom ob-

liku yi = a(xi− x̄)+ b+ax̄+ ε. Ispostav	a se da je ovaj oblik pogodniji
za prognozira�e jer ŷi = â(xi − x̄) + ȳ.

Jox je va�no da se primeti da je

∑n
i=1 εi = 0.

U (0.1.1) jednaqine pravih koje se dobijaju u prvom, odnosno drugom

modelu su y = −0.24x+ 38.13, odnosno y = −0.028x+ 6.38.

Kada je model dobar odstupa�a oe�enih vrednosti od pravih (rezid-

uali) su mali. Zato je prirodno za meru kvaliteta modela uzeti, za

poqatak,

∑n
i=1 ε̂

2
i . Glavni problem sa ovom merom odstupa�a je zato xto

ona zavisi od jedinie. Zato �emo iskoristi sliqnu ideju kao za uvod-

je�e koefiijenta korelaije.
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SSTO =
n

∑

i=1

(yi − ȳ)2 =
n

∑

i=1

(yi − ŷi + ŷi − ȳ)2

=

n
∑

i=1

(yi − ŷi)
2 +

n
∑

i=1

(ŷi − ȳ)2 = SSE + SSR

SSR je odstupa�e koje je objax�eno modelom. Zato uvodimo koefi-

ijent determinaije R2
kao meru kvaliteta modela.

R2 = 1− SSE

SSTO

Jasno je da ako bismo imali perfektan model onda bi R2 = 1.
U primeru 0.1.1 za prvi model se dobija da je R2 = 0.94 dok je za

drugi model R2 = 0.98.
Mo�e se pokazati da je R = |ρxy|.
Napomena: ne treba uvek (samo) koristiti R2

kao meru kvaliteta

modela. O tome �e biti vixe reqi u ostatku kursa.

0.2 Osnovni pojmovi iz linearne algebre

Definiija 0.2.1. Vektorski prostor V je neprazan skup, zatvoren

za sabira�e i skalarno mno�e�e. �egovi elementi nazivaju se vek-

tori.

Definiija 0.2.2. Vektori v1, ..., vn su linearno nezavisni ako ne pos-
toji netrivijalno rexe�e jednaqine

x1v1 + · · ·xnvn = 0.

Definiija 0.2.3. Vektori v1 i v2 su ortogonalni ako je < v1, v2 >=
0.

Primetimo da iz ortogonalnosti sledi linearna nezavisnost a da

obrnuto ne va�i. Na primer, posmatrajmo vektore v1 = (1, 0, 1)T i v2 =
(0, 1, 1)T .

Definiija 0.2.4. Kvadratna matria M je ortogonalna ako je

MTM = I

Definiija 0.2.5. Rang n×p matrie A u oznai R(A) je maksimalan
broj linearno nezavisnih kolona(vrsta).
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Iz same definije sledi slede�i niz jednakosti

R(ATA) = R(AAT ) = R(A) = R(AT ).

Definiija 0.2.6. Ako je za neko λ ∈ R, Ax = λx onda se λ naziva

sopstvena vrednost matrie A, a x sopstveni vektor.

Poznato je da je za kvadratnu matriu A je λ rexe�e jednaqine

det(A− λI) = 0 i tada je detA =
∏

λi.

Definiija 0.2.7. Trag kvadratne matrie A = [aij ] predstav	a zbir
elemenata na dijagonali, odnosno

trA =
∑

i

aii.

Za trag matrie A va�e slede�e jednakosti (pod pretpostavkom da je

mno�e�e definisano):

1. tr(A+B) = tr(A) + tr(B);

2. Ako je A n × n matria i P nesingularna matria, onda je

tr(P−1AP ) = tr(A);

3. Ako je A n × n matria i M ortogonalna matria, onda je

tr(MTAM) = tr(A).

4. tr(ABC) = tr(BCA)

Definiija 0.2.8. Kvadratna matria A je simetriqna ako je A =
AT

.

Osobine simetriqne n× n matrie A:

1. Postoji ortogonalna matria C = (c1, ...cn) i dijagonalna ma-

tria Λ = (λ1, ...λn) (sopstvene vrednosti matrie ) takva da

je A = CΛCT
(spektralna dekompoziija matrie A). Tada je

A =
∑n

i=1 λicic
T
i .

2. R(A) je broj sopstvenih vrednosti razliqitih od nule;

3. tr(A) =
∑n

i=1 λi;

4. Ako je A nesingularna matria onda je tr(A−1) =
∑n

i=1 λ
−1
i ;
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5. Postoji ortogonalna transformaija y = MTx tako da je

xTAx =
∑

λiy
2
i ;

6. R(A +B) ≤ R(A) +R(B)

U sluqaju nesimetriqne n × p matrie A matria ranga r postoji

dekompoziija A = ULV gde je UTU = I = V TV = I i L je nesingularna

matria ranga r.

Definiija 0.2.9. Neka je A simetriqna matria. Tada je sa Q(x) =
xTAx definisana jedna kvadratna forma vektora x. Ka�emo da je Q
pozitivno (negativno) definitna ako za svako x > 0, Q(x) > 0 (Q(x) <
0). Ako se dopuxta jednakost onda je pozitivno semi-definitna (neg-

ativno semi-definitna).

Mo�e se pokazati da ako je Ap×p pozitivno definitna iBk×p matria

ranga k ≤ p onda je BABT
pozitivno definitna.

Va�i i slede�e: Simetriqna matria A je pozitivno definitna

akko postoji nesingularna matria P takva da je A = P TP
Va�i i slede�e

max
x 6=0

xTAx

xTx
= λmax, (1)

min
x 6=0

xTAx

xTx
= λmin. (2)

Definiija 0.2.10. Za matriu P za koju je P 2 = P ka�emo da je

idempotenta. Ukoliko je i simetriqna onda se naziva matriom pro-

jekije ili projektorom.

Osobine projektora:

1. tr(P ) = R(P );

2. P je pozitivno semi definitna;

3. Neka su P1 i P2 projektori. Ako je P1 − P2 pozitivno semi-

definitna onda je i projektor, kao i P1P2 = P2P1 = P2
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Dokaz tre�e osobine:

Iz pozitivne semidefinitnosti P1 − P2 zak	uqujemo da je

((I − P1)y)
T (P1 − P2)((I − P1)y) ≥ 0.

Da	e je yT (I − P1)
TP1(I − P1)y = 0, pa je

((I − P1)y)
TP2((I − P1)y) ≤ 0.

Uzimaju�i u obzir pozitivnu semidefinitnost P2 je

((I − P1)y)
TP2((I − P1)y) = 0,

odnosno

((I − P1))
TP2((I − P1)) = 0 = (I − P1))

TP2P2((I − P1)).

Odavde je

P2(I − P1) = 0.

Definiija 0.2.11. Matria A maksimalnog ranga ima inverz A−1
.

Ukoliko matria nije maksimalnog ranga onda postoji uopxteni in-

verz A−
za koji va�i AA−A = A. Ovaj inverz ne mora biti jedinstven.

0.2.1 Matriqno diferenira�e

Definiija 0.2.12. Neka je X n× p matria i f skalarna funkija.

Tada je matriqno diferenira�e definisano sa

∂f(X)

∂X
:=

(∂f(X)

∂xij

)

1.

∂aT x
∂x

= a;

2.

∂xT x
∂x

= 2x;

3.

∂xTAx
∂x

= (A + AT )x;

4.

∂xTAy
∂x

= Ay;
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0.3 Neke va�ne vixedimenizionalne

raspodele

0.3.1 Normalna raspodela

Definiija 0.3.1. Sluqajni vektor X ima n-dimenziona normalnu

raspodela Nn(µ,Σ) ukoliko je �egova funkija gustine

f(x) =
1

(2π)n/2|Σ|1/2 e
−

(x−µ)T Σ−1(x−µ)
2 , x ∈ Rn

gde je Σ simetriqna, pozitivno definitna kovarijaiona matria a

sa |Σ| je oznaqena �ena determinanta.

Vixedimenzionalna normalna raspodela ima slede�e lepe osobine:

• Ukoliko X ima N(µ,Σ) raspdelu onda AX+b imaN(Aµ+b, AΣAT );

• Ako sluqajni vektor Z = (XT , Y T )T ima

N

((

µx

µy

)

,

(

Σx Σxy

ΣT
xy Σy

))

raspodelu

onda su marginalne raspodele za X i Y redom N(µx,Σx) i

N(µy,Σy), a uslovne raspodele

X|y ∼ N(µx + ΣxyΣ
−1
yy (y − µy),Σx − ΣxyΣ

−1
y ΣT

xy)

Y |x ∼ N(µy + ΣT
xyΣ

−1
xx (x− µx),Σy − ΣT

xyΣ
−1
x Σxy);

• Moment generatorna funkija sluqajnog vektora X sa N(µ,Σ)

raspodelom je MX(t) = E(et
T x) = eµ

T t+ 1
2
tTΣt, t ∈ R;

• X se mo�e predstaviti u obliku X = AZ + µ gde je AAT = Σ a Z
ima standardnu vixedimenzionalnu normalnu raspodelu.

• Neka X = (X1, ..., Xn)
T
ima vixedimenzionu normalnu raspodelu.

Tada su komponente vektora nezavisne akko su nekorelisane (ko-

varijaiona matria je dijagonalna matria).

• X ima vixedimenzionu normalnu raspodelu akko za svaki vek-

tor a (razliqit od nule) aTX ima jednodimenzionalnu normalnu

raspodelu.
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0.3.2 χ2
raspodela

Definiija 0.3.2. Neka su X1, ..., Xk nezavisne sluqajne veliqine sa

N(θ1, 1),...,N(θk, 1) raspodelma ,redom. Tada sluqajna veliqina

Y =

k
∑

j=1

X2
j (3)

ima χ2
k(µ) raspodelu, gde je parametar polo�aja µ =

∑k
j=1 θ

2
j . Ukoliko

je µ = 0 parametar polo�aja �emo izostaviti u notaiji.

Teorema 0.3.1. Sluqajna veliqina Y definisana sa (3) se mo�e pred-

staviti u obliku zbira dve nezavisne sluqajne veliqine od kojih jedna

ima χ2
1(µ) a druga χ2

k−1 raspodelu.

Primetimo da zapravo ova teorema opravdava definiiju χ2

raspodele jer sugerixe da raspodela od Y zavisi samo od stepeni slobode

i µ.

Dokaz. Neka je B = [bij ] ortogonala matria tako da je b1j = θjµ
− 1

2
, za j =

1, 2..., k. Neka je W = BX. Tada W ima N(Bθ,BIBT ), odnosno N(Bθ, I)
jer je B ortogonalna matria. Odavde je jasno da su komponente vektora

W meÆusobno nezavisne. Primetimo da je EW1 =
∑k

j=1 b1jθj = µ
1
2 , i da

je EWi =
∑k

j=1 bijθj = 0. . Druga jednakost va�i poxto je matria B
ortogonalna.

Y = XTX = W 2
1 +

k
∑

i=2

W 2
i

Iz ove reprezentaije jasno sledi tvrÆe�e teoreme.

0.3.3 Fixerova raspodela

Neka X ∼ χ2
n1
(µ) i Y ∼ χ2

n2
i nezavisne su. Tada

X
n1

Y
n2

ima Fixerovu Fn1,n2(µ) raspodelu.
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0.3.4 Studentova raspodela

Neka X ima normalnu N(θ, 1) raspodelu i Y ima χ2
m raspodelu i neza-

visne su. Tada

X
√

Y
m

ima Studentovu tm(θ) raspodelu, gde je θ parametar polo�aja.

0.4 Raspodela kvadratne forme

Teorema 0.4.1 (Kohran). Neka su X1, ..., Xn nezavisne N (0, σ2) sluqajne
veliqine i neka je

n
∑

i=1

X2
i =

k
∑

j=1

Qj ,

gde je Qj kvadratna forma definisana sa Qj = XTAjX, za j = 1, 2, ..., k,

pri qemu je R(Aj) = rj. Tada je
∑k

j=1 rj = n ako i samo ako

1. Q1, ..., Qk su nezavisne sluqajne veliqine i

2. Qj/σ
2
ima χ2

rj
raspodelu.

Mo�e se formulisati i opxtije tvrÆe�e:

Teorema 0.4.2 (Kohran). Neka sluqajni vektor X ima N (θ, σ2I)
raspodelu i neka je

n
∑

i=1

X2
i =

k
∑

j=1

Qj ,

gde je Qj kvadratna forma definisana sa Qj = XTAjX, za j = 1, 2, ..., k,

pri qemu je R(Aj) = rj. Tada je
∑k

j=1 rj = n i

∑k
j=1 µj = θT θ ako i samo

ako

1. Q1, ..., Qk su nezavisne sluqajne veliqine i

2. Qj/σ
2
ima χ2

rj
(µj) raspodelu, pri qemu je µj = θTAjθ.

Dokaza�emo samo prvu teoremu. Druga se dokazuje analogno. Pre nego

xto se upustiomo u dokaz navodimo jednu �enu opxte poznatu poslediu.

Posledia 0.4.1. Uzoraqka sredina X̄ i poprav	ena uzoraqka disper-

zija S2
su nezavine sluqajne veliqine, i (n−1)S2/σ2

ima χ2
n−1 raspodelu.
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Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je σ2 = 1.

(n− 1)S2 =
n

∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
n

∑

i=1

X2
i − n(X̄)2.

Odavde je

n
∑

i=1

X2
i =

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2 + n(X̄)2 = XT
(

I − J

n

)

X +XT J

n
X,

gde je J n × n matria qiji su svi elementi jedinie. Primetimo da

leva strana jednakosti ima χ2
n raspodelu. Da	e, R(I− J

n
) = n−1 jer je, s

jedne strane R(I− J
n
) ≥ R(I)−R(J

n
), a s druge, iz jednakosti (I− J

n
)1 = 0

zak	uqujemo da je R(I − J
n
) ≤ n− 1. Kako je R(J

n
) = 1 sledi tvrÆe�e.

U dokazu Kohranove teoreme �emo koristiti slede�u lemu.

Lema 0.4.1. Neka su x1, ...xn realni brojevi. Pretpostavimo da se suma
∑n

i=1 x
2
i mo�e predstaviti kao zbir k kvadratnih formi

∑k
j=1Qj gde

je Qi = xTAix i R(Ai) = ri za i = 1, ..., k. Ako je

∑k
i=1 ri = n tada

postoji ortogonalna matria M , takva da za x = My va�i

Q1 = y21 + · · · y2r1
Q2 = y2r1+1 + · · · y2r1+r2

· · ·
Qk = y2n−rk+1 + · · · y2n

Dokaz. Dovo	no je pokazati lemu za k = 2. Tada je

Q = xTx = xTA1x+ xTA2x.

Postoji ortogonalna matria M takva da je MTA1M = D1 gde je D1

dijagonalna matria. Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da

su od sostvene vrednosti poreÆane tako da su λ1, ...λr1 razliqite od nule

a ostale nula. Neka je x = My. Tada je

xTx = yTMTMy = yTy.

Da	e je

n
∑

i=1

y2i =

r1
∑

i=1

λiy
2
i + yTMTA2My.
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Odavde je

r1
∑

i=1

(1− λi)y
2
i +

n
∑

i=r1+1

y2i = yTMTA2My.

Kako je R(A2) = n− r1 zak	uqujemo da je λ1 = · · · = λr1 = 1 odakle sledi
tvrÆe�e.

Va�no je primetiti da sve kvadratne forme koje uqestvuju u

reprezentaiji sadr�e razliqite yi-ove. Nezavisnost Q1,..., Qk u tvrd-

je�u Kohranove teoreme je posledia ovoga. Da bismo dokazali Kohra-

novu teoremu potrebno je jox da primetimo da kada primenimo ortogo-

nalnu transformaiju na sluqajan vektor sa normalnom raspodelom sa

nezavisnim komponentama dobijamo opet sluqajan vektor sa normalnom

raspodelom sa nezavisnim komponentama. Odavde se dobijaju raspodele

odgovaraju�ih kvadratnih formi.

Slede�eu teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 0.4.3. Neka sluqajni vektor X ima N(θ, σ2I) raspodelu i neka
je Q1 = XTA1X i Q2 = XTA2X, gde su A1 i A2 dve simetriqne ma-

trie. Tada su Q1 i Q2 nezavisne ako i samo ako je A1A2 = 0.

0.1. Neka su X1, ..., Xn nezavisne i jednako raspode	ene sluqajne veli-

qine tako da je EX1 = 0 i DX1 = σ2 < ∞. Neka je Yi = Xi − X̄ ,

za i = 1, 2, ..., n. Na�i kovarijaionu matriu sluqajnog vektora Y =
(Y1, ..., Yn)

T .

0.2. Neka su X1, ..., Xn1 nezavisne sa N(µ1, σ
2
1) i Y1, ..., Yn2 nezavisne sa

N(µ2, σ
2
2) raspodelom. Na�i raspodelu selede�ih statistika:

a)

(X̄−Ȳ−δ)
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

, gde je δ proizvo	na konstanta.

b)

n1(X̄−µ1)2

σ2
1

+ n2(Ȳ−µ2)2

σ2
2

0.3. Neka su X1, ..., Xn1 nezavisne sa N(µ1, σ
2) i Y1, ..., Yn2 nezavisne sa

N(µ2, σ
2) raspodelom. Na�i raspodelu selede�ih statistika:

a)

S2
1(n1−1)+S2

1 (n2−1)

σ2

0.4. Neka je (X1, Y1), ...., (Xn, Yn) prost sluqajan uzorak iz dvodimenzion-
alne normalne raspodele sa parametrima µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, ρ. Odrediti kon-

stantu C tako da statistika

17



T = C
X̄ − Ȳ − δ

√
∑n

i=1(Xi − Yi − X̄ + Ȳ )2

ima Studentovu tm(θ). Izraziti m i θ u funkiji od parametara

raspodele i konstante δ.

0.5. Dokazati teoremu 0.4.3.
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Poglav	e 1

Linearni modeli

1.1 Prosta linearna regresija

U uvodnom poglav	u smo pretpostav	ali da imamo jedan prediktor.

Takav model se naziva prosti linearni regresioni model. Videli smo

neka lepa svojstva koja model poseduje pri qemu nismo navodili koje

pretpostavke model treba da zodovo	ava da bismo ga uopxte razmatrali.

Neka je

Yi = axi + b+ εi, i = 1, 2, ..., n

prost linearni model, pri qemu xum zadovo	ava slede�e uslove Gaus-

Markova

1. entriranost Eεi = 0, i = 1, 2, ..., n

2. nekorelisanost Eεiεj = 0, i 6= j;

3. homoskedastiqnost Dεi = σ2 > 0;

4. xi i εj su nezavisni za svako i, j.

Tada za oene dobijene metodom najma�ih kvadrata

â =

∑n
i=1 Yixi − nx̄Ȳ
∑n

i=1 x
2
i − nx̄2

=

∑n
i=1(xi − x̄)(Yi − Ȳ )
∑n

i=1(xi − x̄)2

=

∑n
i=1 Yi(xi − x̄)

∑n
i=1 x

2
i − nx̄2

=

∑n
i=1 Yi(xi − x̄)

nS2
x

b̂ = ȳ − âx̄ =

∑n
i=1 Yi(S

2
x − x̄(xi − x̄))

nS2
x

,

va�e slede�a svojstva:
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Poglav	e 1. Linearni modeli

1. Eâ = 0 i Eb̂ = 0;

2.

D(â) =
σ2

∑n
i=1(xi − x̄)2

D(b̂) =
σ2

n

(

1 +
x̄

S2
x

)

;

Dakle, oene parametara modela su nepristrasne i postojane. Vidimo

da u izrazima za disperzije vigurixe nepoznati parametar σ2
. Zato

moramo i za �ega na�i odgovaraju�u oenu.

E(SSE) = E(SST )− E(SSR)

E(SST ) = E(
n

∑

i=1

Y 2
i − nȲ 2)

=

n
∑

i=1

(σ2 + (aXi + b)2)− 1

n
(

n
∑

i=1

EY 2
i + 2

∑

1≤i<j<n

EYiEYj)

= (nσ2 +

n
∑

i=1

((aXi + b)2))
(n− 1)

n
− 2

n
(

∑

1≤i<j≤n

(aXi + b)(aXj + b))

= σ2(n− 1) + nS2
xa

2

E(SSR) =

n
∑

i=1

(xi − x̄)2Eâ2 =

n
∑

i=1

(xi − x̄)2(a2 +
σ2

nS2
x

)

= nS2
x(a

2 +
σ2

nS2
x

)

E(SSE) = σ2(n− 2)

Odavde dobijamo da je nepristrasna oena za σ2

σ̂2 =
SSE

n− 2
.

Ukoliko se u model uvede dodatna pretpostavka da je xum Gausov,

odnosno da εi ima normalnu N (0, σ2), dobijene oene imaju mnoga druga
lepa svojstva. Prvo, primetimo da su oene za a i b linearne kombi-
naije nezavisnih sluqajnih veliqina sa normalnim raspodelama pa i
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Poglav	e 1. Linearni modeli

same oene imaju normalne N (a,Dâ) i N (b,Db̂) raspodele. U nastavku

kursa �emo pokazati da â i b̂ su nezavisne od σ̂2
pa zak	uqujemo da

â− a
σ̂√
nS2

x

∼ tn−2

b̂− b

σ̂
√

1
n
+ x̄2

nS2
x

∼ tn−2

Sada se mogu praviti intervali povere�a za a i b i testirati

hipoteze u vezi sa �ihovim parametrima. Primetimo da H0 : a = 0
zapravo znaqi da utiaj prediktora nije znaqajan.

Prognozirana vrednost zavisne promen	ive Y0 i sred�e vrednosti

zavisne promen	ive EY0 u taqki x0 je

Ŷ0 = âxi + b̂.

Koriste�i iste argumente kao do sada, mo�emo pokazati da

Ŷ0 − EY0

σ̂
√

1
n
+ (x0−x̄)2

nS2
x

∼ tn−2

Ŷ0 − Y0

σ̂
√

1 + 1
n
+ (x0−x̄)2

nS2
x

∼ tn−2.

Sada mo�emo praviti intervale predviÆa�a.

1.2 Vixestruka linearna regresija

MeÆutim, neretko se dexava da treba uzeti u obzir nekoliko predik-

tora.

Pretpostavimo da imamo p prediktora x1, x2, ..., xp. Tada se linearni

model mo�e zapisati u obliku

Yi = β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βpxip + εi, i = 1, 2, ..., n, (1.1)

ili u obliku

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βpxip + εi, i = 1, 2, ..., n, (1.2)

pri qemu je n obim uzorka koji imamo na raspolaga�u.

Najqex�e se ovaj model zapisuje u vektorskom obliku.
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Poglav	e 1. Linearni modeli

1.3 Matriqni zapis linearnog modela

Model (1.1) se mo�e zapisati u obliku

Y = Xβ + ε,

gde su

Y =











Y1

Y2
.

.

.

Yn











, X =











xT
1

xT
2
.

.

.

xT
n











, β =











β1

β2
.

.

.

βp











,

X se naziva prediktor (nezavisna promen	iva), a Y regresand (zavisna

promen	iva). U sluqaju modela (1.2) je

X =











1 xT
1

1 xT
2

.

.

.

.

.

.

1 xT
n











β =











β0

β1
.

.

.

βp











,

Matria X se naziva dizajn matria.

Sluqajnost modela potiqe od sluqajnih grexki ε =











ε1
ε2
.

.

.

εn











za koje

se pretpostav	a entriranost, homoskedastiqnost i nekorelisanost.

Dakle pretpostav	amo da va�i:

1. E(ε) = 0;

2. D(ε) = σ2I;

3. X i ε su nezavisni sluqajni vektori.

Primer 1.3.1. U sluqaju proste linearne regresije je

X =











1 x1

1 x2
.

.

.

.

.

.

1 xn











β =

(

b
a

)

.
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Primer 1.3.2. �elimo da vidimo kakav je utiaj nekog faktora na

sred�u vrednost merenog obele�ja Y . Za poqetak, pretpostavimo da
imamo samo jedan faktor koji ima dve kategorije. Neka je xi = 1 uko-
liko merimo vrednost obel�ja Y na uzorku iz prve kategorije. U

suprotnom neka je xi = 0. Da	e, pretpostavimo da imamo taqno k
elemenata uzorka iz prve kategorije. Tada model mo�emo prikazati

u obliku.

Y =











Y1

Y2
.

.

.

Yn











, X =



















1 1
.

.

.

.

.

.

1 1
1 0
.

.

.

.

.

.

1 0



















, β =

(

β0

β1

)

.

Primitimo da je ovo zapravo ANOVA model.

Primer 1.3.3. Ponekad, na osnovu grafiqkog prikaza podataka, imamo

razloga da verujemo da bi bilo bo	e, umesto linearne zavisnosti, pret-

postaviti kvadratnu zavisnost.

Yi = β0 + β1xi + β2x
2
i + εi, i = 1, 2, ..., n.

Ovaj model mo�emo napisati na sliqan naqin u vektorskom obliku.

Sada je

X =











1 x1 x2
1

1 x2 x2
2

.

.

.

.

.

.

1 xn x2
n











β =





β0

β1

β2



 .

Najprirodniji naqin da se oene koefiijenti modela β je metod

najma�ih kvadrata, odnosno

β̂ := arg min
b∈Rp+1

‖Y −Xb‖2.

Ukoliko je R(X) = p+1 onda je XTX invertibilna i dobija se da je

β̂ = (XTX)−1XTY.

Oe�ena vrednost je tada

Ŷ = X(XTX)−1XTY = HY
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Poglav	e 1. Linearni modeli

.

Matria H se naziva hat matrix. Primetimo da je matria H projek-

tor, tako da Ŷ predstav	a ortogonalnu projekiju vektora Y na ravan

generisanu sa X . Reziduali modela se mogu prikazati u obliku

e = Y − Ŷ = (I −H)Y.

Odavde je

E(e) = (I −H)E(Y ) = 0

Cov(e) = σ2(I −H)(I −H)T = σ2(I −H)

Posmatrajmo sumu kvadrata odstupa�a od modela

SSE =
n

∑

i=1

e2i = eT e = Y T (I −H)Y = Y TY − Y THY.

Oznaqimo sa M = (I −H) = [mij ]. �eno oqekiva�e je

E(SSE) = E(
∑

ij

mijYiYj) =
∑

ij

mijE(YiYj) =
∑

ij

mijE(εiεj)

=
∑

i

miiE(ε2i ) = σ2
∑

i

mii

= σ2tr(M) = σ2(tr(I)− tr(H)) = σ2(n− tr((XTX)(XTX)−1))

= σ2(n− tr(Ip+1)) = σ2(n− p− 1).

Odavde zak	uqujemo da je nepristrasna oena za σ2
upravo

(
∑n

i=1 e
2
i )/(n− p− 1).

Reziduali i oe�ene vrednosti su nekorelisani

∑

(Yi−Ŷ )(Ŷ −Ȳ ) = 0
pa je

n
∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 =
n

∑

i=1

(Yi − Ŷ )2 +
n

∑

i=1

(Ŷi − Ȳ )2

SSTO =SSE + SSR (1.3)

SSE je neobjax�eno odstupa�e (potiqe od modela), SSR objax�eno

odstupa�e a SSTO ukupno odstupa�e. U matriqnom obliku se odstu-

pa�a mogu predstaviti na slede�i naqin:

SSTO = Y T (I − J

n
)Y,

SSE = Y T (I −H)Y

SSR = Y T (H − J

n
)Y,
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Poglav	e 1. Linearni modeli

gde je matria J n × n matria sa svim jediniama. Prilikom dokaza

razlaga�a (1.3) korix�ena je slede�a lema.

Lema 1.3.1. Neka su {ei} reziduali linearnog modela. Tada je

n
∑

i=1

ei = 0.

Proof. Pretpostavimo da je

∑n
i=1 ei = cn 6= 0. Tada je

n
∑

i=1

e2i =

n
∑

i=1

(ei − c+ c)2 =

n
∑

i=1

(ei − c)2 + nc2 + 2c

n
∑

i=1

(ei − c) ≥
n

∑

i=1

(ei − c)2

=

n
∑

i=1

(Yi − (1, xT
i )β̂ − c)2.

Odavde zak	uqujemo da vektor β̂ ne minimizira sumu kvadrata odstu-

pa�a xto je suprotno pretpostavi, pa c mora biti 0.

Iz metodoloxkih razloga prikaza�emo jox jedan naqin da se ovo

poka�e. Primetimo da su reziduali ortogonalni na prostor generisan

sa X .

eTX = Y T (I −H)X = Y T (X −HTX) = 0

Kako je prvi red matrie XT
vektor jedinia, sledi tvrÆe�e leme.

Iz formule (1.3) je prirodno da o kvalitetu modela govorimo na

osnovu koliqine objax�enih odstupa�a modelom odnosno da posmatramo

koefiijent determinaije R2 = SSR
SSTO

= 1 − SSE
SSTO

. Vidimo da je 0 ≤
R2 ≤ 1. U praksi je potrebno da je R2

bar 0.62. Sa R =
√
R2

je definisan

vixestruki koefiijent korelaije. Primetimo da kad imamo samo

jedan prediktor onda je R = |ρxy|.
Da	e, va�i da je R(I − J

n
) = n− 1, kao i R(I −H) = n− p− 1 jer je

R(I −H) = tr(I −H) = n− p− 1.

S obzirom na to, da koefiijent determinaije uvek raste sa po-

rastom broja prediktora ponekad se umesto �ega koristi �egova mod-

ifikaija koja uzima u obzir nepristrasne oene odgovaraju�ih gre-

xaka,definisana sa

R2
A = 1−

SSE
n−p−1

SSTO
n−1

.
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U praksi je prime�eno da u sluqaju malih uzoraka vrednosti R2
mogu

biti velike qak i kad model nije dovo	no kvaliteta. Za razliku od R2
,

R2
A mo�e biti negativan.

R(X) ne mora biti jednak bax p+1. Na primer merimo temperaturu
u ezijusima i farehajtima, ili bele�imo broj poena na predispitnim

obavezama, na ispitu, i ukupan broj poena. Mo�e se desiti i da je broj

promen	ivih ve�i ili jednak od broja obzervaija. Ako je p+1 = n radi

se o saturiranom modelu, dok ako je p > n− 1 ka�emo da je modej super-
saturiran. U ovom sluqaju, keofiijenti modela se ne mogu jedinstveno

odrediti.

Najbo	e je obratiti pa��u u preliminarnoj analizi i ukloniti

promen	ive koje isu neophodne.

Ako jeX ortogonalna matria onda se oena za β poklapa sa vektorom
koji bi se dobio kada bismo posmatrali p + 1 odgovaraju�ih prostih

linearnih regresija.

Vratimo se sada osobinama oene koefiijenata modela metodom na-

jma�ih kvadrata.

Posledia 1.3.1. Ukoliko tr((XTX)−1) → 0, kad n → ∞ β̂ je postojana

oena parametra β.

Va�na osobina oene metodom najma�ih kvadrata je sadr�ana u

slede�oj teoremi.

Teorema 1.3.1. Neka je β̂ oena metodom najma�ih kvadrata i β̃ =
AY neka druga linearna nepristrasna oena za β. Tada je matria

Cov(β̃|X)− Cov(β̂|X) pozitivno definitna.

Proof.

E(β̂|X) = (XTX)−1XTE(Y |X) = (XTX)−1XTXβ = β

Cov(β̂|X) = (XTX)−1XTσ2IX(XTX)−1 = (XTX)−1σ2

Neka je B = (XTX)−1XT
i neka je A = B+C. Iz uslova nepristrasnosti

je E(β̃|X) = AXβ = β. Odnosno I = AX = (B + C)X. Kako je BX = I
zak	uqujemo da je CX = 0.
Da	e je

Cov(β̃|X) = AD(Y |X)AT = (B + C)(BT + CT )σ2 = Cov(β̂|X) +BCT + CBT + CCT .
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Kako je

CBT = CX(XTX)−1 = 0

BCT = (XTX)−1XTCT = (XTX)−1(CX)T = 0

sledi tvrÆe�e.

Pretpostavimo da je i	 da oenimo neku linearnu kombinaiju

parametara modela ili vixe takvih linearnih kombinaija, odnosno da

oenimo lTβ u prvom sluqaju, odnosno (LTβ) u drugom sluqaju. Zadr�imo

se za trenutak na prvom sluqaju. Drugi je analogan. Pretpostavimo da

postoji nepristrasna linearna oena (cY ) oena za lTβ. Tada se od svih
takvih oena oena sa najma�om disperzijom naziva najbo	a linearna

nepristrasna oena i oznaqava sa BLUE (Best Linear unbiased estimate).
Sliqno kao prethodna teorema se pokazuju i slede�e teoreme. Prva

govori o oeni linearne funkije parametara modela (lTβ) a druga o

oeni vixe linearnih funkija parametara modela (LTβ).

Teorema 1.3.2 (Gaus-Markov). lT β̂ je BLUE za lTβ.

Teorema 1.3.3 (Gaus-Markov). LT β̂ je BLUE za LTβ.

1.4 Statistiqko zak	uqiva�e u Gausovom

modelu

U ovom poglav	u pretpostavi�emo da grexke modela predstav	aju

Gausov xum, odnosno da ε ∼ N (0, σ2I).

1.4.1 Testira�e linearne hipoteze

�elimo da testiramo nultu hipotezu H0 : Cβ = γ, gde je C m× (p+ 1)
matria. Na primer, ukoliko �elimo da testiramo nultu hopotezu da

nema utiaja slobodnog qlana uze�emo da je C = (1, 0, ...., 0) i γ = 0. Ili,
ukoliko �elimo da testiramo nultu hipotezu da nijedan prediktor nema

utiaja na Y , C = (0, Ip) i γ = 0.
Za testira�e naxe nulte hipoteze koristi�emo test koliqnika vero-

dostojnosti.
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1.4.2 Metod maksimalne verodostojnosti

Pretpostavimo da ε ima N(0, σ2In) raspodelu. Tada je funkija vero-

dostojnosti

L(β, σ2) =
1

(2πσ2)
n
2

e−
(Y −βX)T (Y −βX)

2σ2 .

Odavde vidimo da se oena metodom maksimalne verodostojnosti za

β poklapa sa oenom metodom najma�ih kvadrata, odnosno β̂ =
(XTX)−1XTY . Sliqno, oena za σ2

je

σ̂2 =
1

n
(Y − β̂X)T (Y − β̂X)

U prethodnom ode	ku videli smo da ova oena nije nepristrasna oena

za σ2.
Maksimalna vrednost funkije verodostojnosti je tada

L(β̂, σ̂2) =
1

(2πσ̂2)
n
2

e−
1
2n ∼ σ̂−n

Kako je β̂ linearna transformaija sluqajnog vektora sa normalnom

raspodelom, zak	uqujemo da

β̂ ∼ N(β, (XTX)−1σ2).

Da bismo primenili test koliqnika verodostojnosti neophodno je da

naÆemo oenu parametara uz uslov Cβ = γ. Sliqno kao u postavi

problema malopre, ovo je ekvivalentno sa tra�e�em minimuma S(β) =
(Y−Xβ)T (Y−Xβ)

n
uz uslov Cβ − γ = 0 (zato xto u uslovu ne figurixe σ2

).

Lagran�ova funkija za rexava�e ovog ekstremalnog problema je

L(β, a) = (Y − βX)T (Y − βX)− aT (Cβ − γ).

Sistem normlnih jednaqina qije rexe�e tra�imo je

∂

∂β
L(β, a) = −2XTY + 2XTXβ − CTa = 0

∂

∂a
L(β, a) = γ − Cβ = 0.
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Dobija se da je

β̂0 = β̂ + (XXT )−1CT [C(XXT )−1CT ]−1(γ − Cβ̂)

σ̂2
0 =

(Y −Xβ̂0)
T (Y −Xβ̂0)

n

=
1

n

(

(Y −Xβ̂)T (Y −Xβ̂) + (Cβ̂ − γ)T [C(XTX)−1CT ]−1(Cβ̂ − γ)
)

Maksimalna vrednost funkije verodostojnosti u ovom sluqaju je

L(β̂0, σ̂2
0) ∼ σ̂−n

0

Pretpostavimo da je H1 : βX 6= γ. Tada je koliqnik verodostojnosti

λ =
max
H1

L(β, σ2)

max
H0

L(β, σ2)
=

L(β̂, σ̂2)

L(β̂0, σ̂
2
0)

=
( σ̂2

0

σ̂2

)
n
2

=
(

1 +
(Cβ̂ − γ)T [C(XTX)−1CT ]−1(Cβ̂ − γ)

eT e

)
n
2

Kritiqna oblast za testira�e je W = {λ > c}.
Pretpostavka o normalnom modelu je jako va�na za korix�e�e testa

koliqnika verodstojnosti jer se test statistika mo�e prikazati u

pogodnom obliku kao koliqnik dve nezavisne statistike sa χ2
raspode-

lama, odnosno u funkiji od statistike koja, pod nultom hipotezom, ima

Fixerovu raspodelu.

Jasno je da β̂ = (XTX)−1XY ima normalnu N(β, σ2(XTX)−1). Na

osnovu toga imamo da

Cβ̂ − γ ∼ Nm(Cβ − γ, σ2C(XTX)−1CT ).

Odavde, ukoliko va�i H0 zak	uqujemo da

Q = (Cβ̂ − γ)T [C(XTX)−1CT ]−1(Cβ̂ − γ) ∼ σ2χ2
m.

Primetimo da se, ukoliko va�i H0, Q mo�e prikazati u obliku

Q = (Cβ̂ − Cβ)T [C(XTX)−1CT ]−1(Cβ̂ − Cβ)

= (C(XTX)−1XT ε)T [C(XTX)−1CT ]−1C(XTX)−1XT ε

= εTX(XTX)−1CT [C(XTX)−1CT ]−1C(XTX)−1XT ε

= εTPε,
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gde je P = X(XTX)−1CT [C(XTX)−1CT ]−1C(XTX)−1XT .
Da	e, primenom Kohranove teoreme dobijamo da

eT e = SSE = εTMε ∼ σ2χ2
n−p−1

Da bismo naxli raspodelu test statistike potrebno je jox da

poka�emo da je PM = 0 i primenimo teoremu 0.4.3. Iz jednakosti

XTM = 0 dobijamo PM = 0 i zak	uqujemo da su brojila i imeila u

test statistii nezavisne sluqajne veliqine pa

Q
m
eT e

n−p−1

∼ Fm,n−p−1. (1.4)

Sada je mogu�e primeniti test koliqnika verodostojnosti.

Primer 1.4.1. Pretpostavimo da testiramo nultu hipotezu H0 :
β1 = β2 = · · ·βp = 0 protiv komplementarne hipoteze. Tada je

L(β̂0, σ̂
2
0) ∼

(SSTO

n

)−n
2
.

Odavde, je

λ =
(SSTO

SSE

)n
2
=

(

1 +
SSR

SSE

)n
2
.

Primenom Kohranove teoreme, ili teoreme (0.4.3) dobija se da

SSR
p

SSE
n−p−1

∼ Fp,n−p−1.

Primer 1.4.2. U sluqaju da �elimo da testiramo hipotezu da je βk =
0 ve� smo videli kako da odaberemo matriu C. Tada

Q
eT eT

n−p−1

∼ F1,n−p−1.

U ovom posebnom sluqaju ovaj test sa Studentovom test statis-

tikom koju �emo predstaviti u narednom poglav	u.
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