
Diferencijalne forme u Rn

1.1 Diferencijalne 1-forme

U ovom paragrafu uvodimo algebarski objekat - diferencijalne forme, koji �e se
ispostaviti da uopxtava (i olakxava) rad sa n-integralom, (za one koji se plaxe ve�ih
dimenzija dvostruki i trostruki) i omogu�ava nam da na prirodan naqin definixemo
povrxinski i krivolinijski integral (a za one koji vole da znaju vixe - integraciju
na mnogostrukostima).

Primer 1.1.1. Neka je f : Rn → R glatka funkcija tada je:

df(x) =
∂f

∂x1
(x) dx1 + ...+

∂f

∂xn
(x) dxn

Odnosno ako pogledamo malo pa�	ivije mi u svakoj taqki domena imamo jedan li-
nearan funkcional iz Rn u R. Xto znaqi da ima smisla i razmatrati preslikava�e
iz Rn u L(Rn,R) koje nije diferencijal neke funkcije, ali kako su oba prostora nor-
mirana i vektorska, mo�emo zahtevati izvesnu glatkost.

Definicija 1.1.1. Neka je U ⊂ Rn otvoren skup. Skup diferencijalnih 0-formi u
oznaci Ω0(U) je skup svih glatkih funkcija C∞(U) na U .

Definicija 1.1.2. Neka je U ⊂ Rn otvoren skup. Diferencijalna 1-forma je presli-
kava�e α : U → L(Rn,R) zadato sa:

α(x) = P1(x)dx1 + ...+ Pn(x)dxn

gde su P1, ..., Pn glatke funkcije (ili funkcije klase bar C1(U)). Skup svih 1-formi
na U oznaqavamo sa Ω1(U).

Napomena 1.1.1. Kao xto smo naglasili, ne mora svaka 1-forma biti diferencijal
neke funkcije, forme koje pak to ispu�avaju su taqne forme. Odnosno diferencijal
funkcije nam definise presliakva�e:

d : Ω0(U)→ Ω1(U)

Koje nije "na" xto �emo uskoro i videti.

Zadatak 1. Ispitati da li su slede� 1-forme taqne:

1) α(x, y) = ydx− xdy

2) α(x, y) = xdx+ ydy

3) α(x, y) = dx
x2+1

+ dy√
y2+1
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Rexe�e. 1) Pretpostavimo da je forma taqna, tj. da postoji funkcija f takva da je
df = α. Odatle dobijamo:

∂f

∂x
= y (1) i

∂f

∂y
= −x (2)

Iz (1) dobijamo da je f(x, y) = xy+ g(x) za neku funkciju g : R→ R. Diferenci-
ra�em funkcije f po y dobijamo da je

∂f

∂y
= x

xto nam daje kontradikciju sa (2).

2) Istim razmatra�em kao u prvom delu dobijamo jednostavan sistem parcijalnih
jednaqina:

∂f

∂x
= x (1) i

∂f

∂y
= y (2)

Iz (1) dobijamo da je f(x, y) = x2

2
+ g(y), a potom diferencira�em po y dobijamo:

g′(y) =
∂f

y
(x, y) = y ⇒ g(y) =

y2

2
+ C, C ∈ R

Odnosno za bilo koju od funkcija:

f(x, y) =
x2 + y2

2
+ C

va�i da je df = α tj. α jeste taqna forma.

3) Analogno kao u drugom zadatku se dobije da je α diferencijal funkcije:

f(x, y) = arctg(x) + ln(y +
√
y2 + 1)

Jox uvek mo�da nije sasvim jasno kakve diferencijalne forme imaju veze sa inte-
gracijom. Ako posmatramo 1-formu na R name�e se slede�a definicija.

Definicija 1.1.3. Neka je I = [a, b] i neka je α ∈ Ω1(R), tj. α(x) = f(x)dx∫
I

α :=

∫ b

a

f(x)dx
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1.2 Spo	ax�i proizvod i k-forme

Kada su definisane 1-forme, �elimo da definixemo i 2-forme, 3-forme .... i
k-forme. Za poqetak �elimo da uvedemo spo	ax�e mno�e�e baznih elemenata (ne
zaboravimo diferencijalna forma je u svakoj taqki element L(Rn,R) qija je baza
{dx1, ..., dxn}).

Definicija 1.2.1. Neka su dxi i dxj , i, j ∈ {1, ..., n} elementi baze za L(Rn,R) .
Tada je spo	asj�i proizvod dxi sa dxj:

dxi ∧ dxj(ξ, η) :=

∣∣∣∣ξi ξj
ηi ηj

∣∣∣∣ .
Opxtije, neka su dxi1 , ..., dxik ∈ L(Rn,R). Tada je

dxi1 ∧ .... ∧ dxik(ξ1, ..., ξk) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ1i1 ξ1i2 ξ1i3 . . . ξ1ik
ξ2i1 ξ2i2 ξ2i3 . . . ξ2ik
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξki1 ξki2 ξki3 . . . ξkik

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ono xto mo�emo da primetimo je da iz linearnosti determinante po vrstama imamo

da je dxi1 ∧ .... ∧ dxik k-linearno preslikava�e. Kako je determinanta antisimetriqna
odnosno zamenom mesta dve susedne vrste se me�a znak, imamo da je i nax funkcional
antisimetriqan.

Primer 1.2.1. dx ∧ dx = 0

Skup svih antisimetriqnih k-linearnih funkcionalna se oznaqava sa
∧k(Rn).

To je vektorski prostor nad R sa bazom {dxi1 ∧ ... ∧ dxik |1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n} a odatle

sledi da je dimenzije

(
n
k

)
Definicija 1.2.2. Neka je U ⊂ Rn otvoren skup. Diferencijalna k-forma je glatko
preslikava�e α : U →

∧k(Rn), tj.

α(x) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

Pi1...ik(x)dxi1 ∧ ... ∧ dxik .

gde su Pi1...ik glatke funkcije. Skup svih k-formi oznaqavamo sa Ωk(U)

Napomena 1.2.1. Neka je U ⊂ Rn tada je Ωk(U) = 0, ovo sledi iz qi�enice da je
determinanta koja ima dve iste vrste (ili kolone) mora biti nula. Naime kako je
m > n svaki bazni element je oblika dxi1 ∧ · · · ∧ dxim pa onda me�u brojevima i1, ..., im
mora biti jednakih.

Kako je spo	ax�i proizvod definisan na bazi on mo�e po linearnosti da se pro-
du�i na ceo prostor. Analogno mo�emo definisati spo	ax�i (klinasti) proizvod
dva bazna funkcionala iz

∧k(Rn) i
∧l(Rn):

(dxi1 ∧ ... ∧ dxik) ∧ (dxj1 ∧ ... ∧ dxjl) := dxi1 ∧ ... ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ ... ∧ dxjl
A time imamo i dobro definisan proizvod izme�u proizvo	ne dve forme:
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Definicija 1.2.3. Neka su α ∈ Ωk(U) i β ∈ Ωl(U). Klinasti (spo	ax�i) proizvod
∧ : Ωk(U)× Ωk(U)→ Ωk+l(U) je:

(α∧β)(x) :=

( ∑
1≤i1<···<ik≤n

Pi1...ik(x)dxi1 ∧ ... ∧ dxik

)
∧

( ∑
1≤j1<···<jl≤n

Qj1...jl(x)dxj1 ∧ ... ∧ dxjl

)
Lema 1.2.1. Neka su α ∈ Ωk(U) i β ∈ Ωl(U). Tada je:

α ∧ β = (−1)klβ ∧ α
Definiximo sada nexto vrlo prirodno, naime primetimo da su sve n-forme na

U ⊂ Rn oblika α = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Integral forme α po ordan-mer	ivom skupu
D ⊂ U je: ∫

D

α :=

∫
D

f(x)dx1 · · · dxn

Zadatak 2. Izraqunati (xdx+ ydy) ∧ (ydx+ xdy)

Rexe�e.

(xdx+ ydy) ∧ (ydx+ xdy) = xydx ∧ dy + y2dy ∧ dx+ x2dx ∧ dy + xydy ∧ dy
= (x2 − y2)dx ∧ dy

Zadatak 3. Neka je α ∈ Ω1(U) 1-forma. Pokazati da va�i:

α ∧ α = 0

Rexe�e. α =
∑n

i=1 Pidxi

α ∧ α = (
n∑

i=1

Pidxi) ∧ (
n∑

j=1

Pjdxj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

PiPjdxi ∧ dxj

=
∑

1≤i<j≤n

(PiPj − PjPi)dxi ∧ dxj = 0

Postav	a se pita�e da li �e α ∧ α = 0 za proizvo	nu k-formu α.

Zadatak 4. Neka je α = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2 2-forma na R4. Izraqunati α ∧ α.
Rexe�e.

α ∧ α = (dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2) ∧ (dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2)
= dx1 ∧ dy1 ∧ dx1 ∧ dy1 + dx1 ∧ dy1 ∧ dx2 ∧ dy2+
+ dx2 ∧ dy2 ∧ dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2 ∧ dx2 ∧ dy2
(1)
= dx1 ∧ dy1 ∧ dx2 ∧ dy2 + dx2 ∧ dy2 ∧ dx1 ∧ dy1
= 2dx1 ∧ dy1 ∧ dx2 ∧ dy2

Jednakost (1) va�i jer je dx1 ∧ dy1 ∧ dx1 ∧ dy1 = dx2 ∧ dy2 ∧ dx2 ∧ dy2 = 0 zbog antisime-
triqnosti.
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1.3 Spo	ax�i diferencijal

Poznato nam je od ranije da za neprekidno diferencijabilne funkcije va�i slede�a
formula: ∫ b

a

df(x) = f |ba (1)

�elimo da uopxtimo tu formulu na vixe dimenzija, ali za to nam je potrebno
da vidimo koje objekte integralimo (diferencijalne forme) i po qemo integralimo
(otvoreni skupovi u Rn i �ihove granice koji su "povrxi"u vixe dimenzija. Za poc-
hetak treba da uopxtimo diferencijal iz Napomene 1.1 koji je za sada definisan na
funkcijama i koji oqigledno uqestvuje u formuli (1), pa je za oqekivati da uqestvuje
i u �enom uopxte�u.

Definicija 1.3.1. Neka je α ∈ Ωk(U) k-forma. Spo	ax�i diferencijal je preslika-
va�e d : Ωk(U)→ Ωk+1(U) definisano sa:

dα =
∑

1≤i1<···<ik≤n

dPi1...ik(x) ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik

gde je α =
∑

1≤i1<···<ik≤n Pi1...ik(x)dxi1 ∧ ... ∧ dxik .

Jasno je da za k = 0 se uklapa u dosadax�i pojam diferencijala, on ima odre�ena
svojstva koja izdvajamo slede�im tvr�e�em.

Tvr�e�e 1.3.1. Neka su α1, α2, α ∈ Ωk(U) i β ∈ Ωl(U) proizvno	ne forme. Tada va�i:

1) d(λ1α1 + λ2α2) = λ1dα1 + λ2dα2 , λ1, λ2 ∈ R

2) d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ (Lajbnicovo pravilo)

3) d(dα) = 0

Zadatak 5. Neka je α = Pdx+Qdy +Rdz. Izraqunati dα.

Rexe�e.

dα = d(Pdx+Qdy +Rdz) = dP ∧ dx+ dQ ∧ dy + dR ∧ dz
= P ′ydy ∧ dx+ P ′zdz ∧ dx+Q′xdx ∧ dy +Q′zdz ∧ dx+R′xdx ∧ dz +R′ydy ∧ dz
= (R′y −Q′z)dy ∧ dz + (P ′z −R′x)dz ∧ dx+ (Q′x − P ′y)dx ∧ dy

Uporedimo ovaj rezultat sa jezikom Vektorskih po	a, da se podsetimo, vektorsko
po	e je funkcija F : U → R3 klase bar C1(U), gde je U ⊂ R3, F = (P,Q,R).
Za vektorska po	a u R3 imamo definisane operatore rot koji vektorskom po	u dode	uje
novo vektorsko po	e i to na sledei naqin:
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rotF =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ = (R′y −Q′z, P ′z −R′x, Q′x − P ′y)

Naime, svakom vektorskom po	u F = (P,Q,R) mo�emo da pridru�imo 1-formu α =
Pdx+Qdy+Rdz (i na analogan naqin svakoj 1-formi mo�emo da pridru�imo vektor-
sko po	e), isto to va�i i za 2-forme (primetimo da je to iz razloga xto je prostor an-

tisimetriqnih bilinearnih presliva�a dimenzije

(
3
2

)
= 3, prostor svih linearnih

funkcionala na R3 je tako�e dimenzije 3, a 1-forme i 2-forme su glatka preslikava�a
u pomenute prostore, dok je vektorsko po	e glatko preslikava�e u R3 xto nam sada
razjax�ava pomenute izomorfizme vektorskih prostora funkcija i diferencijalnih
formi). Tako da ako oznaqimo αF 1-formu pridru�enu vektorskom po	u imamo da je:

dαF = αrotF

Sliqno, 0-forme su i definisane kao funkcije i va�i:

df = αgradf

Zadatak 6. Neka je α = Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy. Izraqunati dα.

Rexe�e.

dα = d(Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy)

= dP ∧ dy ∧ dz + dQ ∧ dz ∧ dx+ dR ∧ dx ∧ dy
= (P ′x +Q′y +R′z)dx ∧ dy ∧ dz

Ako se osvrnemo opet na jezik vektorskih po	a, gde imamo operator div, koji vek-
torskom po	u F dodeli funkciju divF na slede�i naqin:

div(P,Q,R) = P ′x +Q′y +R′z

Neka je αF = Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy 2-forma pridru�ena vektorskom po	u F ,
iz prethodnog zadatka vidimo da va�i:

dαF = divFdx ∧ dy ∧ dz

Zadatak 7. Na�i spo	ax�i izvod diferencijalne forme

α = ex+y(sinx+ cosx)dx+ ex+y sinxdy
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Rexe�e.

d(ex+y(sinx+ cosx)dx+ ex+y sinxdy) =

= d(ex+y(sinx+ cosx)dx) + d(ex+y sinxdy)

= (ex+y cosxdx+ ex+y(sinx+ cosx)dy) ∧ dx+

+ (ex+y(sinx+ cosx)dx+ ex+y sinxdy) ∧ dy
= ex+y(sinx+ cosx)dy ∧ dx+ ex+y(sinx+ cosx)dx ∧ dy
= −ex+y(sinx+ cosx)dx ∧ dy + ex+y(sinx+ cosx)dx ∧ dy = 0

Forma iz prethodnog zadatka ispu�ava uslov dα = 0, takve forme se nazivaju za-
tvorene. Sliqno kao za 1-forme, za k-formu β ka�emo da je taqna ako postoji k-1
forma α tdj. dα = β. Iz svojstva d(dα) = 0 spo	ax�eg diferencija vidimo da je svaka
taqna forma zatvorena, za 1-forme va�i znamo nexto vixe ukoliko je skup U dovo	no
lep.

Tvr�e�e 1.3.2. Neka je U ⊂ Rn prosto-povezana oblast, tada je svaka zatvorena
1-forma taqna.

Prosto povezanu oblast u ravni zamislimo bar za sada kao skup koji nema rupe
(prsten nije prosto-povezan dok disk i ravan jesu).

1.4 Povlaqe�e forme (pullback forme)

Kada smo radili vixestruke integrale smena promen	ive nam je bila od velikog
znaqaja. Sada �elimo da vidimo kako mo�emo formu sa jednog skupa pomo�u nekog
presliva�a da prebacimo na drugi. Kada to uvedemo, teorema o smeni promen	ive
zapisati mnogo elegantnije.

Neka je U ⊂ Rn i ϕ : U → Rm C1 preslikava�e (razliqitost dimenzije domena i
kodomena nije grexka!). Razmotrimo prvo da li je prirodno da formu poxa	emo sa U
u Rm ili da je povuqemo iz kodomena na domen (naravno odgovor je ve� jasan iz naslova
lekcije ali dajmo i neko smislenije obrazloe�e).

Pogledajmo jednostavan primer, konstantnu diferencijalnu formu dx1 na U u xta
bi se ona slikala pomo�u ϕ ? Mnogo bi bilo smislenije da formi dy1 iz kodomena
dodelimo dϕ1 gde je ϕ1 projekcija preslikava�a ϕ na prvu koordinatu, i time zaista
dobijamo 1-formu na U koja zavisi od ϕ!

Definicija 1.4.1. Neka je U ⊂ Rn i ϕ : U → Rm C1 preslikava�e i
α =

∑
1≤i1<···<ik≤m Pi1···ik(y)dyi1 ∧ · · · ∧ dyik k-forma. Tada je pullback forme α preslika-

va�em ϕ u oznaci ϕ∗α:

ϕ∗α =
∑

1≤i1<···<ik≤m

Pi1···ik ◦ ϕ(x)d(πi1 ◦ ϕ) ∧ · · · ∧ d(πik ◦ ϕ)
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Odnosno imamo preslikava�e ϕ∗ : Ωk(ϕ(U)) → Ωk(U), pre nego xto vidimo neka
svojstva uradimo neki primer.

Zadatak 8. Neka je f : R→ R C1 funkcija. Izraqunati f ∗dy

Rexe�e.
f ∗dy = 1 ◦ f(x)df(x) = f ′(x)dx

Dobili smo prvi izvod funkcije koji se u Rimanovom integralu pojav	uje pri smeni
promen	ive i to nije sluqajno!

Zadatak 9. Neka je f(x) =
√
x− 1 funkcija i α = 2ydy

y2+1
1-forma na R. Izraqunati

f ∗α.

Rexe�e.

f ∗α(x) =
2
√
x− 1

√
x− 1

2
+ 1

d(
√
x− 1) =

2
√
x− 1

x− 1 + 1

1

2
√
x− 1

dx =
dx

x

Primetimo da je ovo bilo zapravo uvo�e�e smene x = y2 + 1 u integralu∫
2ydy

y2 + 1

Zadatak 10 (Polarne koordinate). Neka je f(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) preslikava�e iz
R+ × (0, 2π) u R2 \ {0} × [0,+∞). Izraqunati f ∗(dx ∧ dy)

Rexe�e.

f ∗(dx ∧ dy) = d(r cos θ) ∧ d(r sin θ)

= (cos θdr − r sin θdθ) ∧ (sin θdr + r cos θdθ)

= r cos2 θdr ∧ dθ − r sin2 θdθ ∧ dr
= r(cos2 θ + sin2 θ)dr ∧ dθ = rdr ∧ dθ

Zadatak 11. Neka je ϕ : U → ϕ(U), U , ϕ(U) ⊂ R2 ϕ(x, y) = (ϕ1(x, y), ϕ2(x, y)) difeo-
morfizam. Izraqunati ϕ∗(ds ∧ dt)

Rexe�e.

ϕ∗(ds ∧ dt) = (dϕ1) ∧ (dϕ2)

= (ϕ′1xdx+ ϕ′1ydy) ∧ (ϕ′2xdx+ ϕ′2ydy)

= ϕ′1xϕ
′
2ydx ∧ dy + ϕ′1yϕ

′
2xdy ∧ dx

= (ϕ′1xϕ
′
2y − ϕ

′
1yϕ

′
2x)dx ∧ dy = det(Jϕ) dx ∧ dy
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Odnosno dobili smo da se pri pullback-u standardne forme orijentacije u ravni
(ds ∧ dt) pri difeomorfizmu pojav	uje Jakobijan koji bax uqestvuje u smeni promen-
	ive kod dvostrukog integrala!

Va�i i vixe, xto mo�e da se izvuqe kao posledica svojstava pullback-a:

Tvr�e�e 1.4.1. Neka je U ⊂ Rn, V ⊂ Rm i ϕ : U → V. Tada za proizvo	ne forme
α1, α2, α ∈ Ωk(U) i β ∈ Ωl(U) va�i:

1) ϕ∗(λ1α1 + λ2α2) = λ1ϕ
∗α1 + λ2ϕ

∗α2 , λ1, λ2 ∈ R

2) ϕ∗(dα) = d(ϕ∗α)

3) ϕ∗(α ∧ β) = (ϕ∗α) ∧ (ϕ∗β)

4) ϕ∗α(x)(ξ1, ..., ξk) = α ◦ ϕ(x)(Dϕ(x)ξ1, ..., Dϕ(x)ξk)

5) (ϕ ◦ ψ)∗α = ψ∗ ◦ ϕ∗α

Iz svojstva 4) prethodnog tvr�e�a, ukoliko posmatramo U ⊂ Rn, V ⊂ Rn i formu
α = f(y)dy1 ∧ · · · ∧ dyn va�i:

ϕ∗α = f(ϕ(x))det(Jϕ(x)) dx1 ∧ · · · ∧ dxn

I onda imamo, ukoliko je ϕ difeomorfizam koji quva orijentaciju:∫
ϕ(U)

α =

∫
ϕ(U)

f(y)dy1 · · · dyn =

∫
U
f(ϕ(x))det(Jϕ(x))dx1 · · · dxn =

∫
U
ϕ∗α
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