0.1 V¥YBoagy Kypc

" FEssentially, all models are wrong, but some are useful”
George E.P. Box

Kako ce mpovenoM jejHe uji BUIE €HE3aBUCHUX CJIyYajHUX HPOMEH-
JIIMBUX MeHa BPEIHOCT 3aBHCHe cjaydajHe BeqmumHe!  Kako ojapemauTn
aHAJUTHIKO-MaTeMaTHIKu 00JIUK ojroBapajyhe Bese? Oarosop Ha oBa, Kao
U Ha HH3 JPYyIUX MHUTama Jaje HaMm ynpaBo perpecuja. OBaj kypc Omhe
nocsehen sinneaproj perpecuju. Ieje Koje ce oBe KOpUCTe MOT'Y MOCTY ZKUTH
U NPUJINKOM aHAJU3UPAha JIPYTUX TUTIOBA Perpecuje.

[IpBu 3amucu o0 MeTOAM HajMAmUX KBaJpara Mory ce Hahm y pajgoBuMa
Jlexxannpa n [ayca, mouerkom 19. Beka. OHE cy 0Baj MeTOJ KOPHCTILIH
3a ojpehuBame opbura Hebeckux Tema oko Cymma. Ca pedjy ”perpecuja’
MarTemMarudapu cy ce upsu 1yt cycpeaun y pajgy @. lajnrona , Regression
toward mediocrity in hereditary stature w3 1855. rommue. OH je gormao
JI0 3aKJ/bydKa Jla CHHOBU BEOMa BHCOKHX OYeBa HHUCY TaKO BUCOKH. lako je
[ayiTon pasyior 3a TO IPOHAIIAO Yy T€HETHIH, OB IMPUMEP HHUIEPAO je
IpoydJaBame OBe TeMe O] CTpaHe CTATUCTHYapa M TAKO IOYHHHE Pa3BOj OBE
BeoMa 3HavajHe CTaTUCTHIKe 00JIaCTH.

Hedbununuja 0.1.1. Pezpecuja je 3a8uchocm jedne CAYUajHe NpoMerbAuGe
0d dpyee (uru suwe wux). Pezpecuonu modea je mamemamuury modes koju
onucyje my 3a8UCHOC.

Hedbunnnuja 0.1.2. Cayuajua seauvuna f(X) = E(Y|X) nasusa ce pe-
epecuona Pynryuja, npu wemy X moorce OUMU SUWEIUMEHIUOHA CAYUATHA
BENUNUHA.

Ciiesieha teopema omnpasiaBa 00K (DYHKIHje perpecuje.

Teopema 0.1.1.
E(Y - E(Y[X))* < BE(Y — g(X))?

sa ceary dynkuujy g(X), y3 npemnocmasky 0a nocmMoju MAMEMAMUYKO
oukesuarve Ha decho] cCmpany HejedHaKoCcmu.

Llokas. ]

Perpecnona ¢gpyHkuuja je npasa Junuja akko ciaydajuu sekrop (X, V)7
uMa, BUIIEIUMEH3MOHAJHA HOPMaJIHy pachojeny. Perpecuony npasBy uma
CMUCJTa KOHCTPYUCATH W KaJla 3HAMO Ja 3ajeJHHYKA paCIojesna Huje HOp-
MajHa. Tajga je To mpaBa Koja O/l CBUX IpaBHUX JIMHHja HAajOO/be OIHCYje
3aBucHOCT m3Mel)y Y n X y cMmucsy cpeiibeKBaIpaTHOT OJICTYHAbA.



Perpecnonn Momes ce MozKe MpeINAaBUTH Y OOJTUKY
Y = f(X) +¢,

IJle je € caydajHa MpOMehJINBa He3aBUCHA of X, Hajuemhe ca HOPMAJTHOM
N (0, 0?) pacnomenom.

YKOMKO U3 HIP. rpadudkor npukasa sapucaocru (X, Y') nmamo passora
na npernocraBumo n1a je f(X) = aX +b onna ce koebunujentu a, b oapehyjy
Tako ja ce muanmusupa E(Y — (aX + b))2.

Jlobuja ce na je

 EXY — EXEY
“= DX
b= EY — uEX,

ma ce KoeHUIUjeHTH a,b MOTry OINEHUTH METOJIOM 3aMeHe, OJTHOCHO

S XY —nXY S
52 sy
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YKOJINKO MPeTHocTaBuMO Ja X HHUje cJIydajHa MPOMeH/bIBA FOBOPUMO O
KOHIMPOAUCAHO] PELPECUIU.

Nmajyhu y muay camy jgedunuiujy perpecuone (yHKIMje, O/ caja Ia
HaJ/a/be MOZKEMO IPETIIOCTABUTH JIa Ce PaJii O KOHTPOJIUCAHO] Perpecuju.

Jla 1moHoBMMO, IVIAaBHU HAIl 33/IlaTaK Y OBOM KYpCY je Jia OJrOBOPUMO Ha
ciaeneha muTama.

Hexkonmko nurama Ha Koja hemo jaTu oJaroBop:

e KakBa je Be3a m3mehy paszamdauTux obdesezxkja’

e Kazna omepenumo 0OJMK MOZEIa KAKO J1a OHEHNMO HeroBe mapamerpe’
e Koju cy mozenu ” gonyctuBu” Uy KOM CMHCITY !

e Kako jia ucnuramMo KBaJuTeT Mojesaa’

Kako wusrie/a 1meo npornec buparma Mojena jjeMoHcTpupaheMo Ha HaBeje-
HOM IIPHUMepY.



ITpumep 0.1.1. V yunwy ucmpasicusara y x0joj mepu 6poj 603uAa HA NYMY
ymuue Ha Op3uny 603uAG CaKynbany cy nodayu o “eycmunu” eosuaa (6poj
aymomobusa y jednoj munt) u npoceuroj 6p3uHy aymomobua.

DENSITY SPEED

1 20.40 38.80
2 27.40 31.50
3 106.20 10.60
4 80.40 16.10
5 141.30 7.70
6 130.90 8.30
7 121.70 8.50
8 106.50 11.10
9 130.50 8.60
10 101.10 11.10
11 123.90 9.80
12 144.20 7.80
13 29.50 31.80
14 30.80 31.60
15 26.50 34.00
16 35.70 28.90
17 30.00 28.80
18 106.20 10.50
19 97.00 12.30
20 90.10 13.20
21 106.70 11.40
22 99.30 11.20
23 107.20 10.30
24 109.10 11.40

Estimate  Std. Error  t value Pr(>[t|)
(Intercept) 38.1295 1.2177 31.31 0.0000
E1.1$DENSITY -0.2425 0.0126 -19.22 0.0000
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Estimate  Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 6.3797 0.1028 62.09 0.0000
E1.1$DENSITY -0.0278 0.0011  -26.09 0.0000
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[IpBu KOpak je cBakako Ja rpaduvdKku IpeCcTaBUMO MOIATKe U T2 YOIIMO
HeKH OOJIUK 3aBUCHOCTH (AKO MOCTOjH).

Ca npBor rpagukra MOZKEMO 3aK/byduTH Ja ca nopehamem rycruse cao-
Opahaja onaja Op3mHa HWCTOr, IITO je CACBUM OYEKMBAH 3aK/bydak. Haj-
jeJIHOCTABHUJU MOJIE]I KOju OM MOorao Jia OIWIIe IOoJaTKe je JIMHeapHa Be3a,
OJTHOCHO Yy = aT + b + ¢, T7ie je y mpocevHa Op3WHA ayTOMOOUJIA & T TYCTHHA
cobpahaja. JacHo je ma y Mojes MOpamo Ja yK/byduMo u Heku "tmym” (g)
Koju O omnpaBJao TO IITO Tadyke Ha rpaduKy HHUCY cBe KojmHeapHe. Heke
npupo/iHe ocobuHe Koje Taj mrym Tpeba ja 3a/J0BO/baBa je Ja je 'MaJiu’, J1a
je "uentpupan”’ OKO HyJe, Ja He 3aBucu oj x u y nura. [lym 3anpaBo npej-
CTaBJba I'PEIKY MOJIETA.

Jeman oy HAjOoOMyJTapHUjUX, HAjjeTHOCTABHUJUX W CIO0DOTHO MOYKEMO
pehu ocHOBHMX MeTO/a 3a OIEHY lapaMerapa MOJejia je MeTOJ HajMaH-
jux kBajpara. Ueja je jia mapamerpe ONEHUMO OHUM BPEJIHOCTHMA KOjU
MUHUMU3UPA]Y CYMY KBaJPATHUX OJCTYIamba OleHmeHe O/l IpaBe BPETHOCTH,

OTHOCHO
S=>"e;=> (yi — (az; +1))*.
=1

i=1

Jlobujamo j1a cy TpazxKeH:u a U b

2y —nxy (v =) (v — )

Z?:l a:f —nz? Z:‘l:l(xi — )

b=1y—ax.

Q>
|

[TpuMeTHMO Ja MOJA3HA MOJEJ MOYKEMO HAIUCATH Y MEeHTPUPAHOM 00-
muky y; = a(x; — =)+ b+ ax + . UcnoctaBiba ce J1a je oBaj OOJIUK MOTNOIHE]U
3a MpOrHo3upame jep §; = a(r; — ) + .

Jou je BaxkHO ja ce upumeru ga je y . & = 0.

Y (0.1.1) jenqnaunne npaBux Koje ce 100Ujajy y MPBOM, OJHOCHO JAPYrOM

mozeny cy y = —0.24x + 38.13, oxnocuo y = —0.028z + 6.38.

Kaya je Moziest 106ap oJicTynama OnembeHnX BPEJIHOCTH O/ IPABUX (pe3u/i-
yaam) cy Majgu. 3arTo je HPUPOIHO 3a Mepy KBAJHTETa MOJeNa Y3eTH, 34
novaTak, » i, £7. [ylaBHu 1IpOGIeM ca OBOM MEpOM OJCTYIAA je 3aTO IITO
OHa, 3aBUCHU O] jeJINHUIE. 3aTO NeMO MCKOPUCTH CJIAUYHY Uejy Kao 3a YBO/I-
jeme KoeduiujenTa Kopeaimje.



n

SSTO = (i =9 =Y (i — i+ 9 — )’
=1

i=1

= Z(?Jz — )" + Z(@)Z —9)>=SSE + SSR
i=1 i—1

SSR je onctyname Koje je 0OjalTibeHO MOJETOM. 3aTO YBOIUMO Koedhu-
yujernm demepmunayuje R? Kao Mepy KBaJuTeTa MOJEJIA.

SSE
SSTO

JacHo je na ako 6meMo mmasn nepdeKTan MoaesT onga ou R? = 1.

VY mpumepy 0.1.1 3a npsu Mozen ce nobuja ga je R? = 0.94 10k je 3a
npyru mozen R? = 0.98.

Moze ce mokazaru Ja je R = |pg,|.

Hanomena: ne Tpeba ysek (camo) xopuctutu R? Kao Mepy Kpajurera
Mozena. O Tome he OuTH BHIle pedn y OCTATKy Kypca.

R*=1-

0.2 OcHOBHU II0jMOBU U3 JIMHEApPHEe ajireope

Hedbununuja 0.2.1. Bexkmopcku npocmop V' je menpaszan ckyn, 3ameopen
3a cabuparbe U CKaAGPHO MHodHcerwe. bezosu esemenmu Ha3uBajy ce 6ek-
mopu.

Hedbununuja 0.2.2. Bexkmopu vy, ..., U, CY SAUHEGPHO HE3ABUCHU GKO HE NOC-
MojJu HEMPUBUJAAHO PEULEHE JEOHAUUHE

v + -z, = 0.

Hedbununuja 0.2.3. Bexkmopu vy u Vg CY 0PpMO20HANHY KO Je < U1, Uy >=
0.

[IpuMeTnMO Ja U3 OPTOrOHAJHOCTH CJIEIU JUHeAPHA HEe3aBHCHOCT a Ja
06puyTo He Baxu. Ha upumep, nocmarpajvo sekrope v; = (1,0,1)7 u vy =
(0,1,1)7,

Hedbununuja 0.2.4. Keadpamna mampuua M je opmozonasna ako je
MTM =1

Hedunnnuja 0.2.5. Panz nxp mampuue A y osnayu R(A) je makcumanran
OpOj AUHEAPHO HE3ABUCHUT KOAOHA(BPCMNa,).



N3 came nedunumje cienu ciaenehn HE3 jegHakocTn
R(ATA) = R(AAT) = R(A) = R(A™).

Hedbunumnuja 0.2.6. Axo je 3a neko A € R, Avr = \x onda ce \ nasusa
concmesena epednocm mampuue A, a x concmeenu sekmop.

[Tosuaro je ma je 3a KBaapaTHy Marpuiy A je A peleme jeaHaqmHe
det(A — XI) =0 u tana je detA =[] \;.

Hedbununuja 0.2.7. Tpaz keadpamne mampuye A = [a;;] npedcmas.va 36up
eNeMEHANA HA QUJa20HaAAUL, 00HOCHO

trA = Z Q.

3a tpar marpurne A Baxe cienehe jeanakocrn (10 MPeTIOCTABKOM Ja je
MHOKeEbe JIe(bUHICAHO):

L. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B);

2. Ako je A n X n marpuma m P HecHmHryJ1apHa MaTpHIa, OHIA je
tr(P~*AP) = tr(A);

3. Ako je A n x n marpuna m M OpTOroHa/JTHa MATPHUIA, OHIA je
tr(MTAM) = tr(A).

4. tr(ABC) = tr(BCA)

Hedbununuja 0.2.8. Keadpammna mampuua A je cumempuuna axo je A =
AT,

Ocobune cuMerpudne n X n Marpuie A:

1. Iocroju oproronanna marpuna C' = (¢p,...c,) W JUjaroHajHA Ma-
tpuria A = (Ag,...\,) (comcTBeHe BpETHOCTH MATpHIE ) TaKBa Ja
je A = CACT (cnexrpamna gexomnosumuja marpune A). Tamga je
A=3" Nigel

2. R(A) je 6poj CONCTBEHUX BPEIHOCTH PA3IHUATHX O HYJIE;
3. tr(A) =31 A\
n

4. Axo je A mecunrynapna marpuna omja je tr(A71) =31 A

10



5. Ilocroju oproronamna Tpancdopmanuja y = M7 x Tako 1a je
v’ Ax = Z N2
6. R(A+ B) < R(A) + R(B)

Y ciaydajy HecumerpudHe n X p marpune A marpuna padra r mocToju
nexommosuuja A = ULV tae je UTU =1 = VIV = I u L je uecunrynapna,
MaTpHUIA paHTa T.

Hedunnnuja 0.2.9. Hexa je A cumempuyuna mampuya. Tada je ca Q(x) =
2T Az depunucana jedna xeadpammna gopma eexmopa x. Kascemo da je Q
nosumueho (rezamueno) dedpunumua axo 3a cearo x > 0, Q(x) > 0 (Q(z) <
0). Axo ce donywma jednaxocm onda je nosumusro cemu-dedunumma (Hee-
amuehno cemu-deunumma).

Mozke ce moka3aru 1a axo je A, no3uTuBHO nedbunntHa 0 By, MaTpuna
panra k < p onja je BABT nosurusuo nedunnrha.

Baxun u cienehe: Cumerpuuna marpuna A je mo3utuBHO JeduHATHA
aKKO MOCTOjM HecHHTyJapHa Marpuna P taksa ga je A = PTP

Bazku u caenehe

T
x' Ax
= 1
max —— max) (1)
T
' Ax
i = A\min- 2
gl;g)l Ty i 2)

Hedununuja 0.2.10. 3a mampuuy P 3a xojy je P? = P xasicemo da je
udemnomenma. YKoAUKO je u cuMempuyra onda ce Ha3uUea MAMpPULOM NPo-
Jexyuje Ul npojemopoM.

Ocobune mpojekTopa:
L. tr(P) = R(P);
2. P je mo3utuBHO ceMu JIe(DUHUTHA;

3. Heka cy P, u P, upojekropu. Ako je P, — P, NO3UTHBHO ceMmu-
neUHUTHA OHJIA je U HPOjeKTOp, Kao U PPy = PPy = Py

11



Jloka3 Tpehe ocobume:
W3 nosutusHe cemugedunutHoctn Py — Py 3aK/bydyjeMo Ja je

(I = POy)" (P = P)((I = Py)y) > 0.
Hame je y' (I — P)TP (I — P)y =0, na je
(T = P)y)" Po((I = Py)y) < 0.
Yaumajyhu y 063up no3utusBHy cemuaeduHuTHOCT P je

(I - Pl)y)TPZ(([ - P)y) =0,

OJIHOCHO
(I =P))'P((I = P))=0=(I—P)"RP((I - P)).

OmaBre je
Py(I —P)=0.

Hedbununuja 0.2.11. Mampuya A makcumarnoz parea uma uneeps A1
YKOAUKO MAMPUUQ Huje MAKCUMAARO2 PaH2a 0HOG TOCMOJU YONUIMEHU UH-
eep3 A™ 3a koju saocu AA~A = A. Osaj uneeps ne mopa bumu, jeduncmeen.

0.2.1 MarpuuHo agudepeHIITPaHE

Hedbununuja 0.2.12. Heka je X n X p mampuua u f crasapra Gyrryuja.
Tada je mampuuno dugpepenyuparse depunucaro ca

0 0
o ()

oz

3. QAT — (A + AT)z;
CET

4, 9z Ay (%Ay = Ay;

12



0.3 Heke BakHe BUILIEANMMEHN3NOHAJIHE
pacrojesie

0.3.1 Hopwmasgna pacnoaesa

Hedburunuja 0.3.1. Cayuajnu sexmop X uma n-0umen3uona HOPMaNHY
pacnodena N, (1, 3) yroauro je weeosa Pyrukuja 2ycmure

1 =T @y

f(x):We 2 ,I'ER

ede je X cumempuyna, no3uMuUEHo depunumna Ko8aAPUIALUOHG MAMPUYAL G
ca |X| je osnavena rvena demepmunanma.

Bumeuvensunonasina HopMaJiHa paciiojeria uMma, ciaejehe Jere ocodbune:
e Vkomuko X nma N (p, Y) pacugeny onga AX +buma N(Au+b, ALAT);

e Ako CJIydajHu BEKTOD Z = (XT vy nma

() (3 %))
Yy xy Y

oHzma cy MaprunHaiaae pacnogene 3a X u Y pemxom N(u,,>,) u
N(py, X,), a ycI0BHE pacrozese

Xy ~ Ntz + Zay By (4 — 1), Bo — 0y By 157

Ve~ N(py + 35,5, (T — p12), By — X5, 515,);

zy““zrx zy~z

e Mowment remeparopua dyHknuja ciaydajoor ektopa X ca N(u, )
pactonesom je My (t) = E(el"®) = et 31> ¢ ¢ R;

e X ce Moxe mpeacTaBuTH y 06muky X = AZ + prae je AAT =Y a Z
nMa, CTAHJIAP/IHY BUIIEINMEH3HOHATHY HOPMAJHY PACIOIENTY.

e Heka X = (Xi,..., X,,)" uma Bumeauvensuony HopMaJiHy pacrojesy.
Tajsa cy KOMIOHEHTe BEKTOpa HE3aBHCHE aKKO Cy HeKopesucaHe (KO-
BAPHjaliOHA MATPUIA je JUjArOHATHA MATPUIIA).

e X mMa BHIIEIUMEH3HOHY HOPMAJHY DPACHOJEIy aKKO 3a CBAKH BEK-
Top a (pazmuaut oj Hysae) al X uMa jeHOIMMEH3HOHATHY HOPMAJIHY
pacnoeny.
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0.3.2 x? pacnojeJa

Hedbununuja 0.3.2. Hexa cy X1, ..., X} nezasucHe cayuajne sesusume ca
N(6y,1),...,N(0k, 1) pacnodeama ,pedom. Tada cayuajua seavuuna

Y:zk:Xf (3)

uma Xi(p) pacnodeay, 2de je napamemap noaosicaja p = Z?Zl 932-. Vikoauko

je p = 0 napamemap noaostcaja hemo uzocmasumu, y HOMAYUJU.

Teopema 0.3.1. Cayuajna seauuuna Y dedpunucana ca (3) ce mootce nped-
cmasumu iy 00AuKYy 30upa 06 HEe3aBUCHE CAYUAJHE BEAUMUHE 00 KOJUL JEOHA
uma x3(p) a dpyea xi_, pacnodeny.

[IpuMmeTnMo 72 3ampaBo OBa TeopeMa ompabiaba jedUHUII]Y Y2
pacIiojiesie jep cyrepuiie Ja paciojesna o1 Y 3aBHCH CaMO OJI CTEIeHU CJ10001e

u .

/oxas. Heka je B = [b;;] oproronana marpuna tako aa je by; = Hju’%, 3a ] =

1,2....k. Hexa je W = BX. Taga W uma N(B6, BIBT), onnocno N(B6,T)

jep je B oproronasna matpuna. OmaBe je jaCHO Ja Cy KOMIIOHEHTe BEKTOPa
. 1

W wmehycobrno neszaBucue. [Ipumernmo na je EW, = Z?Zl bij0; = p2, u ga

je EW; = Z?Zl b;j0; = 0. . Jpyra jenHakocT BazKu IOIITO je MaTpuua B

OPTOTOHAJTHA.
k

Y =X"X =W+ W}
=2

3 oBe pempeseHTanuje jacHO cJeu TBpheme TeopeMe. ]

0.3.3 ®dumepoBa pacriogesa

Hexka X ~ x2 (u) Y ~ x2, u nesapucue cy. Tama

SR

nma Qumreposy F,, ,, (1) pacmogery.

14



0.3.4 CryneHnToBa pacmnojaeja

Hexa X nma nopmanny N(6,1) pactnogeny u Y uma 2, pacuojeny u Hesas-
ucue cy. Taja

Y

m

nva Crynenrosy t,,(6) pacnomeny, e je  mapamerap IoJozKaja.

0.4 Pacnonena kBajaparHe popme

Teopema 0.4.1 (Koxpaun). Heka cy X, ..., X,, nesasucne N'(0,0?) cayuajne

BECAUMYUHE U HEKA je
n k
D_XI=2.0;
7 VAl
i=1 j=1

2de je Q; xeadpamna dopma depunucana ca Q; = XTA; X, sa j =1,2,..,k,

npu wemy je R(A;) = r;. Tada je Z?Zl

rj =N. KO U CAMO AKO
1. Q1,...,Q cy HesasucHe cAyuajHe BEAUUHE U
2. Qj/0* uma X%j pacnodeny.

Mozxxe ce dopmy/iucaTu u orinTuje TBphemme:

Teopema 0.4.2 (Koxpan). Hexa cayuajuu eexmop X uma N (0,0%1)

pacnodesy u Hexa je
n k
D XI=2 @
i=1 j=1

2de je Q; xeadpamma gopma depunucana ca Q; = XTA; X, sa j =1,2,....k,
npu wemy je R(A;) =r;. Tada je Z?Zl ri=nu Z?Zl w; =076 axo u camo
aKo

1. Q1,...,Qi cy HE3aBUCHE CAYUATHE BEAUNUNE U
2. Q;/0* uma ij (1) pacnodeay, npu wemy je p; = 67 A;0

Jlokazahemo camo mpBy TeopeMmy. /Ipyra ce moka3syje anajorno. Ilpe Hero
IITO Ce YIIYCTHOMO Yy JIOKa3 HABOJIMMO jeJIHY HeHY OIIIIITe MO3HATY TOC/IE/IUILY.

IMocaemuna 0.4.1. Yzopaura cpeduna X u nonpaswena ysopauka oucnep-
suja S? cy nesasune cyuagne eeaunune, u (n—1)S?*/0? uma x2_; pacnodeny.

15



Bes ymamema OIIMITOCTH MOKeMo IIPeTHOCTABUTH Ja je o2 = 1.

n

(n—1)8>=> (X;—X)’ = ZXE —n(X)2

i=1
OmnaBre je

§ X? = § (X; = X)P+n(X)?=X"1 ‘])X + XTix,
n
=1

- n
=1

e je J n X n MaTpuma 4Ydju cy CBU eqeMeHTH jeamHune. lIlpmmermmo ma
JeBa CTpaHa jeJIHAKOCTH nMa X2 pacmnogeny. lame, R(I— %) =n—1jepje,c

jemme crpane R(I—2) > R(I)— R(Z), a ¢ apyre, u3 jenmakocrn (I —2)1 =0

3ak/pydyjemo fa je R(I — %) <n —1. Kako je R(%) = 1 cnean TBpheme.

Jlema 0.4.1. Hexa cy x1, ...z, pearnu bpojesu. Ilpemnocmasumo da ce cyma
S, a? mootce npedemasumu kao 36up k keadpamnux Gopmu 2521 Q; 2de je

. k .
Qi = 2T A u R(A;) = 1. Axo je Y.i_, 7 = n mada nocmoju opmozonanna

mampuuya M, maxea da 36 x = My eascu

Ql :y%—i-...yzl
Q2 = y31+1 + yglJrTz

2 2
Qk - ynfr;fi»l + e yn
/oxas. [lososbHO je nokasaru jemy 3a k = 2. Taza je
Q=za"z=a"Ajx+ 2T Az

[Toctoju oproronanana marpuna M Taxsa na je MTAM = D; rue je Dy
JIMjaroHaJ/iHa MaTpuia. be3 yMamema OIMIITOCTH MOYKEMO ITPETIIOCTABUTH 1A
Cy OJ COCTBEHe BPeJTHOCTH mopehaHe TaKO J1a CY Ap, ...\, PA3JIAIATE O HYJIe
a octase myna. Heka je x = My. Tana je

o'r =y "M My =y"y.

Hame je
n T1
Z y? = Z Ayi +yTMTAMy.
i=1 i=1
OmaBre je
1 n
SA=Nyi+ Y vl =y M AMy.
i=1 i=ri+1
Kaxko je R(As) = n—r) 3ak/bydyjemo ga je A\; = -+ - = A\, = 1 onakJe ciaenn
TBpheme. U
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Baxno je mpumerutm 1ma cBe KBajpaTHe ¢OpMe Koje YUecTBYjy y
pelpe3eHTAIMjU ca/pzKe pazandaute y;-oBe. HeszaBucnoct ()y,..., Qr y TBPI-
jemy KoxpaHnoBe Teopeme je mocseguia oBora. Jla ducmo jokazasm Koxpa-
HOBY Teopemy HOTPeOHO je jOII Jia HPUMETUMO Ja KaJa MPUMEHUMO OPTOro-
HaJIHYy TpaHchopMalujy Ha cydajaH BEKTOP €a HOPMAJHOM PaCHOJIe/IOM Ca
HE3aBHCHUM KOMIIOHEHTaMa J00MjaMO OIeT CJIy4YajaH BEKTOD Ca HOPMAJHOM
pacIoziesioM ca He3aBHCHUM Kommonentama. OjaBie ce mo0ujajy pacmojese
ojiroBapajyhux kBajparHux (popmu.

Teopema 0.4.3. Hexa cayuajnu eexmo X uma N(0,0%1) pacnodeay u nexa
je Q1 = XTAX u @y = XTAX, 2de cy Ay u Ay dse cumempuure ma-
mpuue. Tada cy Q1 u Qo nesasuche ako u camo axo je Ay Ay = 0.

0.5 3agamm

0.1. Heka cy X, ..., X,, He3aBucHe u jeJHAKO PaCIO/ie/beHEe CJIydajHe BeJIH-
anre Tako ga je BEX; = 0 u DX, = 02 < co. Heka je V; = X, — X,
3a ¢ = 1,2,...,n. Hahu koBapujammony Marpwuily cjaydajHOr BeKTopa Y =
(Yi,...,Y,)T.

0.2. Heka cy Xi, ..., X,,, nesasucue ca N(uj,0%) n Yy, ...,Y,, Hesasucue ca
N (2, 03) pacnogenom. Halin pacnogeny cesenehnx craTucTuka:
a) (X-Y—-9)

2
91,7

, TJie je 0 IMPOn3BOJhHA KOHCTAHTA.

[(SIW]

Jr

ny g

6) nl()_i%m)2 _‘_nz(f;*%#z)Q

0.3. Hexa cy Xy, ..., X,,, nezasucue ca N(ui,0?) u Yy,...,Y,, HezaBucHe ca
N (s, %) pacnogenom. Haliu pacnogesy cesejelinx crarucruka:

S2(n1—1)+S%(na—1
a) i(n1 );2 1(n2—1)

0.4. Hexka je (X1,Y1), ...., (X, Y,) mpocr ciaydajan y30pak u3 JBOJINMEH3HOH-
aJIHe HOPMaJTHE PACIOJENe ¢a MAPAMETPUMA (i1, [z, 01, 03, p. OApeuTH KOH-
craury C Tako Ja CTATHCTUKA

X—-Y -9
\/Z?:1(Xi_yi_x+?)2

uma CryuenroBy t,(0). Uspasurn m u 0 y dyukumju ojx napamerapa
pacIojenae U KOHCTAHTe 0.

T=C

0.5. /lokazaru Teopemy 0.4.3.
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Iloriaasipe 1

JImneapumu moaesm

1.1 MarpuyHu 3anmuc JeHeapHOT MoJeJia

Y = X3 +e¢,
e cy
Yy = P
o I R e
Y, xz By

X ce HasuBa npeaukTOp (He3aBHCHA NPOMEHsbHUBA), a Y perpecany (3a-
BUCHA TpOMeHsbuBa). CIydajHOCT MOJENa MOTHYE OJ CJAYYAJHUX TDENIKH
€1
£9 .
€= , 3a KOje Ce MPeTnocTaB/ba HeHTPUPAHOCT, XOMOCKEIACTUIHOCT 1

En
HekopesincaHocT. Jlakie npernocraB/bamo Jia BaxKu:

1. E(e) = 0;
2. D(e) = oI,
3. X ¥ € cy HE3aBUCHU CJIYYajHU BEKTODH.

VKOJMKO MOJE/ JONyInTa U CJI000JaH 4jiaH OHJa ce Hajderrhe moje

18



Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

IpUKa3yje y ucToM obOJIYKY Ipu deMy je marpuna X

T
1 =

T
1 @

X =
T
1 z,
I HasumBa ce dusdaju mampuya. BekTop mapamerapa Mojena ce MOKe

npukazaru y 06juxy (So, b1, .., 8p)7 . Hajupupoanuju nauun jga ce onene Ko-
edunujenTr Mozaesa [ je MeToJ HajMamKuX KBaJApaTa, OJHOCHO

B :=arg min ||Y — Xb|%

beRpt1
Vkosmuxo je R(X) = p onya je XT X unpeprubuina u 1o6uja ce 1a je
B=(XTX)"'XTy.
Onemena BpeHOCT je Tajia

~

Y = X(XTX)'XTY = HY

Marpuna H ce nazua hat matrix. [Ipumerumo ja je maTpuna H mpojex-
TOp, TAKO Jjia Y ImpejicTaB/ba OPTONOHAJIHY IPOjEKINjy BeKTOpa Y Ha paBaH
remepucany ca X. Pe3ujyasin mojiesia ce MOry npuKa3aTu y 0OJIMKY

e=Y -Y =(I—H)Y.
OmaBre je
Ele)=(I—-H)E(Y)=0
Cov(e) = o*(I — H)(I — H)' = o*(I — H)
[TocmaTpajMo cyMmy KBaJpaTa OJCTYIama O MOIEeTa
SSE = zn: e =ele=Y'(I-HY =Y"Y - YTHY.
i=1

Osunaunmo ca M = (I — H) = [m;;| Bbeno ouekusame je
E(SSE) = E()_myY:Y;) =Y myBE(Y;Y;) =) myE(ee;))
ij ij ij

= ZmuE(af) = 02 Zm”

= o*tr(M) = o*(tr(I) —tr(H)) = o*(n — tr(XTX)(XTX)™H)
= ¥ (n— tr(lp)) = o*(n — p— 1)
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Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

Opapie 3ak/bydyjeMo Ja je HeIpUCTpacHa OIeHa 3a 0> YIPaBo

(S, 2)/(n—p—1). -
Pesupyanu u onemene Bpeaaoctu cy Hekopenucanu » (V;—Y)(Y=Y) =0
ma je

SNWi-V2=Y(Vi-V)P+ Y (V- Y)
=1 =1 =1
SSTO =SSE + SSR (1.1)

SSE je meobjamimeHo ojcryname (morude o momena), SSR objanimbeHo
oncryname a SST'O yKymHO oficTyname. Y MATPUIHO OOJTUKY ce OACTYIamha
MOTY MpeJCTaBUTH Ha ciaejehn HaUWH:

SSTO =Y™(I - Z)Y,
n

SSE=Y'(I - H)Y

SSR=Y"(H — %)Y

Hame je R(I — L) =n—1,kaou R(I — H) =n—p—1jep je

R(I-H)=tr(l-H)=n—p—1.

13 dopmyre (1.1) je mpupogHo ja 0 KBAJIUTETY MOJe]a TOBOPHMO Ha
OCHOBY KOJTHIHHE 00jalllbeHIX O/ICTYIIaha MOJIEIOM OJHOCHO /18 IIOCMATPAMO
koedpuyujenm demepmunayuje R = S%STRO =1- SSS%%. Buanvo ga je 0 <
R? < 1.V npakcu je norpe6no na je R2 6ap 0.62. Ca R = V' R? je nedunucan
BHIIIECTPYKH KoeduiujeHt Kopesnanuje. IlpumernMo mga kaj mMamMo camo
jesan npeaukTop oHIA je R = |pgyl.

C ob3upom Ha TO, Ja KoedHUIUJEeHT JeTepMUHAIje YBEK pacTe ca Io-
pacTtoMm Opoja IpeauKTOpa IMOHEKAJ[ Ce YMECTO Fhera KOPUCTH FheroBa MOJI-
ndukanmja Koja y3uma y 003Mp HelpucrpacHe oleHe ojroBapajyhux rpe-
maxa,repuHnucana ca

SSE

2 _ 1 _ n—p—-l
Ry =1 SSTO *

n—1

YV mpaxcu je npuMeheno ga y caydajy Maamx y3opaka BpegHocTH R mory
OUTH BeJIMKe YaK M KaJ MOJeJI HUje JOBOJBHO KBAJNTETAa. 3a PasinKy oj R,
R% MmoxKe GUTH HeraTHBaH.

R(X) me mopa 6utu jeaunak 6amr p+ 1. Ha npumep mepumo temmeparypy
y nesujycuma u dapexajrumMa, uin 06eie;KuMo 0poj moeHa Ha ITPeUCITUTHUM
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Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

obaBe3ama, Ha UCHUTY, M YKyIaH Opoj moena. Moxe ce jgecuTu u ja je Opoj
npoMeH/bUBHX Behn nin jemHak o 6poja ob3epBamuja. Ako je p+1 = n paan
ce 0 camypuparom MOJEIY, JJOK aKo je p > n — 1 kaxkeMo Jia je Mojiej cynep-
camypupar. Y OBOM CJIy4ajy, KeopHuInjeHTH MOo/ie/ia ce He MOTY jeJIMHCTBEHO
OJIPEIUTH.

Haj6o/me je obpaTuru makiy y HpeTUMHHAPHO] aHAIU3U U YKJIOHUTH
IIPOMEH/bUBE KOje UCY HEeOIXO/IHE.

[IpEMeTHMO /12 Cy pe3nLyaji OPTOrOHAJJHI HA IPOCTOP IeHepHcaH ca X .
X =Y I-MX=Y"(X-H'X)=0
Onasre je ef Xu = 0 3a cBaku BEeKTOp U.

Axko je X oproronajina MaTpuiia OH/a ce OmeHa 3a [ MoK/l ca BEKTOPOM
Koju Ou ce jio0MO Kaja OucMo nmocmarpasu p + 1 ogarosapajyhux mpocrux
JIMHEAPHUX perpecuja.

Bparumo ce caga ocobmnama orene Koedurmjenata Moeaa METOIOM Ha-
jMamuxX KBajipara. Hbena BarkHa ocobuHa je cajpzkaHa y cieaehoj Teopemu.

Teopema 1.1.1 (Tayc-MapkoB). 00 c6ux Henpecmpachur AUHEAPHUT 0UEHA
napamempa 3, ouena Memodom HaMaAUT KEa0pama uma Hajmarly Jucneps-

EBIX) = (X"X) ' XTE(Y|X) = (X"X) ' X"X5 = 5

D(BIX) = (XTX) ' XTo IX(XTX) ™t = (XTX) o2
Hexa je 3 = AY. TpeGa nokasaru aa je D(B\X) — D(B\X) > 0.
Heka je B = (X" X) ™' X" n neka je A = B+C. I3 yci0Ba HelpeHcTpacHoCTH
je E(B|X) = AXpB = . Oguocno I = AX = (B+ C)X. Kako je BX =1

3akJbyayjemo ma je CX = 0.
Hame je

D(B|X) = AD(Y|X)AT = (B + C)(BT + C")o? = D(B|X) + BCT + CB" + CC”.
Kako je

CBT =CX(XTX)' =0
BCT = (XTX) ' XTc? = (XT"X) Y Cx)' =0

cjieJin TBpheme.

21



Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

Hocaequna 1.1.1. Vioauro tr((XTX)™1) = 0, kad n — 0o 3 je nocmojama
ouena napamempa 3.

Hamomenumo ja hemo omnene Koje cy Hajbosbe JIMHeapHe HENPHCTPACHEe
onene o3navaBarun ca BLUE (Best Linear unbiased estimate).

Craumano ce noka3yjy u ciaegaeha yorrrrema oBe Teopeme. IIpBa roBopu o
ouenu jinneapue dpynxuuje napamerapa mogena (I73) a apyra o oneunu suiie
auneapunx gyHxuuja napaverapa mogena (LT3).

Teopema 1.1.2. I3 je BLUE sa I7.

Teopema 1.1.3. L7j3 je BLUE sa LT8.

1.2 Tectupame JuHeapHe XUMIOTE3E

2Kemumo na tectupamo nynry xunoresy Hy : Cf5 =, tae je Cm x (p+ 1)
marpuna. Ha mpumep, yKOJHKO KEIMMO J1a TeCTHPAMO HYITY XOIOTEe3y A,
HeMa yTHiaja caobogHor wiana ysehemo ga je C' = (1,0, ....,0) u v = 0. Vomn,
YKOJIMKO 2KEJINMO JIa TeCTUPaMO HYJITY XUIIOTE3Y Jda HI/Ije,Z[aH IIpeJuKTOP HEMA
yrunaja ma Y, C = (0,1,) n v = 0.

[Ipernocraumo ga € uma N(0,021,) pacnogeny. 3a TecTupambe Hamre
HYJITE€ XUIOTe3€¢ KOPUCTUNEMO TeCT KOTMYHUKA BEPOJOCTOJHOCTH.

1.2.1 Meroa MakcuMaJIHe BEPOJOCTOJHOCTH

[Ipernocraumo na € uma N (0,0%1,) pacnogerny. Tama je dbynxkuumja Bepo-

JIOCTOJHOCTH
1 _w-px)T(v-8x)

7716 252
(2mo?)2
OnaBie BUAMMO Jla Ce ONEHA MeTOJO0M MAaKCHMAJIHEe BEPOIOCTOJHOCTH 3a

[ ToKJama ca OIEHOM MeTOJO0M HajMamuX KBaJpara, OJHOCHO [ =
(XTX)'XTY. Cnuuno, onena 3a o2 je

L(B,0%) =

P = (¥ — XY (Y ~ X)

Y 1perxo/IHOM 0Jie/bKYy BHJIEJIM CMO JIa OBa OlleHA HUje HeIPUCTPACHA OIEHA
3a 02
MaxkcumaJsina BpeHoCT (DYHKIIHje BEPOIOCTOJHOCTH je Tajia
- 1 1

302 =—— e m~ G
L(B,0?%) = (27”}2)%6 o)
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Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

Kako je § nmuneapna TpancdopmMalifja caydajHOr BEKTOpa ca HOPMAJTHOM
pPacIoieIoM, 3aK/bydyjeMo 1a

B~ N, (XTX) o).

Jla OucMO NpUMEHUIU TECT KOJUYHUKA BEPOJOCTOJHOCTH HEOIXOJHO je J1a
nahemo omeny mapamerapa y3 ycioB C'f = . CiudHO Kao y IMOCTABIH

npobJieMa MaJIonpe, OBO je eKBHBAJEHTHO Ca TpayKemeM MuHumyma S(f5) =

%n(be’X) y3 yeao C'8 — v = 0. JlarpamkoBa ¢yHKIIIja 3a pelraBame

OBOT' eKCTPEMAJIHOT IIpod/IeMa je

L(B,a) = (Y = XB)'(Y — XB) —a' (CB—).

CucreM HOPDMJTHUX jeHAYNHA YHje Pellehe TPayKuMo je

%E(B, a) = —2XTY +2XTXp - CTa" =0
)

Jlobuja ce na je

Bo =B+ (XX 'CT[C(XXT) O ) My — CB)

52 (Y= BoX)T(Y — BoX)

0=

n

= (Y = BX)(Y — BX) + (OB — )T [C(XTX) 0T (B — )

n

MaxkcumaJjina BpeHOCT (DYHKIMje BEPOJOCTOJHOCTH Y OBOM CJIydajy je

L(Bo,0%) ~ 65"

[IpermocraBumo na je Hy : 85X # . Taga je KOMMIHUK BEPOIOCTOjHOCTH

w0 ngen e

_ (@)
max L(5,0%)  L(f,57) \0?

A:

(CB—yTC(XTX)tCT] L (CB — 7)) 3

=11
<+ ele

Kpuruana obaacr 3a recrupame je W = {\ > c}.
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Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

[IpeTmocTaBka 0 HOpMAaJIHOM MOJIETY je jaKO BaKHA 3a KOpHUIIheme TecTa
KOJUYHUKA BEPOJICTOJHOCTH jep Ce TecT CTAaTUCTUKA MOYKe MPHUKAa3aTH Yy
II0TOJIHOM OBJIMKY Ka0 KOJMYHUK JIBe He3aBUCHE CTATHCTHKe ca X2 pacliojie-

Jama.
Jacuo je na § = (XTX) ' XY uma nopmamuy N(3,0%(XTX)™1). Oxasae
3aKJbydyjeMo Ja

CB =7~ Nu(CB—,0°C(XTX)'CT).

Opnasnae, ykosmko Baxku Hy 3ak/bydyjeMo ma

Q= (CB—y)T[C(XTX)TCTHCB — ) ~ o™X,

[Tpumerumo ga ce, ykoauko Baxku Hy, () Moxke npukasatu y 00JUKY

Q= (CH— ) IC(XTX)"'CTH(CB ~ Op)
= (C(XTX) ' XT)MoXTX) e O(XTX) X e
=X (XTX)ICTo(XT X)) e(XTX) X T e
= T Pe,

re je P = X(XTX)1CT[C(XTX) Ot 1 O(XTX) 1 XT.
Jaspe, npumenom KoxpaHoBe TeopemMe 100ujamo Jia

ele = SSE ="' Me ~ 02)(31_13_1

Jla OucMO HaNLIM paclojiely TecT CTATUCTHKe HOTPeOHO je jour ja
nokazkemo na je PM = 0 m npumenumo teopemy 0.4.3. I3 jemmakoctn
XTM = 0 gobujamo PM = 0 u 3ak/byuayjemMo Ja cy OPOjUIAIl U HMEHIAI Y
TECT CTATUCTUIY HE3aBUCHE CJIydajHe BeJHYnHe Ma

Q
1w ~ Fm,n—p—l- (12)

ele
n—p—1

IIpumep 1.2.1. IIpemnocmasumo da mecmupamo nyamy xunomesy Hy :
B = Po =B, =0 npomues xomniemenmapnre zunomese. Tada je

SSTO>_72L'

n

L(Boﬁg) ~ (

Odasde, je

- (ST (S5
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Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

IIpumernom Koxpanose meopeme, uau meopeme (0.4.3) dobuja ce da

SSR

p
555 ~ Fpn—p-1-

n—p—1

ITpumep 1.2.2. V cayuajy da sorceaumo da mecmupamo zunomesy da je B =
0 seh cmo sudeau kakxo da odabepemo mampuuyy C'. Tada

Q

Tel Fl,n*pfl‘

n—p—1

Y osom nocebrnom cayuwajy osaj mecm ca Cmydenmosom mecm cmamuc-
mukom Ko0jy hemo npedcmasumu y Hapedrom nozaas.ny.

1.2.2 HHaTepBaJ noBepema 3a [

13 ocobuna HOpMaJiHe pacnojesie u KoxpaHoBe TeopeMe CTaATUCTHKE, 33 0 =

1T,
¢ ele

(8= B)"X"X(5 ~ B)

) (n—p—1)52
p ~Xop

2
2 ~ Xn—p—l

o
u HeszapucHe cy. Ongase je
(5 - B)"X"X(5~B)
(p+1)a2

3aTo MHTEPBAN MOBEPEHA MPECTaB/hA]y eJUIICONIE Y BUIIE JTUMEH3H)a.

~ Fp+1,n7p71-

Osnaunmo ca Vi = [(XTX) . Kako cy Y — Y u 3 nekopenucann (y
onuocy Ha X) onja je u 02 (kao dyHKIMja 0J pe3ujyaa) HEKOPEeJUCaHO
ca B a caMHM THM U HE3aBHCHO (3601 HOPMAJTHOCTH). D(Bk) = 0%V},. 36or
HEIPHUCTPACHOCTH OIEHe U HOPMAJTHOCTH

B =B N(0,1)
g/ Vk

Kako (”*1’07;1”2 uMa X, | OHIA
B — B

= ot
oV ot
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Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

IIpumep 1.2.3. Ilocmampa ce sasucnocm GPA wuje epednocmu ce wanase
y unmepsasy [0,4] 00 sepbarnoz deaa SAT—a (SATV ) u mamemamuuroz
deaa (SATM). U na jednom u wa dpzom mecmy mozyhe je ocmeapumu 00
200 do 800 noena. Iodavu cy npuraszaru y caedehio] mabesu

GPA ‘ 3.95 3.84 3.68 3.59 3.57 349 347 340 3.08
SATV | 740 760 660 760 760 660 710 710 570
SATM | 790 710 750 740 700 670 730 790 760

summary(lm(GPA~SAT+SATM))

Call: Im(formula = GPA~SAT4 + SATM)
Residuals: Min 1Q Median 3Q Mazx
-0.2055 -0.1368 -0.1090 0.1265 0.2585
Coefficients:
Estimate  Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) — 1.2220484 1.6127365 0.758 0.4773
SAT 0.0028666 0.0011339  2.528  0.0448 *
SATM 0.0004406 0.0017987  0.245 0.8146

Signif. codes:

0 F** 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1
Residual standard error: 0.2038 on 6 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5158,

Adjusted R-squared: 0.354/
F-statistic: 3.196 on 2 and 6 DF, p-value: 0.1135

Y R-y je mecmupare wyame zunomese da Au cy ceu Koeduyujenmu
modena Y3 npeduxkmope Hyaa je cmandapona npouedypa u deo yepahere
bynryuje lm. Ha ochosy mabese usnad moncemo 3aKpyumu 0a pesysmamu
nwa SATM we ymuywy na GPA.

JIema 1.2.1 (Boudeponnjese nejeanakoctu). Hexa cy Ay, ..., A dozahaju
dehurucany wa ucmom npocmopy eeposamnohe. Tada je

1 —P(ﬁAj) < zk:P(Aj)

IIpernocraBumo ja gorahaj A; ogrosapa j-1oj Xunoresu Kojy recrupamo. 13
OBe JieMe 3aKJ/by4dyjeMO Jia YKOJHUKO KeJIMMO Jia OIPAaHUYUMO BepOBAaTHONY
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Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

TpeliKke MpBe BPCTe 3a HEKOJWKO XHUIOTe3a KOje OIjeITHOM TeCTHpPaMO, J10-

BOJBHO j€ Jla OIPAHMYNMO BEPOBATHONY I'pelike IpBe BPCTE, 3a CBaKy I0jejI-
«

MHAYHY XUIOTE3y, ca %

IIpumep 1.2.4. XKeaumo da HAnpasumo uHMEPSALE NOBEPEILA 30 NUHEAPHE
Kombunayuje wKoeduyujenama modeaa al 3, al B, ...,al 8. Jedan wmawun je
da gopmupamo odzosapajyhie eauncoude kopucmehu cmamucmury (1.2). C
dpyee cmpane, T (B — B) ~ N(0,aX (XTX)'a;0?), odnocno

al' (B~ B)
VaT (XTX)1a,62

n—p—1

1.2.3 UWaTepBasu nmpeaBubhama
Heka je xg "Tauka” y Kojoj Bpimmmo npeasuhame. Tama je % = xOTB . OnaBae
je

E(Yy|X) = 2 B(B|X) = 2 8

D(Yy|X) = 2l (XTX) g0,

13 ocobuna HOpMAJIHE pacIojiesie 3aK/byIyjeMo Jia

’ Ta T(vT yv)—
Yo ~ N (g 8, 25 (X1 X) " g0?),
112 PE30HOBAbEM Ka0 Y HPETXOHOM HOIVIAB/bY 3aKJ/bydyjeMo Jjia
Yo — a8
V) T

Caza ce J1akO MOTY KOHCTPYUCATH WHTEPBAJIN MOBEPEHHA 33 OUEKUBAHY MPE/I-
BUDEHY BPEJIHOCT Y TAYKHU L.

~ tn—p—l -

Heka Yy Bpennocr y xg. Tana je Yo = 2o + €9, 1€ je £y HE3aBUCHO O]
Yi,....,Y,. OnaBje je

E(Yy—Yy) = 2of — 208 =0
D(Yy — Yo) = D(Yp) + D(Yp) = 0*(1 + ad (X7 X)Lay).

OmaBre 3ak/bydyjemMo jia

Yy — Y,
00 ~ N(0,1),
Vo2 (1 + 2l (XTX)~1xg)
OJTaKJIe je
Yo — Y,
0 0 ~ a1y

VAL (XTX) Ta0)
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1.3 Kareropudyku npeamnKTopu

[Tocmarpajmo ciegehn jguneapuu Mojie

1/;‘ == 60 + BlXil + Ei, 1= 1,2’)7, (13)
(1 3a1=1,...,n1
Xir = { 0, zai=mn +1,...n (1.4)

rae € ~ N(0,0°1).
Osuaunmo ce p; = fo u pig = By + F1. Tama mogen (1.3) ce Mozxe npe-
CTABUTH Y OOJIMKY

Y_{/Ll-}-&i, 3a1=1,...,n1
! /Lg—f-&fi, Sai:nl—i—l,...,n

Tecrupame nyiare xumnorese Hy : [1y = [i3 jé €KBUBAJEHTHO TECTUPAILY
xunorese Hy: 51 =0

IMpumep 1.3.1. Veayee jasroz npesosa y jedno]j dpotcasu npysicajy opocasHe
azenyuje, aAU U NPusaAmMHe, KaKo npodumme mako u Henpopumme azenyuje.
Y yuny ymephusara da au ce ksarumem ycayze Koy OpysHcajy 06a mpu
MUNG G2EHYUJA, PA3AUKYje, Hanpassena je odzosapajyha crana K0jom ce mepu
K6aAumMmem ycayee u udspuieno ankemuparoe. Pesyamamu cy caedehu:

Apotcasne azenyuje: 61.59 79.19 68.89 72.16 70.66 63.17 53.66 68.69 68.75
60.52 68.01 73.06 55.93 74.88 62.55 69.90 66.61 63.80 45.83 64.48 58.11
73.24 73.24 69.94

IIpusammne nenpopummne azenyuje: 76.77, 68.33, 72.29, 69.48, 59.26, 67.16,
71.83, 64.63, 78.31, 61.48

IIpusamme azenyuje: 71.77,82.92, 72.26, 71.75, 67.95, 71.90
Yeeau cmo nomohine npomenwuse Ly u Lo maro da nap (L1, Ly) = (0,0)

osnauasa dporcasne azenyuge, (0,1) npusammue nenpoumme azenyuje a nap
(1,1) npusammne npogumne azenvuge.

Call: Im(formula = skala ~L1 + L2)

Residuals:
Min 1Q Median 30 Mazx

-20.2892  -3.7579 -0.0666 4.0008 13.0708
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Coefficients:
FEstimate  Std. Error tvalue Pr(> |t|)
(Intercept) — 66.119 1.421 46.524  <2e-16  ***
L1 4.138 3.595 1.151 0.257
L2 2.835 2.621 1.082 0.286

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 * 0.05. 0.1 1

Residual standard error: 6.962 on 37 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1219, Adjusted R-squared: 0.0744
F-statistic: 2.567 on 2 and 37 DF, p-value: 0.09033

Budumo da ca nusoom suauajrnocmu 0.05 we moorcemo odbayumu
runomesy da cy woeuyujenmu B u By besnauajru. Y modeay je npoc-
euna 8pedHoCm OUeHe 3a OPIHCABHE G2eHUuje Y3ema 3a pedhepermu HUGO,
na 66.119 npedecmaswa npoceuny epednocm ouene OPHCABHUT A2EHUUIA.
Iosehiarva ouene (y odnocy na pedepernmu nueo) 3a 4.138 3a npusammoj
nenpopumme azenyuje u 4.138+2.835 3a npusamme npodummne azenyuge,
HUCY 3HAYAJHA.

Hapasno, y Mozmeny mopes KaTerOpUdKHX MOTY HOCTOJaTH U HYMepHIKe
IIPOMEH/bUBeE.
[Momamu cy npeysern u3 kibure [4] na hemo 3aapzkaT opurnHaIHe O3HAKE.

O3zHaxka SHauemne
Price rneHa Kyhe y xmbajaMa 101apa
BDR 6poj cmaBahux coba
FLR [IOBPIIXHA CIIpaTa
FP 6poj KaMuHA
RMS 6poj coba
ST Opoj OJIyjHEX TPO30PaA
LOT yAAJBEHOCT OJf IIyTa Y CTOIaMa
TAX POJUIILE TAKCe
BTH 6poj KymaTuiia
CON ox murite (1), ocraso (0)
GAR 0-Hema, M YKOJIHMKO je 3a 1m ayToMOOuIIa
CDN  ga nu cy morpebHa jgomarHa yinarama (1, 3a 1a)
L1 1 ykomuko je y 3oum A , 0 wHatwe
L2 1 yxonuxko je y 3oum B, 0 nnate

[loganu cy cakymmbenun o kyhama koje ce namaze y 3 3oue A, B,C ma je
IPUIIATHOCT 30HA KOAMpaHa ca ase nmomohuae mpomensbuse L1 u L2.

ITpumep 1.3.2. Hanpasuhemo modes y wome cy ceu napamempu jedre
HEKPEMHUHE YKDYYEHU Y UEHY.
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Price BDR FLR FP RMS ST LOT TAX BTH CON GAR CDN L1 L2

1 53.00 2.00 967.00 0.00 5.00 0.00 39.00 652.00 1.50 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
2 55.00 2.00 815.00 1.00 5.00 0.00 33.00 1000.00 1.00 1.00 2.00 1.00 1.00 0.00
3 56.00 3.00 900.00  0.00 5.00 1.00 35.00 897.00 1.50 1.00 1.00 0.00 1.00 0.00
4 58.00 3.00 1007.00  0.00 6.00 1.00 24.00 964.00 1.50 0.00 2.00 0.00 1.00 0.00
5 64.00 3.00 1100.00 1.00 7.00 0.00 50.00 1099.00 1.50 1.00 1.50 0.00 1.00 0.00
6 44.00 4.00 897.00  0.00 7.00 0.00 25.00 960.00 2.00 0.00 1.00 0.00 1.00 0.00
7 49.00 5.00 1400.00 0.00 8.00 0.00 30.00 678.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00 0.00
8 70.00 3.00 2261.00 0.00 6.00 0.00 29.00 2700.00 1.00 0.00 2.00 0.00 1.00 0.00
9 72.00 4.00 1290.00 0.00 8.00 1.00 33.00 800.00 1.50 1.00 1.50 0.00 1.00 0.00
10  82.00 4.00 2104.00 0.00 9.00 0.00 40.00 1038.00 2.50 1.00 1.00 1.00 1.00 0.00
11 85.00 8.00 2240.00 1.00 12.00 1.00 50.00  1200.00 3.00 0.00 2.00 0.00 1.00 0.00
12 45.00 2.00 641.00 0.00 5.00 0.00 25.00 860.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00
13 47.00 3.00 862.00 0.00 6.00 0.00 25.00 600.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
14 49.00 4.00 1043.00 0.00 7.00 0.00 30.00 676.00 1.50 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00
15  56.00 4.00 1325.00 0.00 8.00 0.00 50.00 1287.00 1.50 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00
16 60.00 2.00 782.00  0.00 5.00 1.00 25.00 834.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00
17 62.00 3.00 1126.00 0.00 7.00 1.00 30.00 734.00 2.00 1.00 0.00 1.00 0.00 1.00
18 64.00 4.00 1226.00 0.00 8.00 0.00 37.00 551.00 2.00 0.00 2.00 0.00 0.00 1.00
19  66.00 2.00 929.00 1.00 5.00 0.00 30.00 1355.00 1.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00
20 35.00 4.00 1137.00 0.00 7.00 0.00 25.00 561.00 1.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
21 38.00 3.00 743.00  0.00 6.00 0.00 25.00 489.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00
22 43.00 3.00 596.00  0.00 5.00 0.00 50.00 752.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
23 46.00 2.00 803.00 0.00 5.00 0.00 27.00 774.00 1.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00
24 46.00 2.00 696.00 0.00 4.00 0.00 30.00 440.00 2.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.00
25 50.00 2.00 691.00 0.00 6.00 0.00 30.00 549.00 1.00 0.00 2.00 1.00 0.00 0.00
26 65.00 3.00 1023.00 0.00 7.00 1.00 30.00 900.00 2.00 1.00 1.00 0.00 1.00 0.00
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m.1=Ilm(Price ~BDR+FLR+FP+RMS+ST+LOT+BTH+TAX+CON+GAR+
CDN+L1+L2)
summary(m.1)

Call:
Im(formula = Price ~ BDR + FLR + FP + RMS + ST + LOT + BTH +
TAX + CON + GAR + CDN + L1 + L2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Maz
-6.3317 -1.9256  0.0523 2.0601 5.2610
Coefficients:
Estimate  Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) — 17.3117 7.1741 2.41 0.0327  *
BDR  -5.7705 2.3091 -2.50  0.0280 %
FLR 0.0199 0.0063 3.13  0.0086 %
FP 4.3614 3.6952 1.18  0.2608
RMS 2.2832 1.8434 1.24 0.2392
ST 9.7552 2.3916 4.08  0.0015 **
LOT 0.5223 0.1312 246  0.0302 %
BTH 1.3046 2.7558 0.47  0.6444
TAX  -0.0026 0.0049  -0.54 0.5999
CON 2.6105 2.7138 0.96  0.3551
GAR 3.8306 1.6615 2.31 0.0398  *
CDN  -0.7758 2.6041 -0.30  0.7709
L1 1.7716 3.0257 0.59  0.5691
L2 6.8935 2.9073 2.37  0.0353 %

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

Residual standard error: 4.435 on 12 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9404, Adjusted R-squared: 0.8758
F-statistic: 14.56 on 13 and 12 DF, p-value: 2.227e-05

Budumo da mexu 00 ampubyma wexkpemmuumne cmeapHo ymuuy Mo UeHy
ucme. Aau, yxoaukro scesumo da 8uduMo KaKo ymuye 30Ha Yy kojoj je kyha
CMEULMENHT, O HE MONHCEMO 3aKpYuUmMU u3 ose mabese. Tpebaro b6u gopa-
MAAHO MECMUPAMU HYAMY Tunomesy da cy koepuvyujenmu y3 Ly u Ly nyaa
npomus asmepramuee da je jedar 00 KoehuuujeHama passuNum 00 HiyAe.
3a mo moorcemo kopucmumu mecm cmamucmury (1.2). 3a mo mecmuparse
Kopucmuhemo dynkuyujy anova wuju cy apzymenmu dsa modesa, npeu Koo
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Koza cy xoeduvyujenmu Ly u Lo pasaunumu 00 nyse u dpyzu y xome mo
nucy (y nawem caywajy modea m.1).

m.2=Im(Pricc BDR+FLR+FP+RMS+ST+LOT+BTH+TAX+CON+GAR+
CDN,data=E2.2)

anova(m.1,m.2)

Analysis of Variance Table

Model 1: Price~ BDR + FLR + FP + RMS + ST + LOT + BTH + TAX
+ CON + GAR + CDN + L1 + L2

Model 2: Price~BDR + FLR + FP + RMS + ST + LOT + BTH + TAX +
CON + GAR + CDN

Res.Df RSS Df Sum of Sq F  Pr(>F)
1 14 359.02
2 12 23%6.00 2 123.02 3.13  0.0807

Ha ocnosy osux pesyamama 3aknpyuyjemo 0a ca mecmom HUB0G 3HAUG-
grnocmu .05 nehemo odbavumu nyamy runomesy, da cy nosehara yrnymap
PABAUMUINUL 30HA 3HAYATHA.

1.4 IIpoBepa KOPEKTHOCTU MOeJia

Ha xpajy cBakor momenmpama Tpeba UCOUTATH A JI CYy MPETIOCTaBKe MO-
JleJla 33JI0BOJbeHe. JeJaH Jdeo Mojesa je JeTePMUHUCTUYKHA & JIPYTH TIHe
cJIydajHe rperike 3a KOje CMO IPeTIIOCTaBU/IN Ja BazKe Hekn yciaosu. Cajia te
ycaoBe Tpeba nmposeputH. [logcernmo ce, TpeTHOCTaBUIN CMO JIa Cy CJIydajHe
rpemike MelhycoOHO HeKopeJsincaHe, IEHTPHUPAHe U je/IHAKO DPACIOesbeHe ca
N(0,0?) pacnogenom. CacTaBHE €0 aHATIA3e MOJEIA je U Ja ¢e YTBPAA Ja
JII Cy HeKe TadKe amaajepu-Tadke Koje He MPUIAIA]y MOMAeTy W jJa JU Te
Tavyke yrudy Ha Mojes. Tume hemo ce 6aBuTu y 0BOM HOIJIAB/bBY.

1.4.1 Aytiajepu, Te>KUHCKE M yTHUIQJHE TAYKe

[Tokazamu cvo na je e = (I — H)e, omnocno Cov(e) = (I — H)o?. Jacuo je
na je D(e;) = o*(1 — h;), vae je hy = Hy;. Bpoj h; ce nazausa Moh, Texkuna
(leverage) Tauke. I1ITo je Behe h; aucnepsuja i-tor pesupyasa he Gutn Mama
a hie npasa Gurn Giuzka Y;. Mowxe ce nokasaru ja je h; = x7 (X XT) 1z,
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[Ipumerumo jour u ciejgehe, mrTo je h; Mmame peusayaan he ce moHamraT
BHIITE Ka0 CTBapHa rpemka. Tadke 3a Koje je h; > @ Ha3UBAMO MENHCUH-
CKUM TaAYKaMa, 1 UCITUTYjeMO IbUXOB YTUIIA] HA ojpehuBame napaMerapa Mo/l-
es1a.

[Topes oBor mnpaBujia 3a UACHTU(DUKOBALE TEKUHCKUX TadkKama, Yy
CAydajy /a mMaMo y30pak 3HATHO Behm of Opoja HEMO3HATHX HapaMeTapa,
MOYKeMO ycBOjuTH u ciefiehe: Tadke 3a Koje je h; > 0.5 cMaTpaMmo J1a uMajy
BEJINKY TEXKHHY, a OHe 3a Koje je h; € [0.2,0.5] cpe/imhe TeXKHHCKUM TadKaMa.
YMmecto pesuysia decTo hiemMo mocMarpaTH craHIapau3oBaHe pesuyade (

internally studentized)
s €
e. = Y,
G AVA

Kao 1 cryjeHTuzoBane pesuayare ( externally studentized) medunucane ca
€
iVl —h;
rje je 0(;) HeIpUCTPacHa OLeHa JUCIep3uje Kala ce U3 Mojesa u3dauy i-ra
ob3epBaruja.
Mozxe ce nmoka3aTu ja 3a ciejnehe mepe yrumaja Baxku

* __

~ ~ XXT -1 i€
DFBETA; = f — By = %

hiel-
1—h;

DEFIT; =y — Ui,() =

IpU 9eMy je ¥ (;) Je HPOrHo3a i-Te BPeJHOCTH KaJla je U3 MOoJe/ia UCKJbydeHa
1-Ta 003epBalyja.

Taja cy pesynaau Mojena y i-10j o63epBanuju (yoUuMo Ja ce OBIe PaJiu
0 rpemrnu npasulama)

€i,(i) = Yi — gi,(i) = 1—h
D(e;) o2

1—h)2 1—h

D(eip) =

IIpumernmo ga mro je h; sehe, e; ;) he Ourm Belie y onmocy na moasnm
pesujyan e;. Jlucueps3uja oBor pe3mjyasia ce MOYKe IMPUKA3ATH Uy OOJIUKY

D(e;) = o*(L+ X[ (X X)) ' X)),

rae je X ausaju Marpuna Oes i-te oozeppanuje. Caja BazKu
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eiv(i) _ 1*hi _ k ~
b o G e
\/1_hi \/l_hz
Kako je
. ) e
(n=p=1)6" = (n—p—2)50 + 5 Y

EkcTepHO cTy/IeHTH30BaHe pe3uayaie MOXKeMO MPUKA3aTH y OOJUKY

e*—e-( n—p—2 )5
ORI —p-1) -

IITO HaM oMoryhyje jga mx m3padyHamo, He pajehum perpecujy 6e3 m3zocra-
BJ/beHE 003epBalje, MOHOBO.

Casa ce MoxKe JedUHUCATH jeTHOCTaBAaH TecT 3a ojapehuBame ayTiajepa
3aCHOBAH HA TOMeE Jla eKCTEePHO CTYAEHTU30BaHe pe3yjaJjie KapaKTepuiie Be-
JIIKa arnocosryTHa Bpeanoct. Hamme, tect crarmcruka he mam Outn Gamr ef
KOja, aKo je MoJies1 KOpeKTaH, Tj. aKo i-Ta ob3epBaluja ce yKJjiala y MOJel
JaK U KaJ| je H30CTaBUMO JIOK (opMupamo ucTd, uMa CTYIeHTOBY ty_p_o
pacrojeny. ¥YKOJIHKO TecTupaMo k Tadaka, Tpeba KpUTHIHY 00JIacT Ja cMa-
BUMO Tako Jla je BepoBaTHONa cBake 7.

Ymuuajne mavke cy OHe YUjUM HM30CTaB/balbeM OM ce MOJes 3Ha4dajHO
npomenuno. Jemra o Mepa yrunaja je u Kykoso pacrojame. OHo je gedun-
HCAHO Ca

b B=Ba) ™ XTX(B - Bwy) _ (Vi = Vi) (Vi = Vi) _ eihi
' (p+1)62 (p+1)62 (p+1)62(1 — hy)?
(&)l
T+l 1-h

Bujuwmo j1a je y 0Bo pacrojare HHKOPIOPUPAHO U OJICTYHAHE O/ MOJIesIa 1
TeKnHa cBake Tadke. Jloroop je jia ce tauke 3a Koje je KyKokBo pacrojarme
Behe o1 1 cmarpajy yrunajuum, ajim jia Tpedba oOpaTUTH MaKiby U Ha OHE
ca pacrojameM Behem ox 0.5. [lo 3ak/byuka ce moxke jgohu mopehemeMm ca
kBanTminMa Purmrepose F, 11 ,_,_1. Ce mro je Behe ox 50% kBamTmia ce
MOZKe CMATPATH BEJIUKUM PACTOjAEHEM.

1.4.2 IIpoBepaBambe HOMAJTHOCTHU

-QQplot
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Theoretical Quantiles

Im(Price ~BDR + FLR + FP + RMS + ST + LOT + BTH + TAX + CON + GAR + CDN + ...

-TeCTOBH HOPMAJHOCTH (HEKH OJ TeCTOBA 3aCHOBAH Ha EMIHPHUjCKO]
dbyukmuju pacnogene: Konmoropos-Cymupros, Aujgepcon-/lapmunr (AD)),
Kpawmep-Bor Mucecos (C'M) ura, anupo Bunk (SW)...) Boauru pauyna
113 Cy HEKH OJ] TeCTOBA JU3ajHUPAHM 34 [MPOCTEe XHUIIOTe3e Ma YKOJIUKO Ce KO-
pHCTE 3a CJIOXKEeHe XHUIIoTe3e Tpeba IPBO OLEHHTH PACIOAEIY MO HYJITOM
XHIIOTE30M.

Vkparko hemo nmpukasarn meke Tecrope. IlpermocraB/baMo 1a Cy CBH
TEeCTOBH IpeJBUNEeHH 3a IIPOCT CJIydajaH y30paK oomMa n.

K S rect Tecr cratucruka je K.S = sup, |F,(t) — Fy(t)|. Kpurnuna obaact
3a Tectupame je { KS > c}.

n [ Unle) Fo@(c;); dz. Kpurnama

AD Tect Tect craructuka je AD = L et
—00 Fo(x (17F0

obmact 3a Tectupame je {AD > c}.

. o¢]
CM Tect Tecr crarucruxa je CM =n [~ (F,(x) — Fy(z))*dz. Kpurinana
obmact 3a Tectupame je {CM > c}.
: _ ZimaiXp
SW rect Tecr crarucruka je W = ==——= rje cy a; OvekubaHe
BPEJHOCTH CTATHCTHKA [OPETKA CTaHIAp/IHe HOPMAJIHEe DPaCIojesie.

Kpurnana obaacr 3a recrupame je {W < c}.

ITpumep 1.4.1. Tecmupahemo da au pesudyaru umajy npubAUACHO HOP-
MAAHY PaAcnodeny).
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shapiro.test(m.13residuals)

Shapiro- Wilk normality test
data: m.1$residuals
W = 0.98193, p-value = 0.9119

Tecmupahemo cmandapdusosane pesudyane modeaa m.1.

standardizovaniReziduali=m. 1$residuals /sqrt(1-
influence(m.1)$hat) /summary(m.1)3$sig

ks.test(standardizovaniReziduali, "pnorm”,0,1)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: standardizovaniReziduali
D = 0.097172, p-value = 0.9469
alternative hypothesis: two-sided

goftest::ad.test(standardizovaniReziduali, "pnorm”,0,1)

Anderson-Darling test of goodness-of-fit
Null hypothesis: Normal distribution
data: standardizovaniReziduali

An = 0.27609, p-value = 0.9546

goftest:: cvm.test(standardizovaniReziduali,”pnorm”,0,1)

Cramer-von Mises test of goodness-of-fit
Null hypothesis: Normal distribution
data: standardizovaniReziduali

omega?2 = 0.034875, p-value = 0.9603

shapiro.test(standardizovaniReziduali)

Shapiro- Wilk normality test

data: standardizovaniReziduali
W = 0.97035, p-value = 0.6323
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YKOJIUKO je MOJie]T KOPpEKTaH CTaHIapAM30BaHN Pe3UIyaan He O Tpedbaso
Jla OyJy KopeJucaHn W CBU Ou Tpebaso ja umajy ucry gucupesujy. Ilom
MPETIIOCTABKOM JIa, je Hallla IIPEeTIOCTaBKa 0 MOJIe/Iy TauHa CTaH/Iap/IM30BaHU
pesunyaan he nmarn t,_,_;.

Y caydajy Jia HOpMAJHOCT HHUje 3a0BOJbEeHa, 110J] HEKUM yCJIO0BHUMA, Te-
CTHpamba ce MOTY PaJIUTH Kao H JIO cajia.

1.4.3 IIpoBepa XOMOCKEIACTUIHOCTH

-HajjennocraBuuje je ga ce johe 10 3ak/bydka wu3 rpaduka oOIeH-
jeHe BpemHOCTH-pe3uayaun.  llocToju HEKOJMMKO CTAaTUCTHIKAX TEeCTOBA
3a TPOBePYy XOMOCKEeJTACTUIHOCTH aju ce Ha ToMme HeheMo 3aapzKaBaTh.
[Ipukazahemo camo bpojmi-ITaranos recr.

[naBua wjeja Koja €TOju W3a OBOI' TECTA je YCIIOCTAB/baibe JIMHEPAHEe
Bese usmel)y KBaJpara olemenux pesujyaia e; u upejukropa. OHja HyjaTa
XOMOTe3a XOMOCKETACTUIHOCTH IMOCTaje XUIOTe3a Ja Cy CBH KOeUIHjeHTH
y3 IpeIuKTope jeIHaKH Hysda. AJTepHATHBHA XHIIOTE3a je Ja je Oap jemaH
KoepUuIujeHT y3 IpeuKTOpe PA3JIUInuT OJ HYJIE.

Tecr crarnctuka je T = nR? rae je R? koedunujenT nerepMuHanmje 3a
taj nomohuu mozes. [lokazano je jia ako BaykKu Hy/ITa XUIOTE3a OHJIA 1’ ©Ma
IpPUOIHZKHO XZ. ['maBHa MaHa OBOT' TecTa je ITO Ce OBA pACIOjes]a Mermba
VKOJINKO Pe3uyajn HUCY HOPMAJHO pacmojebenu. 3arto je Kpoerkep (y
[2]) mpeamozxkno MoaudUKaIKjy OBOT TECTa 3a KOjy je MOKa3ao ja je pobycHa
Ha PacIiojiely pe3ujyaJsia. ¥ IIpaBo Ta Bep3uja je mojpasyMeBaHa y R-0BCKO]
dyukimju bptest u3z makera lmtest.

Kana ce yTBpanm XeTepocKeJaCTHIHOCT MOYKEMO YDPaJIUTH JIBe CTBapH.
IIpBa, kama mucmep3wja 3aBHCHE TPOMEHJ/bUBE 3aBUCU O] OUeKUBAHE BPE-
HOCTH, je Jia U3BPIIeMO HeKy TpacdopMallijy 3aBucHe mpoMeH/buBe. /Ipyra
MOryhHOCT je jia ce NPUCTYIU TeXKMHCKO] PErPECHUju.

Tpaucdopmarnuje npoMeHbUBUAX

Heka je f(y) tpancdopmanuja 3aBucae npomenspupe. O3Hadnmo ca m =
E(Y). Tana je
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Axo je D(Y) ~ m ouna je f(y) = /y. Ao je D(Y) ~ m? onna je

f(y) =logy.
O KakBOj Cce 3aBHCHOCTH JIUCIEP3Uje 0l OUCKNBaha THIE MOKEMO BUIETH

ca rpaduka |e| ~ Y.

1.4.4 TexxuHCKa perpecuja

. 2 .
[Ipernocrasnvo ma je D(Y;) = 2- tie je w; nosHata KoncranTa. Taja hemo
1
HOCMATPATU MOJIEJI

p
Yi\/wi = ﬁ()\/wi + ZXij\/wi + €/ W;, ] = 1,2...,71.
j=1

[TocraB/ba ce nurame Kako ojgadbparu ojaronapajyhe rexkmue. YKOJIUKO je
D(g;) ~ 7 onjia je najbosbe y3eru ja je w; = xi VKouKO je 3a Y; u3BpueHo

2 .
n; mepema D(Y;) = - onakie je w; = n;.
1

1.4.5 IIpoBepa HEeKOpPeJNCAHOCTH

o caja cMO yBeK HpeTIOCTaB/baJIH Ja CY TPEeIIKe MOJesia HeKOpEeTHCaHe.
To 6u Tpedasio u nposepuru. ypdbun-Borconos tect ce yecTto KOpUCTH 3
TECTUPAe HEKOPEeJIMCAHOCTH. TecT craTucTuka je

n 2
D— thz(et — e 1)
a PR
t=1 “t
yKOJII/IKO Cy peBI/I,HyaJII/I HeKOpeﬂI/IcaHI/I TeCT CTaTHCTHKa HNMa HpI/I6JII/I}KHy

BpegHocT 2. Bpemgnocru uamely 2 u 4 ynyhyjy Ha HeraTuBHY KOPEJTUCAHOCT,
a Bpeanoctu u3dMehy 0 u 2 Ha MO3UTUBHY KOPEJIUCAHOCT.

I'enepanun3oBanu mMeTon HajMamkUX KBaapara

[enepasin3oBanu MeTO/I HajMAHUX KBaJApaTa je 3alpaBo YOIIITeHhe TeXKNHCKe
perpecuje.

I[Ipernocrasumo na je Cov(e) = Yo? rae je X cuMeTpUdHA, MO3UTHBHO
nedUHUTHA MATPHUIA, Taja je olleHa 3a [ reHepaJim30BaHOM METOJIOM Haj-
MamuX KBaJipaTa Jara ca

Bor = (XTS ' X)) IXTe Yy
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Jlaspe, mocToju oproronanna Marpuma M Taksa ma je X = M DM rue
je D mujaronamna matpuna. Heka je S = M+/D. Tana je

STV =STIXB+ 57
D(S7'e) =01

Kazna je ¥ nemosmaro mocroje pasue Meroze 3a omeny ucre. O Tome ce
MOZKe BHUIIe casHaTu y [4].

1.5 Jomr Heke TpaHcdopMalnunje 3aBUCHE
IIPOMEH/bUBE U IIPEINKTOPa

1.5.1 Tpauncdopmariuje 3aBUCHE IIPOMEHJbUBE
Bokc KokcoBa TpacHopMmarinuja

[TopeJ; oHEX KOje CMO HAIIOMEHYJIH, 3 CTaOUJIM3aIlN]y JICUIIEP31je, BEPOBATHO
cy najBumie Kopumihene Bokc-KokcoBe Tpancdopmarmje.

Y1
v { —5— 3a A # 0
! logY; 3a A=0.

[locraB/ba ce nurame Kako na ogabepemo A. Omenmhemo ra meroaom
. A

MaKCHMAJTHE BEPOJOCTOJHOCTH, IO/ IPETIIOCTABKOM JIa Yi( ) mva HOPMAJTHY

pacnojiesny. PyHKIMja BEPOJIOCTOJHOCTH je

1 _oWoxpTeWNoxs) a1
L()\,O"Y) == W@ 202 (];Il:}/l) .

(Y™ - Xg) (Y — X5

202

log L\, oY) = —glogQW—glogUQ— )—i-(/\—l)(HYi)
1

1=
(1.6)
Omnene 3a  u 0° ce mobujajy Kao W JIO caja, a A je OHa BPEIHOCT KOja
MaKCUMU3UPa DYHKIH]Y

2

N _ xgT (YO _ -
(X0 L ([ v

i=1

C ob63upoM Ha TO Jla MOJeT UIaK Tpeda ja Oyae mHTeplperabuiaH, Tpeda
y3€eTH Hery CMUCJIEHY BPEJHOCT 3a A, a oneT ” JOBOJ/bHO OJIUCKY” ca ONeHEeHOM
speanoct.  Kopunthemem Buiikcose teopeme nobuja ce ga 2(log L(5\) —
log L()\)) uma rpanudny x3 pactoseiy.
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JacHo je ma ce oBa TpaHcdOpMaIyja MOXKe MPUMEBLUBATH CAMO YKOTUKO je
3aBUCHA MPOMEHJbUBA MO3UTHBHA. Y KOJIUKO TO HHUje caydaj, a 3HAMO Jia je
Y, > —a, 3a nHeko a > 0 oHja ce MOYKe NMPUMEHUTH TpaHchopMalja

‘(A):{ % 3a A #£0
! log (Y; +a) 3a\A=0.

VKO/IKO je a HEMO3HATO MOZKE Ce OJIPE/IUTH METOJIOM MAKCHMAJIHEe BePOIoC-
rojuocTn MakcumusupameM dyuknmje (1.6). Tama 2(log L(A) — log L(Ag))
MMa PPAHUYHY X3 PACIOey.

MyaTunjnKaTuBHU MOJEIN

Y eKOHOMHUjU ce 4ecTo cpelly MoJie/in KOJI KOJUX je cjydajHa I'pelrrka MyJITH-
ILTHKATHBHA, OTHOCHO

Y, =E(Y;|X)e;, i=1,2...,n, (1.7)
rie je

E(Y;|X) = HX@ i=1,2....n.

Opnasze je mpupojHa MPETIOCTABKA Ja Cy CJIydajHe TPEIIKe He3aBHCHE O
npeankTopa u na je F(g;) = 1. JlorapurmoBamem (1.7) mobujamo moges

P
log(Y;) = log A+ Zﬁj log(X;;) +log(e;), i =1,2...,n. (1.8)
j=1

Jlobunu cMo KaacudaH JuHeapHu Mojes. Mehytum us npernocrasge Fe; = 1

He MozKeMo 3aksbyuanTh 12 je E(log(e;)) = 0. [llra Bumre, TO 9eCTO HE BaXKu.

Vromuko log(e;) mvma N (m, 0?) pacnogery E(g;) = e™* % . Onanie mo6mjamo
. 2 .

1a je E(log(s;)) = m = —%. 3aro je mozen (1.8) 60/be npukazaru y o0/MKY

2 p 2

log(Y;) = (log A — %) + Zﬁj log(X;;) + log(e;) + %, i=1,2...,n.
=1

Kako je D(log(ai) + %2) = D(log(g;)) = o2, yciosu teopeme Layc-Mapkosa
Cy 3a/10BOJbEHH TAaKO Ja ce mapamerpu [, ..., B, 0% u fy = log A — 2 Mory

2
OTEHUTHU METO/IOM HajMambnX KBaJipaTa.

40



Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

1.6 IlommHOMMjasTHA perpecuja

[To/imHOMHM perpecuoHu MOJE/IHU CY jeJHa BPCTA YOIIITEHUX JTIMHEAPHUX MOJI-
ena. Koj oBux Mozesa perpecuona (pyHKImja caJipKu KBajpare, ujin Behe
CTelleHe, MpeJIuKTopa. JeJaH IMpuMep TaKBOI Mojesna ou o6uo ciempehu:

Y:B0+61X1 +B2X12+6

Hapagno, ne mopa Outn yK/bydeH caMo jejaH npegaukrtop Beh m Buiie mux,
Kao ¥ YJIAHOBH MHTepakiuje u3Mehy mux, Ha HpuMep

Y = By + B1X1 + BoXi + B X1 Xo + BaXo + B X5 + €.

Tpeba umaru y Buy a yBek Tpeda ojadpaTu MOJUHOM IIITO MAHEr CTeleHa.
[lIocToje nBe cTparermje, MOYeTH O] MOJUHOMA MAJOT CTeMeHa Ha JI0TaBAaTH
JTAHOBE BHIIET Peja JIOK ce He Jo0Hujy ” CTaTUCTUYKH Oe33HavajHu Koedurm-
jeHTn”, WM KpeHyTu oJ1 nojuHoMma Behe cremnena ma cMamuBaTH JIOK CE HE
nobuje 3Hadajan koedunujent y3 npeaukrop(e) najehie cremnena.

Mame oBe Bpcre perpecuje:

1. Bpoj mpomMen/buBuX 3Ha4YajHO pacTe 3a noBehaBameM crTeneHa IOJIu-
HOMA.

2. Excrpanonanuja vuje gobpa.

3. Marpuma X7 X mocraje ”"3apaxkena” ca moehaBameM cTemeHa IIOJH-
HOMA, OJIHOCHO padyHaihe HHBep3a MaTpuie Huje noysgano. O Tome he
OWTH BUIE peYU Y HAPEIHOM IIOIJIABJBY.

4. Omnene KoedumnujeHara Mory OUTH BeoMa KOpeTUCaHe.

Hekwu o1 mpobsiema, moceGHO KOpeIucaHOCT OleHa, ce MOTY PeIluTH IeH-
TpUpambeM IPeJUKTOpa, Tj. KaJa ce y MOJe], yMecTo Xi,.., X, yBpCcTe IeH-
tpupane npomensbuse X; — Xy, .., X, — X,,.

1.7 MyJaTUuKOJIMHEAPHOCT

o caga camo mpeTmnocTaB/bajin Ja je Ju3ajH MaTPUIa MAaKCHMAJHOL PaHTa,
Tj. Ja Cy CBH NPEJUKTOPU JIMHEAPHO He3aBUCHH. HapaBHO, y mpakcm ce
To yBeK He joraha. Yecro je ma m3melhy mUX He mocToju Gall JuHEAPHA
3aBHCHOCT aJIi Cy BeOMa KOpeJINCaHU. ¥ OBe /IBe CUTyallyje KazKeMo J1a TajIa
nocroju npobemM MyaTuKojmHEeapHOoCcTH. Hekwm o passora 3060r KOr ce TO
JerraBa cy caejaehmu:
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e IIpeBuiie npeaukTopa y mogesy (Buie ox ob3epsamuja). Opaj
npobIeM Ce jaBba TeCTO Y MEIUNUHCKAM HCTPAKHBAIEMA Y KOJHMA
UMa OPEeMaJio MalijeHaTa y HCTPaKuBaIby.

e Hempenusna d¢dopmynamuja mozaesia. DBecrnorpebno yodanuBame
Behux creneHa MpeauKTOpa WU cabupaka KOjU Ce OJIHOCE Ha HhbUXOBY
nnrepaknujy. Ha npumep, ykojimko umamo JjiBa npegukropa Xi u Xo
Moz 12 je X1 X9 HenoTpebHo ydamuT y MOJIEI.

e YbamuBame y MoOJeJ NpeaumKTopa m3Mehy Kojux mpupomgHO
MOoCTOju JuHeapHa Be3a. Ha npumep, ybamutu y Momen mpeank-
tope BPYTO mnara, HETO mrara u TAPA miara.

e Y30pak Ha KOMe ce BpIile o03epBaryje je yCJIOB/b€H HEKUM
OTpaHUYEHUMA y MOMYJIAIUjUu.  Y30PKOBAHE BPIIUMO U3 ~MOT-
normy/anyuje” Ha KO0joj Cy IPeTuKTOPU BeoMa KOPEJTUCAHH.

Ako usmely mpeamKTOpa MOCTOjU JIMHeApHa 3aBUCHOCT, Marpuna X @ X
HUje MHBEPTUOWTHA W OHJIA OTeHa 3a [ HUje jeMHCTBEHa. Y OBOM IOIJIABJBY
BHAeheMo Jia je TaKBY CHUTYaIlHjy JIAKO JETeKTOBATH, JOK je TO KOJI, IIPeTHK-
TOpa KO/ KOJUX IOCTOjJU MPHUOJIMKHA JTHHeapHa 3aBUCHOCT 3HATHO Texke. Be-
JIMKe JIMCIIeP3Huje OIleHA YeCcTO CY je/laH OJi MHAMKATOpPa IMPUOINZKHE MYJITH-
KOJIMHEAPHOCTU. 300T TOra Ce MOXKe JIECUTH ~JIazKHO  MPUXBATAE HYJITe
xurorese jia KoeduiujeHTn y3 mpeJuKTope Hucy 3Hadajuu. Takohe, ouekyje
ce Jla ce, YKOJUKO Cce HeKH IojaTaK caMO MaJio HpPOMEHH, JOOUjy 3HATHO
pasmauTe oreHe Koeduimjenara.

Hajuemhu mokaszare/b MyaITHKOIHHEAPHOCTH je hakTop WH(MpIaNuje auciep-
suje  (variance inflation factor) VIF; = ﬁ, rae je TOL;, = 1 — RJQ-
J

TOJIepaHIja, a RJQ- KoeUuIujeHT aeTepMUHAINje MO/IeNa y KOMe je 3aBUCHA
IpOMeH/bUBa X, a He3aBHUCHe cBe ocTaje. Jacno je ga speanocr VIFj-a
6JIMCKa jeIMHUIN TOBOPH Ja X, HUje y JUHeapHOj Be3! Ca OCTAINM IIPeIuK-
topuma. Cmarpa ce ga npob/eM MyJITUKOJIUHEAPHOCTH MOCTOJH YKOJIHUKO je
VIF; > 5. Jenno pemteme npodsema je ja ce usdale HeKH IPeJUKTOPH, aJIl
ce Ty MOKe HAIIPABUTH I'PEIIKa MPUJIUKOM HUXOBOT H300pa.

1.8 AmnHajan3sa rjiaBHUX KOMIIOHEHTN

[Ipobiem Koju ce jaB/ba y MHTEPHpETAIUjH MOJEIA IOCTETUINA je Herone
OCET/bUBOCTH HA PA3JIMYUTE MEPHE CKaJie 1oJIa3HuX npegaukropa. Hajjeanoc-
TaBHUjU TpuMep O6uo Ou ka1 Ou Hiip. X Oujia pe/loBHA IPUMaha y JUHAPUMA,
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a Xy JoJaTHA MecedHa NMpUMarba y XmbaJaMma auHapa. Mepre jegmnure,
OJIHOCHO CKaJla, CBAKAKO YTUUY HA JIUCIIEP3Hjy Ha ce MOXKe JIECUTH Ja jeJaH
HPEeIUKTOP JOMUHUPATH MPBOM IVIABHOM KOMIOHeHTOM. OBaj mpobsem ce
MOZKe PEeIuTU CTaHIapAn3alnjoM MOoJe/a, Ka/la ce KOBapHjalnoHa MaTpPUILA
HOKJIalla Ca KOPeJAIMOHOM MaTpumoMm. Jlakje cranmapam30BaH MOJEN ce

MOZKe IIPeJCTaBUTH Y O0JTUKY: S; = ﬁ, sai=1,2,...,puYy = Yy-Y.

Y Ja/beM TEeKCTY HPeTHoCcTaB/baMo Ja je MOJe/ CTaHIapAn30BaH, Tj. 1a
ce nu3ajH mMarpuna X CaCTOjU OJ] CTAHJAAPAN30BAHUX HPEIUKTOpa (MOZKEMO
MPETIIOCTABUTH U JIa HEMa CJI0OOIHOT WIaHa jep CMO MOKa3a/Id Jia ce 100uja
VIPaBO TAKAB MOJIE] aKO CTAHJIAD/AN3YjeMO U 3aBUCHY MPOMEHJbUBY.).

Jeman o HaYMHA A PEMUMO TPOOJIeM MYJITHKOJTHHEAPHOCTH je Ja
u3bammo Heke npomenspbuBe. Veja je ja ce moJa3HU CKYIl MPEAUKTOPA 3a-
MeHH HEeKHM IbUXOBHM JMHeapHuM KoMmbOunaimjama (k < p) Koju caiapike
cKopo mcry mH(pOpMaIujy Kao moia3anu ckyn. Heka je Z = X A nuneapna
TpaHcdopMalyja IpeJuKkTopa, 2, = a1 X1 + a1 Xo + - - - + a4, X, ura. Taga
je D(Z;) = al'Sa;. Bes ymamema onmrocTn MOXKeMO IPETIOCTABATH & je
MaKCHMaJIHa JIUCIep3uja, y3 yeJaoB ja je |a;| = 1 6am D(Z;). Z; hemo 3Batu
npea 2Aa6Ha Komnonenma. bes ymamerma OMIITOCTH MOZKEMO PETIIOCTABUTH
1a je as BEKTOp 3a Koju je |as| = 1, asXs je oproronasnno ca Z; u a Ya, u
alXay je makcumasno moryhe. Z, = al X spahemo dpyezom 2nasnom komno-
nenmom. llocTymak moHaB/baMo, IPHU YEMY je CBaKa OJ HAPEJTHUX [VIABHUX
KOMIIOHEHTH OPTOTOHAJIHA Ha CBE IMPETXO/HE.

Jlema 1.8.1. Heka je X K08apujauuona Mampuya CAYwajHo2 8exmopa X .
Hexa cy A\ > Xo- > A, > 0 wene concmeene epednocmu. Tada je i-ma
2aasna Komnonenma dama ca Z; = vi X, sa i = 1,2,...,p, 2de je v; i-mu
CONCMBEHYU BEKMOP.

[Tpumernmo na je raga D(Z;) = \;, Kao u na je 3a ¢ # j Z; OPTOrOHATHO
a Z;, (Cov(Z) = VTSV = Diag(A, ..., \p) = Dy).

Jlema 1.8.2. Heka je Z = VI X. Tada je

p

ZD(Xz‘) = ZD(Zz‘) = Z/\z‘-

i=1

okas. Kako je Dy = VISV sakmyuyjemo ma je > o D(Z;) = tr(D,) =
tr(VISV) = tr(%).
U

[Tocnenuna oBe Jeme je mda pOTUpAmEM KOOPJAMHATHOT CHCTEMa HUCMO
HPOMEHUJIM YKYIIAH BapujabU/IUTeT CUCTEeMa, Kao U Jia je YJIeo 00jallbeHor
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BAPHAGHINTETA i-TOM IVIABHOM KOMIOHEHTOM —pi— 3a i = 1,2..,p. Cwma-

X A

i=1""

Tpa ce Ja Tpeba 3aIprKaTh OHOJMKO KOMIOHEHTH KOJHMKO je IOTPeGHO 11a ce
objacau Gap 80% nenoKymHOr BapujaduIMTeTa.

Paﬂl/l TyMaveha IVIaBHUX KOMIIOHEHTHU 3TI'0JHO je B KaKaB yTHHaj CBaKN

OJ1 IPEJUKTOPA UMa Ha -Ty [JIABHY KOMIIOHEHTY.

Jlema 1.8.3. Koedpuuyujenm xopenravuje usmehy Z; u Xy je

. Uik\//Ti

Haspe, kaxo je ¥ = VDVT saxmyayjemo u na je D(Xj) = >0 | N,

CrangapanzoBan mozen Y = X0 + € ce mMoxe mpukaszatu y OOJIHUKY
Y = Zn+ e tue cy Z riaBHe KOMIIOHEHTE JIOOMjeHe O] CTaHIapIM30BaHUX
IPEIUKTOPA.

Taja je omeHa HeMO3HATOI HapaMeTpa 7) J00HjeHa MeTOJIOM HajMarbux
KBaJipaTa jiata ca

iN=(2"2)"2"Y) = D' Z"Y.

Omasre je D(n;) = % U omaBme BUAMMO JIa MaJje COICTBEHE BPEeIHOCTHU
Y30pPKYjy Besmke auciepsuje oreHe koedunmjenara. Caga je NPpUPOTHO A
Te IJlaBHe KOoMIOHeHTe m3banumo. [lomTo cy cBe ryiaBHe KOMIIOHEHTE Me-
hycobno oproronaJine, m3baluBame jeJHe O]l KOMIOHeHTH Hehe mMarm 3a
MOCJIeTUILY IIPOMEHY OlleHa JPYTuX KoedunujeHata, w orneHe he 3aapzKaTu

0CODOMHY HENPHUCTPACHOCTH.
Mpuvernvo jom na X0 = XVVT§ = Zn, vae je n = V7'6, ma cy ouene

nosasuor Mozena 0 = VI D' ZTY =3P \/%vkv,erTY.
Hexa je ycmosunu 6poj (conditional number ) n; = ’\’/’\ﬂ
J

Cwmatpa ce ga Bpegaoctu Behe o 30 Tpeba J1a yiyTe Ha Ja/be HCIINTHBAE
THX o03epBalyja.

HpeTHOCTaBI/IMO Jda CMO 7" IVIaBHUX KOMIIOHEHTHU OJJIYYINJIN Jda 3aAPzKUMO,
a ImpeocTaaux p—r jaa u3bdbanumo. 3aro hemo nmpuka3aTu riaBHe KOMIOHEHTE

A
HIpUKA3aTH y OOJIUKY Z = 7 ) re cy Z, 3aJpzKaHe KOMIOHEHTe a
(p—r)

Z,_p n3badeHe KOMIOHeHTe. AHaJI0rHO heMo mpHKasaTi U BeKTOp Koeduru-
jemara n = (ninl_)7. Kako je Z = XV saxmyuyjemo ga je Zyy = XV
(Viry je marpuma koja ce cacroju oj npsux r kojiona marpuie V, a Vi,_p

44



Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

MaTpUIia KOoja Ce CacTOju OJ HPeocTauX KoJIOoHA). HoBH MOmen ce MowKe
HMPUKA3ATH Y OOJIUKY

rae je Ny = (

rae je 5T = ‘/(T)n(r).
Henosnar nmapamerap 0 onenuhemo ca V,.)7),. Mcnmrajmo nenpucrpacHocT
OIIEHe.

Y =Zune +€=2n +¢,

=
o3
N—

Y = X6, + &,

E(V(r)ﬁ(r)) = V(T)E(ﬁ(r)) =V = (V(r) 0) ( 778’) )

T Iy O 0 0
= (Vi 0) (Vi) 0) 6:( 6) 0):6—(0 I(p_r))ézé—v(prmn_r.

M3banuBarme rJIaBHUX KOMIIOEHHTH MMa 3a MOCJEANILY MPUCTPACHOCT OIeHe
3a 0,. Heka je 0 omena 3a 0, kaz je r = p. Tana je

Cov(d) = VD'V = V( Dt 0 )VTU2
B B 0 D*

p—r

= 0.2 (M’DT_I‘/TT + ‘/p_TDp__lr‘/pjlr)

[IpBu cabupak mpejcTaB/ba KOBapHUjallnjy ONEHEHNX HapaMeTapa Ha OCHOB 7
3aJIPKAHUX TJIABHUX KOMIIOHEHTH a OCTATaK, JIeO KOjU je HECTAO e/IMMUHAIIM-
JOM KOMIIOHEHTH Koje cy Oumjie " Bumak’ .

Jlakjie, OBUM IOCTYIKOM CMarbyjeMoO JIMCIIep3Hjy OlieHe KoeduiujeHara,
aJil TYOMMO HENPUCTPACHOCT OIEHe.

1.9 Hazyb6s/pena perpecuja

Enreckn nasup 3a 0By perpecujy je Ridge regression.

Jeman o HauMHA 1 ce perrd mpobJeM MYJATHKOJIHHEAPHOCTH je, Kao U
y Caydajy aHaJau3e [VIABHUX KOMIIOHEHTH, je Jia ce Helo3HaT Hmapamverap o
OIIeHN Ca

o, = (XTX 4+ el Xy, (1.9)
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KoncranTa ¢ je Maju mMo3uTUBaH OpPOj KOju yTUYE, C jeJHe CTpaHe, HA IIPHUC-
TpacHOCT OIleHe, a ca Jpyre noBehasa cradbmirHocT onena. OBaj MeToJ ce He
MOpa MPUMEHUTH Ha NeHTpupan Mojesa. Moxke ce nmokasaru jia je

oo = (e(XTX) P+ D)%%

Habumo npucrpacuocr onene

E(,) = (XTX + ey M XTX + el —cI)d =6 — (X XT + cI)™'5.
Onrosapajyha koBapujarmona MaTpHILA, OIEHE je

Cov(d,) = (XTX + ) ' XTX(XTX 4 ¢I) 1o,

OmaBye ce gobuja ga je cyma JHUCIEep3Hja MOjeIMHAYHIX KOMIOHEHTH

tr(XTX +c) ' XTX(XTX +cl) to?) = o*tr(XTX +cl)2XTX)

P
1
_ 2
-7 Z)\(1+C)\Z-_l)2

i=1 7"

[IpumeTumo Jia je TO Mambe OJ CyMe JUCHEeP3uja MOje/IMHAYHUX KOMIOHEHTH

OIleHe MEeTOJIOM HajMarbuX KBaJpaTa o> 1;_1 )\i
- J

OJIABUP ITAPAMETPA ¢

Jlpyru HauuH /1a ce 0Ba, OIleHA MHTEPIPETUpPa je OHa 3alpaBo IIPecTaB/ba
OIlEHY HajMalbUX KBaJipara Ka/la 3a ImapaMerpe IMOCTOjU NOPHhe OrpaHuvYeHe,
OJTHOCHO pellaBa ce IpodJIeM

min(yn — 56)7 (3o — 59), |I3]| < C.

3a HeKo C Koje ce Moxke u3pasutu y GyHKnuju of c. lame, Taj npobiaem je
eKBUBaJIEHTAH TPazKewkhy MUHUMYyMa, (pyHKIH]je

(yo — S0)" (yo — S8) + ¢||4]] (1.10)

Bazkna ocobuna oBe MeToze je j1a ce OHa He MOYKE KOPUCTHTH 33 CEeJIeK-
MHjy TpeJIuKTOopA.

Hanomena: 113 uzpaza (1.10) ce MozKe ce mOKa3aTu Jia ce OBa OIeHa J10-
Ouja MeTo/IOM HajMabuX KBaJapaTa Ka/l I0JJaMO Yy CHCTeM ~ BEeIITadIKe IIPeTHK-
Tope” KOju He yTHYy Ha BPEJHOCTH 3aBHCHE IMPOMEH/bHBE (OJHOCHO 3a KOje
je BpeaHOCT 3aBuCHE npoMensbuBe 0).
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Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

1.10 LASSO

Enreckn nasus 3a oBy perpecujy je Least Absolute Shrinkage and Selection
Operator.

3a pas3iaumKy of oleHe Ha3yO/beHOM perpecmjoM, OBJe je ~Ka3HeHa
dyukmuja” je mara L1 HOpMOM olleHe KoeduImjeHaTa, 0JIHOCHO

p

), = arg méin(yo — 80)  (yo — S0) + CZ |6;]
j=1
Cajza ce MoxKe JIOOMTH Jla je BpeJHOCT HeKOr oj1 Koedunujenta 0, u To
mTo je Behe ¢ BuIlle je TAKBUX. 3aTO Ce OBaj METOJ MOXKE HCKOPUCTUTHU 34
CeJIEKIN]y MPeauKTOPa.
1 xox nasyb/beHe u oBe perpecuje, ¢ ce Hajuenihe Oupa Kopuihemem
KpOCBaJTHIAII]e.

1.11 3agamm

1.1. /lokazaru Teopeme 1.1.2 u 1.1.3.
1.2. IlocmaTpajmo mMomene
Y=Xp+¢
Y* = X"B+¢e,
rie je
1. E(e) =0, Cov(e) = oI,
2.Y*=1Y, X*=TX, e =Te
[TokazaTu na ce onene KoedunyjeHara 3 Ha OCHOBY MPBOT H JPYTOT MOJeIa,
MeToJIOM HajMalbuX KBaJpaTa, HOKJIalajy, Kao U olleHe jJuclepsuje o-.

1.3. [MokazaTu na yKOJIMKO BakKu ajTepHATHBHA XHUIOTe3a KOJMMIHUK (1.2)
nMa nomepeny Pumreposy pacuogerny F, ,—p—1(9) u ogpennrn 6.

1.4. sBectu nopmyiy 3a h;; y ciydajy mpocre perpecuje, y dOyHKIHJH O]
XZ‘, Xj u Sg

1.5. V nakery PASWR nazasn ce 6aza URLadress y kojoj je 30 ob3epBaruja,
0 KOJMYUHH CAadyBaHUX IIOjIaTaKa M BpeMeHa KOHEKTOBaHOI Ha llHrepwner.
Vcnuratu ga Jd mocToju JauHeapHa Be3a u3Mmely oBux mogaraka. Popmu-
paTU MOJIeJT ¥ IPOBEPUTH HErOBY KOPeTHOCT. ['padudku mpejcTaBUTH O/Ir0-
Bapajyhe 95% wmureppase nosepema u npeasulama. YKOIMKO je MOTPEOHO
n3daIuTH ayTiajepe U3 cCKyla od3epBaliuja.
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Ilornasspe 1. JIuneapuu mosesin

1.6. Ilokazaru jga y ciaydajy mpocTe JUHeApHe perpecuje, 6ap jeJaH eeMeHT
T
MaTpHIIE % TeXKW HYJIU KaJ N TexKu OeCKOHAYHOCTH, Kao W 1a h; Texn

HYJIN.

1.7. IlpernocraBuTe j1a mMaTe JUHEAPHU MOJIE/ KOJI KOra je 1000 aH “IaH
HyJa, a au3ajH marpuia je X = [,.
a) [Tokazaru ja je onena Ha3yOJ/bEHOM PErpecujoM Jarta, ca

Ho_ Y
BZ_]_-}-C’

re je ¢ nogemasajyhu mapamverap (Bugu (1.9)).
6) Halim LASSO oneny meno3narux mapamerapa.
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YouiiTeHn JIMHEAPDHN MOJAEJIN

Jeana o rIaBHUX MPETIOCTaBKa JUHEAPDHUX Mojetra Ouiaa je HOpMaJiHA
pacrojiesia 3aBUCHe TpoMmeHs/bUBe. [IpuceTnMo ce, meHy cpejmby BpPeIHOCT
MOJIETUPAJIA CMO JIMHEAPHUM MOJIETIOM.

CBakako Jia je Ta IpeTiocraBKka y MHOTUM CHTYallujaMa HepeasHa. decto
ce JielaBa Jia Cy 3aBHCHE [POMeHJ/bUBe JUCKpeTHOr Tuia. HajjeanocraBuuju
npuMep O6u OmTa TpMeHsbUBa Y KOja 3a CBAKy BPEIHOCT IPeIUKTOpPA y3UMa
camo jBe Bpeanoctn: O mim 1 (Kareropuduka mpoMeH/bUBA Ca JIBE BPEJIHOCTH:

JA wmn HE, UICTUHA win HEVMCTUHA, 3A wiu [TPOTUB). /laxie,
YCJIOBHA, PACIojesia PeJInKTopa je

Yi| X : < 1_7?(XZ-) 7T(A1Xi) )

Perpecuona ¢ynknuja je

E(Yi|X;) = m(X;)

JacHo je, jia y 0BOj cuTyanuju, JuHeapHu Mo/jiesl He Ou 6o ajiekBaran. Hekn
oJ1 pasJiora cy cJjejehu.

1. I'pemike Mojiesia He MOTY ce MOJIE/IUPATH HOPMAJHOM PAaCIO/Ie/I0M, UIN
HEKOM JIPYTOM a0COJIyTHO HEIPEKHIHOM ¥ CMETPUYHOM OKO HYJIE.

2. Jlucnepsuja rpemaka mojiena Huje KoHcranTHa. Baxum: D(Y;|X;) =
7(X;)(1 —7(X;)) = D(gy).

3. C ob3upom 1a je perpecuona (byHKIHja BepoBaTHoha Tpeba ma Oyie
3a,10B0/beHO Ja je (X;) € [0, 1]. 3a muneapny GyHKIUjy TO OUHIIETHO
HE BaKu.

49
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MebhyTtum, moryhe je agekBaTHO TpHCMhOPMUCAHY CPeJIEbY BPETHOCT Y —HA
MOJIeTUPATH JIMHeapHUM MojesnoM. [lpu u3bopy tpancdopmanuje Tpebda
MMaTH y BHIY Ja HaM Tpeba Heka MoHoTOoHa (dyHKIHja kKoja ciamka (0,1)
y ckyn R. Kao majupupojanuju uzdop 3a To Hamehe ce unBep3 pyHKIuje
pacrozieie HeKe alCoJIyTHO HENpPeKu/He CjydajHe BejudnHe ca Hocadem R.
Jaxne, npernoctasuhemo na je F~1(m(X;)) = B1X; + Bo. 3a cana, paaum
JeTHOCTaBHUjer 3alnca, MPeTIoCTaB/haMo Ja UMaMo jeTIaH TPeJIuKTop. Y 3a-
BHCHOCTH 0] n300pa ['-a pa3/mmKyjemMo HEKOJMKO BPCTa, PErPECHOHUX MOJIeIa.

IIpobuT perepcuja

Heka je F(z) = ®(z), dynknuja pacnogene cyqajue sesmanne ca N (0, 1).
Tana je 7(X;) = ®(85 + 57 X;), onnocno @1 (7(X;)) = B + B X; nuneapnu
mojest. OBa rpancdopmanuja je mo3Hara 10/ HA3UBOM Npobum mpanchop-
MAYU]a.

Cnenelin npuMep je MOTHBAIIMOHHU 3a IOCMATPAEe YIPABO OBE BPCTE De-
rpecuje.

ITpumep 2.0.1. Ilpemnocmasumo da ucnumyjemo 3a6UCHOCT, MEMNEPQ-
mype Y 00 eaancrocmu 6asdyra X u da ce npozacuiasa 8aHPeOHO CMatbe
yroauro memnepamypa npehe nexu xpumuywnu Huso C. Hexa je Y, unduka-
mop sampednoz cmarva. Ilod npemnocmaskom da je Y; = aX; + b+ ;, 2de
{ei} je Taycos beau wym, modeauparve EY, ce c6odu na npobum pezpecugy.

[TapameTpu Mojesa ce MOTY ONMEHHTH MeTO/IOM MaKCHMaJHe BEepOI0CTO-
JHOCTH Kao MTO he OUTH MPUKA3AHO y JIOTHCTUIKOM PEIrPECHOHOM MOIEJIY.

Jlor-BejoymoBa perpecuja

m(X;) =1 — e Omasze je F; (n(X;)) = log(—log(1 — 7(X;))) =
Bo + B1X1.

OBa Tpacudopmalimja, 300r CBOje ACHMETPUIHOCTH, Ce Hajuerrhe KOpucTu
3a MOJIEJIOBaIbe MAJIMX W BequkuxX BepoBarnoha ycmexa. [lo3mara je mon
HA3UBOM mpanchopmayuja umepuparoe aozapumma ( complementary log-log
regression).

JlorucTuyka perpecuja

Bo+B1X;
(X)) = 1
Onasze je F; ' (7(X;)) = log (JST)((X))) = Bo+5:1X;. Osa Tpancdopmanyja

je To3HaTa MO, HA3UBOM 402U MPAHCHOPMAUL]A.
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X;
Kommunnk —=i- ce nasusa xeoma (odds.)
1—7(X;)

[IpumeTnmo J1a Kaja ce 3aBHUCHA IIPOMeH/bUBa MoBeha 3a 1 oHja ce Jiora-
putam KBOoTe moBeha 3a [3;.

[TapameTrpe Mojie/ia OlEHYjeMO METOJIOM MaKCUMAJIHE BEPOJIOCTOJHOCTH.
Jloraputam (yHKIje BEPOIOCTOJHOCTH je

L) =3 (Vilog (175 4) + Ios(1 = 7(X0)

n

= ZK(BO + ﬁlXZ) — Zlog (1 + eﬂo+ﬂ1Xi)
=1

i=1

Makcumym oBe dynkiuje oxapehyje ce mymepuuku. Heka cy mobujene
OIleHe Bo u Bl 3a Hemo3aHTe Koedunujenre [y u (1. Omapje je onemeHa
perpecuona (GpyHKIHIja o

ePotP1Xi

T(Xi) =

Ounemena jgorut (pyHKIHja je

1+ ePot+BLX;

5‘(X )= Bo + BlX
Haswe, o3naunmo ca m; = 7(X;), kao w; = 7;(1—7;). Tana je nongepucana
CpeuHa
.- Z?:nl wiXi
Doy Wi

[Tonepucana cyma KBaJpaTHUX OJCTYIakba je

SSw = ZWZ(XZ - Xw)2‘
i=1

Moxke ce mnokaszaru Jia Cy CTaHjap/iHa OJICTYIaiba OIleHa I[apamMeTrapa

(Fleiss et al.2003)
X2
ZZ (w58,

E(f) =

\/SSM'

KoBapujanmja onena mapamerapa je

OOU(BO:BI) - 5 .
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Tana je
M7 (X)) = Bo + BlXa
KaO
SENFX))) = \/SE(B)? + 2XCou(By, B1) + X2SE(B,)?
n

SE(#(X)) = 7(X)(1 = P(X))SEA#(X))).
Cajia MOXKeMO HAIIPABUTH U WHTepBaJ moBeperba 3a 7(X).
Tecrupamwe 3HauYajunocTn KoeduiujeHaTa €€ MOYKE TECTHPATH TECTOM
KOJIMYHUKA BepojiocTojuuctu. Kako

A~ A

2log (L(Bo,ﬁl))

L(6o

1101 HYJITOM XHIOTe30M HMa HPHOIUZAKHO X5 PACIOETy, MOKEeMO M3BPIIHTH
TeCTHpPakhe 3HAYAJHOCTU KoepunujeHTa y3 npeJiuKTopa Ha yoOudajaH HAUMWH.

JOoII jetan o1 HaYMHA Ja MPOBEPUMO YTHTIA] CBaKe He3aBUCHEe TPOMeH/bIBe
HAa MOCMATpPaHy 3aBUCHY, Ka0 3HA4Yaj CBAKOI' KoedUIUjeHTa, OJHOCHO J1a
ce HpOoIeHu Jia Jin he ce m3danuBarbeM HEKOr KoeduIlujeHTa U3ryOuTH Ha
KBasiuTeTy mMojena , je Bajos Tect. Kopuctu ce Basjgosa Tect crarucruka

= L i=0,1.
SE(B;)
OBa crarucruka, Npu Baykemy Hysre xunorese (3; = () uma HOpMATHY

pacroiesTy ma ce MOTY HAIPaBUTU OJroBapajyhe KpuTwdne oOJIACTH 3a Te-
CTUpalbe M U3padyHaTH p-BPeJHOCTH TecToBa. Jlo caji HUCMO TOBOPU/IN O
THILY [PEJAUKTOPA. YKOJUKO je MPEJIUKTOP JUCKPEeTHA CJIydajHa BeJMInHA
OHJIa, MOZKeMO X2 TeCTOM HPOBEPUTH 3HAYAJHOCT KoedpUIIMjeHaTa.

Yianose y3opka rpynucaheMO Ha OCHOBY BPEJIHOCTH HE3aBHCHE
npomensbuBe. Jlakie, 3a cBako X; u3 y3opka (opMHpPaAMO MOJCKYI KOjH
YHHE OHU eJIeMeHTH y30pKa 4YHja je He3aBHCHA KOMIIOHEHTa jeJHaKa ojabpa-
Hom X;.

Hexa je m; Opoj esemenara y j-TOj HOATPYNN HOCMATPAHOr y30pKa, j =
1,2...J. Y okBupy cBake HOJIpPyle ce MOXKe OINEHUTH YCJIOBHA BepoBarTHOha
7(X;) = P{Y = 1|X;}. Heka je n; npoj eiemenara y mOArpynu 3a Koje je
BPEJIHOCT 3aBUCHE MPpOMeH/buBe jeqnaka 1. Otmena momenyTe BepoBaTHohe, HA

. A o R 1 .
OCHOBY Jtoructiikor Mozena je 7{Y = 1|X;} = T Taja je oueKuBaH
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mpocedaH Opoj eeMeHaTa U3 y30pKa Uhja je BPEIHOCT 3aBUCHE IIPOMEH/bUBE

1, jemnaxa:

1
nj = mj7rj = mj—l n 6BO+BIX]‘ .

Y 3aBUCHOCTH O] PacCHO/Ie/beHOCTH 3aBHCHE MPOMEH/bUBE Y OKBUPY CBaKe
rpyne, kao u MehycoOHOM OJIHOCY I'DyIla Ha OCHOBY T€ KapaKTEePUCTUKE, KO-
puCTe ce pa3JUYuTe CTATHCTHKE 33 MPOBEPY KBAJUTETA TOOMjEHOT JIOTHC-
THUYKOT MOJIENIA.

IImpconoBu pe3mayann

[IupconoB j-tu pe3uyas je nedpuHucaH ca

. nj—mjﬂj . nj—nj

T (- ay) \/ﬁj( _ Ay

[IupconoBa crarucTuka je neduHucaHa ca

2
C' uma npHOINKHO X7F_.
Ksanuter [IupconoBux pesmmayasia HCIoO/baBa ce TUIHEHUIIOM 13 je ThUXOBa

ovyeknBaHa BpesHOCT (), Kao 1 Jia je 3a CBAKW pe3ujryaJsl Juclep3nja ucTa.

Pesuayanu nesujaiuje

Pesunyan nesujanyje, 3a n; —n; > 0, je gedunucan ca:

d; = 2(nj In—~- + (m; —n;)In 372)
m; P m;(1— Fj)

= Q(njln%jt(mj—nj)ln%)
j L

3a n; —n; < 03a j-Tu pesuayasn ce ysuma —d;,
3an; =0

m
dj = —y ) 2m;|In —2—|,
mj—nj
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/ m;
d: = 4/2m.|1n —2].
j m,; nﬁj

J

D=) d.

j=1

JOK J€ 3a T; = M

Tect craTucTuka je

D uma upubmuzkno x% , pacuogeny. Ilokasyje ce ja oBU pesujyaJiu
Opzke Texke HOpMaJIHO pactiopehenoj ciydajHoj npoMeH/buB0Oj, Hero [Tupcon-
OBU PE3nyaJn.

Y HapeJHOM HOTrIaBsby heMo YONIITUTH MOJese 33 OYeKUBAHY BPETHOCT
BepnynmjeBe pacnojese Koje cMO OBJie TTPUKA3AJIH.

YourrreHn JIMHeapHn MOoJdeJIn

OBu mojzesin ce cacroje o ciegenux KOMIOHeHTH:

e jimHeapHa KoMOMHaIMja KoedulmjeHara Mojiesia

p
n; = XJ'B onnocno n; = fo+ Y X5
i=1
e " mHK” (DYHKIHje Koja MpejicTaB/ba TpaHnchopaMImjy Kojy Tpeda Ipu-
MEeHUTH Ha (DYHKIH]Y CPe/Iibe BPeIHOCTU 3aBHCHE MPOMEH/bUBE, Ja Ou
ce Ta TpanchOpPMUCAHA ITPOMEH/HIBA MOIVIA OHUCATH JTMHEAPHUM MO/I-
eJIOM, OJHOCHO 3a [t; = FY; n 3a muuK QyHKIujy g BazKu

9(pj) =n;
e JIUCIEepU3HUja 3aBUCHE IPOMEH/bUBE Ce MOKe IIPEJCTABUTH Y OOJTUKY

D(Y;) = CV(uy).

Vkomuko je g(z) = x, V(z) = 1 u C = ¢? nobujamMo KIacuvan JUHEADHH
MOJIE.

Vrosuko Y; ~ B(1, ;) pacnogeny u g(z) = F; '(x) = log (ﬁ) uV(zr) =
z(1 — x) 1obujamo JOrHCTHYKY Perpecujy.

Beowma wecro ce y mpakcu jaBpa ciaydaj kaga Y; ~ P();). Taga je yu; = \; n
D(Y;) = \j = pj ma je V(z) = x. Tpeba jom ga oxpenumMo JHHK QYHKIL]Y.
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[Ipumernmo n1a 3a my Tpeba na Baxkn ga cauka (0,00) Ha (—o00,00). 3ato je
npupoan u3bop jauHK dbyskmuja g(x) = log(x).

Hopmanna, 6uromua u [IyaconoBa pacmojesa mpuajiajy eKCIoHeHIIH]a -
Hoj hamumiuju pacnogena. Excnonennujaanoj dpaMuinju ca pacruopriemheM
(pacejamem) npumazajy cBe pacrojese 3a Koje ce byHKIMja TycTuHe (3aKOH
pacro/iesie) MOKe IpUKa3aT y OOJIUKY:

O T () ~d(0)+S W)
f(xv ‘9) =¢c o

[Tapamerap T ce Ha3uBa MapaMeTpoM pacnpuwera. Kama je ¢(7) mosmaro
pajii ce 0 KJIACHIHOj eKCIOHEHIIMjaaH0j (paMUJIju pacioiea.

[Ipumepu: Bepuy/ujeBa pacimojesna, HopMmaJiHa pactojena, [lyaconosa
pacmozesna...(Ha gacy).

Yromuko je T(y) = y u ¢(f) = 6 kaxkemo na ce pagm O PACIONETH Y
Karnonckom obaury. Tana je

EY = —-d'(0) = p
DY = d"(0)p(1) = V(1) p(7).

Hajuenthe je ¢() = a7 u y ciydajy yoUIITeHor JIMHEAPHOT MOJE/A 10~
yi0;—d(6;)
P2 fe(yraiT)

npasymeBamo jia je f(y;) =e 7 .

Hemnoznatu mapamerpu Mojena ce oapehyjy, Kao U y CIy4dajy JOTUCTHIKE
perpecuje, MeTOI0M MaKCHUMaJIHe BEPOIOCTOJHOCTH.

Bparumo ce omabupy JimHK dyHKIEje. YKOJIUKO je JIMHK (DYHKIHU]jA,
olabpaHa Tako /@ je 3a KAHOHCKH mapamerap § = 1) onjga TakBy (QyHKIH]y
HA3UBAMO KGHOHCKOM JIMHK (DYHKIMjOM. JacHOo je Jia je y caydajy JIOTUCTHIKE
perpecuje Kanoncka dyHkiuja 6amr logit HyHKIH]A.

IIpeHocT omabupa KaHOHCKe JUHK (yHKIHje je mTo je Taza X'Y 10-
BOJbHA CTATUCTHKA 3a [ jep je

S0 yal p—d(a] B)—5(y;)

Ly, 0) = e o

2.0.1 Acwummnrorcka cBojctBa MJI oriene

® ACUMITOTCKA HOpMaJHOCT Kao nocieauiia MJIE onene y peryinapaom
cayvajy;

e MOXKe ce CKOpucTuTH Basosa ctaructuka aedunncana Kao y ciaydajy
JIOTUCTUYKE perpecuje;
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e je/lHa OJ Mepa KBaJuTeTa MoJeNa je u desujayuja OJTHOCHO ~Mepa
OJICTYIIAthba TMPETIOCTAB/HEHOr MOJIENA O] :iacnheHor mozena.” Jledbun-
uite ce ca D = 27(I(y, 05) —(y, 0)) rue je 05 onena Hemo3HaTux napam-
erapa y 3acuNeHOM MOJIETy-MOJEIy V KOMe Cy HEHO3HATH MapaMerpu
CpehbuX BPEIHOCTH KOJUX UMa 1. Y OBOM MOJIEIY HEMaMO OTPAHUIEHhe
Ha Te mapaMerpe y BUy Heke (DyHKIUje JTHHeapHOr Mojiesia, Kao IITo je
TO y HallleM MPeTIOCTaB/HEHOM MOJENIy CIydaj. ¥ KOJIUKO je Tpoznato
OH/Ia Ce pa3J/inKa JieBHjallija KOPUCTHU 3a TEeCTUPamhe 3HAYajHOCTU KO-
edunujenara moziena. Hanme, ykosmko je Hy : ja cy Hekux k xoedu-
nujenara y mojey 0, onja M nMa X§+1_,€. [Tonekar ce 2 Ha3MUBa,

CKAJIIPAHOM JI€BHjAIIjOM.

—f1:)*

n—p—1 i=1 aZV(ﬂi)

(cyma kBajpara [TupcoHOBUX pe3u/yasia). Ta;:La 3a TeCTUparbe 3Hava-

jHOCTH KoeduiujeHaTa MOXKEMO KOPHUCTUTH CTATUCTUKY

Kana je 7 Hemo3naTo, MOxKe ce ONEHUTH ca 7T =

Dy — Dy)

T

p+1— k(

KOja YKOJINKO je HyJTa XHIOTe3a TadHa U Foii_pn,—p—1. Haxme, y
CJIy4ajy MpocTe JOTUCTUYKe perpecuje nMaMo JBa mapaMerpa u p = 1.

2.1 IlyaconoBa perpecuja U CJAUYHU MOJEJIN

Kanoncka qmnk dynknuja je g(t) = log(t). Tazxa je

= Z Ui log(exm) — P 4 Const
Y cayuajy 3acuhenor momena je

() = — Z yi + Zyl log (i) + Const
Opnasne je omena 3a u; 6amr y; Oxrosapajyha gesujamnuja je
N N Yi
Dy, j1) = 2(1(u) — 1(f2)) = QZ% log —2(yi — fu) =2y log( ).
Ounrneann Hegocrarak IlyacoHoBe perpecuje je orpaHudere jia ce Cpeji-

Ba BPEJHOCT W JUCIEpP3Hja IMOKJAIajy, MTO Yy HPAKCH YeCTO HUje Caydaj.
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Jla 6u ce oBaj mpoO/IeM IpeBa3UIIa0 MOXKe ce KOPHCTUTH KBasu-llyacoHoB
MOJIeJT, IJIM HeraTUBHE OMHOMHHU MOJIEJI, Y CAy4ajy Ja je aucieps3uja Beha o
odeKuBama, ujin meniapune [lyaconose u Heke Jipyre JIMCKpeTHE paclojielie
(majuenthe memasuna [lyaconoBe pacrojere u myJe).

Y kBasu-IlyaconoBom mojiesry ce camo npernocrasiba jga je DY = Tpu,
TakKo Jia je omeHa 3a 7 Beha oj 1, nHAMKAIMja 32 OBAKBE MOJIEJIe.

[ITo ce Tuvye HeraTMBHO-OMHOMHOI MOJIeJia, OH Ce 3a IIOrOoJaH H300p
napamerpa coju Ha I[lyaconoB mojen, a Jjiu ¢ 003up Jia je Ta BPEILHOCT
Kpajmha TadKa WHTEePBaJia, YCJIOBU PEryJIapHOCTH HUCY UCIYHeHU 1A HeMaMo
yobuuaajny x? pacroenay Bell MemaBuHy ncTe m HyJIe.
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