
Qas 1

• Populaija, obele�je

• uzorak, reprezentativnost uzorka

• tipovi obele�ja:

{ kvalitativno (kategoriqko):

∗ nominalno: krvna grupa, pol, sexualno oprede	e�e,

veriska pripadnost...

∗ ordinalno: razred, intenzitet bola, status studenata

(budzet, samofinansiraju�i)

{ (numeriqko):

∗ diskretno: broj dee, oena na ispitu, broj iskori71enih

dana odmora...

∗ neprekidno: te�ina, visina, vreme qeka�a u redu u

bani....

• deskriptivne statistike: moda,medijana,uzoraqka sredina,raspon

uzorka, interkvartilno rastoja�e,uzoraqka disperzija

• grafiqko predstav	a�e podataka: poligoni frkvenija, kumula-

tivni poligoni frekvenija, histogrami (apsolutnih, relativnih

frekvenija, gustine), boksplot, barplot....

• identifikaija autlajera

Qas 2

• empirijska funkija raspodele je definisana sa

Fn(x) =

∑n

i=1 I{Xi ≤ x}
n

Neke �ene osobine su:

{ E(Fn(x)) = F (x), D(Fn(x)) =
F (x)(1−F (x))

n

{ nFn(x) ima B(n, F (x)) raspodelu

{ uz odgovaraju�e skalira�e, F (x) se mo�e aproksimirati nor-

malnom raspodelom
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Tabela 1: Teorijski i odgovaraju�i uzoraqki momenti

{ neopadaju�a je funkija

{ funkija za odreÆiva�e u R-u je ecdf(x)

• Oe�iva�e parametara EX sa X̄n iDX sa poprav	enom uzoraqkom

disperzijom S̃2
n;

• EX̄n = EX1 i ES̃2
n = DX1

• oe�iva�e parametara raspodele, opis statistiqkog modela i

postavka problema

• metod momenata za oe�iva�e θ, pri qemu θ mo�e biti vixedimen-

zionalan parametar. Oene nepoznatih parametara se dobijaju kao

rexe�e sistema jednaqina koji se dobije kad se izjednaqe teorijski

momenti sa odgovaraju�im uzoraqkim momentima. Ilustrovali

smo metod na oe�iva�u parametara uniformnr U [a, b] raspodele,
normalne N (m, σ2), eksponenijalne E(λ), Puasonove P(λ) i bi-

nomne B(N, p) raspodele.

• osobine oena: nepristrasnost, postojanost, asimptotska nepris-

trasnost

• poreÆe�e oena: oena θ̂
(1)
n je bo	a od θ̂

(2)
n (za parametar θ) u sred-

�ekvadratnom smislu ako je E(θ̂
(1)
n − θ)2 < E(θ̂

(2)
n − θ)2

Qas 3

Metod maksimalne verodostojnosti

Osnovni prinip ovog metoda je da je oena nepoznatog parame-

tra (koji mo�e biti vixedimenzionalni) vrednost koja maksimizira

funkiju verodostojnosti.

U sluqaju diskretnog obele�ja funkija verodostojnosti je
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L(θ) = Pθ{X1 = x1, ..., Xn = xn}.
U sluqaju prostog sluqajnog uzorka

L(θ) =

n∏

i=1

Pθ{Xi = xi}.

U sluqaju apsolutno neprekidnog obele�ja funkija verodostojnosti

je

L(θ) = fθ(X1, ..., Xn).

U sluqaju prostog sluqajnog uzorka

L(θ) =

n∏

i=1

fθ(xi).

Veoma qesto je lakxe maskimizirati neku monotonu transformaiju

funkije verodostojnosti. Najqex�e se maksimizira logL(θ).
Oena dobijena ovomo metodom ne mora biti jedinstvena (radili smo

primer X ∼ U [θ − 1, θ + 1] raspodelu.)
Oene dobijene ovom metodom imaju slede�e lepo svojstvo: Neka je g

neka funkija.U koliko je θ̂n oena metodom maksimalne verodostojnosti

za θ onda je g(θ̂n) oena metodom maksimalne verodostojnosti za g(θ).
Na qasu smo ilustrovali metod prmerima obele�ja iz Puasonove

P(λ), normalne N (m, σ2), binomne B(N, p), uniformne U [0, θ] i uni-

formne U [θ − 1, θ + 1] raspodele i diskretne raspodele za koju va�i

P{X = −1} = P{X = 1} = θ i P{X = 0} = 1− 2θ.

Qas 4

Na qasu smo objasnili osnovne prinipe Bajesovske statistike i

prikazali sliqnosti i razlike sa klasiqnim (frekvenionistiqkim)

pristupom. Glavna razlika je xto je u Bajesovskom svetu nepoznat

parametar sluqajna veliqina sa nekom (apriornom raspodelom). Ta

raspodela se me�a nakon sazna�a o realizovanom uzorku. Upravo ta

(aposteriorna) raspodela je osnov za Bajesovsko oe�iva�e. Najqex�e

se za oenu paramtera uzima matematiqko oqekiva�e u odnosu na apos-

teriornu raspodelu.

Na qasu smo uradili primere za oe�iva�e parametra p kod Bi-

nomne raspodele u sluqaju da je apriorna raspodela uniformna, zatim
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Beta i neka diskretna raspodela. Pored toga, Bajesovsko oe�iva�e

smo ilustrovali na primeru oene parametra sred�e vrednosti Pua-

sonove raspodele u sluqaju da je apriorna raspodela eksponenijalna

raspodela.

Qas 5

Osnovni sastoji svakog statistiqkog testa su:

• Nulta hipoteza (H0) i alternativna hipoteza (H1) (hipoteza koja
se prihvata ukoliko odbaujemo H0); Odabir nulte i alternativne

hipoteze spada u dizajn eksperimenta. To ne zahteva matematiqke

sposobnosti istra�ivaqa ve� kreativnost i iskustvo.

• Test statistika-statistika na osnovu qije realizovane vrednosti

donosimo zak	uqak.

• Kritiqna oblast W (neka vrsta pravila). Ukoliko realizovana

vrednost test statistike upadne u kritiqnu oblast odbaujemo

hipotezu.

Najva�nije je da se dobro postave hipoteze jer od toga zavise svi

da	i zak	uqi.

Primer 1. Smatra se da studenti Matematiqkog fakulteta nat-

poroseqne spadaju u natproseqne graÆane. S i	em da se ove tvrd�e

opravdaju nasumiqno je odabrano 30 studenata Matematiqkog fakul-

teta i izmeren im je IQ.

U ovoj situaiji je prirodno da nulta hipoteza bude da je proseqan

IQ studenata Matematiqkog fakulteta 100 protiv alternative da

je ve�i od 100.

Prilikom statistiqkog zak	uqka mogu�e je napraviti grexke.

H0 taqna netaqna

prihvatimo + −
odbaimo − +

Ukoliko odbaimo nultu hipotezu koja je taqna napravili smo

grexku prve vrste. Ukoliko ne odbaimo netaqnu nultu hipotezu

napravili smo grexku druge vrste.

Verovatno�a grexke prve vrste se naziva nivo znaqajnosti testa i

oznaqava sa α. Verovatno�a grexke druge vrste se oznaqava sa β. 1 − β
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predstav	a mo� testa. Test je mo�niji ukoliko bo	e odbauje netaqne

hipoteze.

Mera testa je α za koje je supH0
P{grexka I vrste} = α.

Dobar primer za ilustraiju vrste grexaka i �ihovog znaqaja je

suÆe�e optu�eniku pri qemu ako se doka�e da je kriv, sleduje mu smrtna

kazna. Svako je nevin dok se ne doka�e suprotno. Dakle, H0 je da je

optu�eni nevin, a H1 da je kriv. Grexka prve vrste bi bila da nevin

qovek strada, dok bi grexka druge vrste bila da je kriva na slobodi.

Jox treba napomenuti da hipoteze mogu biti proste i slo�ene.

Proste su one za koje je raspodela test statistike jednoznaqno odred-

jena. Mi �emo se u ovom kursu uglavnom sretati sa prostim hipotezama.

Nivo znaqajnosti testa se uvek zadaje pre testira�a. Najqex�e vred-

nosti su 0.1, 0.05 i 0.01. Slede�i korak je da se za zadati nivo znaqa-

jnosti testa odredi kritiqna oblast. Jasno je da je za to potrebna

raspodela test statistike pod nultom hipotezom. MeÆutim to nije

uvek jednostavno odrediti, a nekada qak nije ni mogu�e. Zato se qesto

raspodela oe�uje Monte Karlo metodama. Na qasu smo prikazali

algoritam za oe�iva�e mo�i testa (qiji je sastavni deo oe�iva�e

raspodele test statistike pod nultom hipotezom.)

Neki testovi koji se odnose na parametre normalne

raspodele

Pretpostavimo da obele�je X ima normalnu N (m, σ2) raspodelu, pri
qemu na raspolaga�u imamo prost sluqajan uzorak X1, ..., Xn. Qesto se

jav	a potreba za testira�em da m ima bax neku odreÆenu vrednost m0.

Dakle, potrebno je testirati H0 : m = m0 protiv neke alternative.

Najqex�e tri alternative su:

• H1 : m 6= m0;

• H1 : m < m0;

• H1 : m > m0;

Razlikujemo dva sluqaja, kada je σ2
poznato i kada nije.

U prvom sluqaju koristi se test statistika

Tn =
X̄n −m0

σ√
n

. (1)
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Ukoliko je H0 taqno, iz osobina normalne raspodele, zak	uqujemo da

Tn ima N (0, 1). Ovo nam je jako bitno za odreÆiva�e kritiqne oblasti.

X̄n je oena za m tako da ako H0 nije taqno Tn ne�e biti "dovo	no

blisko nuli". U sluqaju prirodno je da je kritiqna oblast oblika

W = {|Tn| > C} jer je raspodela test statistike pod nultom hipote-

zom simetriqna, a mnogo male i mnogo velike vrednosti test statistike

upu�uju na alternativnu hipotezu. Konstantu C odreÆujemo iz uslova

PH0{|Tn| > C} = α. Ovaj uslov se mo�e zapisati u obliku Φ(C) = 1− α
2
,

pa je C = Φ−1(1− α
2
).

Sliqnim razmatra�em zak	uqujemo da je oblik kritiqne oblasti za

W = {Tn < C}, dok je za W = {Tn > C}, i dobijamo vrednosti za C u

funkiji od α.

U sluqaju da je σ2
nepoznato onda u izrazu (1) σ2

zame�ujemo nepris-

trasnom oenom S̃2
n. Testira�e se obava	a na sliqan naqin. Jedino xto

je drugaqije u ovom sluqaju je raspodela test statistike pod nultom

hipotezom. Sada Tn ima tn−1 raspodelu.

Jox jedan bitan pojam u statistiqkim testira�ima je p- vrednost

testa. To je najma�i nivo znaqajnosti testa za koji �emo, na osnovu datog

uzorka, odbaiti H0. Tako da ako je p < α onda odbaujemo hipotezu,

u suprotnom je prihvatamo. Npr. u opisanom testira�u, ukoliko je

alternativa p-vrednost je P{Tn < T̂n}.

Qas 6

Neka je X obele�je koje ima normalnu N (m, σ2). Na proxlom qasu smo

videli kako mo�emo da testiramo nultu hipotezu da je m = m0. Sada

�emo testirati H0 : σ
2 = σ2

0 protiv alterativa

• H1 : σ
2 6= σ2

0;

• H1 : σ
2 > σ2

0;

• H1 : σ
2 > σ2

0.

Kako je nepristrasna oena za σ2
poprav	ena uzoraqka disperzija S̃2

n

prirodno je da upravo ta oena figurixe u test statistii. Najqex�e

se koristi:

T =
(n− 1)S̃2

n

σ2
0

.
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Ukoliko je H0 taqno poznato je da T ima χ2
n−1 raspodelu.

Pretpostavimo da je H1 : σ2 > σ2
0 . Tada nam velike vrednosti test

statistike upu�uju na alternativu. Zato je kritiqna oblast oblika

W = {T > C}. Konstantu C odreÆujemo iz uslova α = PH0{T > C}.

Testovi koji se odnose na dva obele�ja iz normalne

raspodele

Pretpostavimo da su X i Y dva obele�ja sa N (m1, σ
2
1) i N (m2, σ

2
2)

raspodelama. �elimo da testiramo H0 : m1 = m2. Ovo mo�emo for-

mulisati i kao test za H0 : m1−m2 = 0. Nepristrasna oena za m1−m2

je X̄n1 − Ȳn2 i ako je H0 taqno ta razlika ima N (0,
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
) raspodelu.

Zbog toga je najzgodnije da za test statistiku uzmemo bax ovu razliku

adekvatno normiranu da test statistika pod nultom hipotezom ima bax

N (0, 1) raspodelu. Tada testira�e mo�emo izvrxiti na isti naqin kao
u sluqaju da testiramo hipotezu o vrednosti parametra sred�e vred-

nosti jednog obele�ja sa normalnom raspodelom.

MeÆutim, u praksi se retko dexava da imamo poznate disperzije

obele�ja. Sliqno kao pre, tada te disperzije oe�ujemo na osnovu

uzorka. Kako �emo to uraditi zavisi od toga da li je σ2
1 = σ2

2. Kako su

nam ove disperzije nepoznate ne mo�emo do zak	uqka do�i bez statis-

tiqkog testa.

Za testira�e o jednakosti disperzija koristimo takozvani F -test

koji je zasnovan na poreÆe�u uzoraqkih disperzija iz obe populaije.

Test statistika je

TF =
S̃2
n1

S̃2
n2

.

Na predava�u smo videli da ako je H0 taqno onda T ima Fixerovu

Fn1−1,n2−1 raspodelu.

U ovoj situaiji je prirodno da alternativna hipoteza bude H1 :
σ2
1 6= σ2

2, pa je kritiqna oblast oblika W = {TF < C1}∪{TF > C2} gde se
konstante C1 i C2 odreÆuju iz uslova

α
2
= PH0{TF < C1} = PH0{TF > C2}.

Vratimo se sad testira�u jednakosti oqekivanih vrednosti.

σ2
1 = σ2

2 = σ2
Ukoliko smo doxli do ovog zak	uqka onda σ2

oe�ujemo na osnovu

objedi�enog uzorka sa

S2 =
(n1 − 1)S̃2

n1
+ (n2 − 1)S̃2

n2

n1 + n2 − 2
.
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Zato koristimo test statistiku

T =
X̄n1 − Ȳn2√

S2

n1
+ S2

n2

.

Ukoliko je H0 taqno T ima tn1+n2−2 raspodelu.

σ2
1 6= σ2

2 Sada je test satistika

T =
X̄n1 − Ȳn2√

S̃2
n1

n1
+

S̃2
n2

n2

.

Ako je H0 taqno T ima tν gde je broj stepeni slobode

ν =

(
S̃2
n1

n1
+

S̃2
n2

n2

)2

(
S̃2
n1
n1

)2

n1−1
+

(
S̃2
n2
n2

)2

n2−1

.

Qas 7

Neka je θ nepoznat parameter. Neka su Ln i Un statistike za koje

je P{Ln ≤ θUn} = β. Interval (Ln, Un) β% je dvostrani interval

povere�a za parametar θ. Analogno se definixu jednostrani do�i

jednstrani gor�i intervali povere�a.

Neka su L̂n i Ûn realizovane vrednosti statistika. Tada je (L̂n, Ûn)
realizovani interval povere�a.

Va�no je da u interpretaiji intervalnih oena ne doÆe do zabune.

Nije taqno da je P{θ ∈ (L̂n, Ûn)} = β jer parametar θ nije sluqajna

veliqina! Na osnovu nekog drugog uzorka dobi�emo drugi realizovani

interval povere�a, pa je ispravna interpretaija nivoa povere�a da�e

se u β% sluqajeva stvarna vrednost parametra nalaziti u realizovanom

intervalu povere�a.

Za nala�e�e intervala povere�a ptrebno je na�i neku funkiju od

uzorka i nepoznatog parametra qija raspodela ne zavisi od nepoznatog

parametra (sto�ernu veliqinu).

Primer 2. Neka X ima normalnu N (m, σ2) raspodelu pri qemu jsu oba

parametra nepoznata. Na raspolaga�u imamo p.s.u. X1, ...., Xn.. Ci	

nam je da naÆemo 90% interval povere�a za m.
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Potrebno je prvo da naÆemo pomo�nu funkiju od uzorka qiju

raspodelu znamo, a u kojoj se jav	a m. Jedna mogu�nost je

T =
X̄n −m

S̃n√
n

za koju znamo da ima tn−1 raspodelu. Zato mo�emo odrediti kon-

stantu C tako da je P{|T | ≤ C} = β. Zbog simetriqnosti Studentove

raspodele X = F−1
tn−1

(1+β

2
). Da	e, nejednakost |T | ≤ C je ekvivalentna

sa X̄n − C S̃n√
n
≤ m ≤ X̄n + C S̃n√

n
. Odavde vidimo xra su statistike Ln

i Un koje smo tra�ili.

Na qasu smo videli kako mo�emo napraviti intervale povere�a za

m kada je σ2
poznato, zatim intervale povere�a za σ2

. Pored ovoga

razmotrili smo i sluqaj kada imamo dva nezavisna obele�ja X i Y sa

normalnim raspodelama i potrebno nam je da naÆemo interval povere�a

za razliku �ihovih oqekiva�a.

Prikazali smo i kako se mo�e napraviti interval povere�a za p kod

B(1, p) raspodele.

Qas 8

Tema qasa su bili neparametarski testovi saglasnosti sa raspodelom

odnosno da obele�je X ima raspodelu F0.

Prva grupa testova koje smo pomenuli zasnovana je na uniform-

noj konvergeniji empirijske funkije raspodele ka pravoj funkiji

raspodele obele�ja. Za sada pretpostav	amo da je F0 apsolutno

neprekidna funkija raspodele.

• Test Kolmogorov-Smirnova

T = sup
x

|Fn(x)− F0(x)|

Za male vrednosti obima uzorka mo�e se egzaktno isvesti

raspodela, dok je za veliko n naÆena asimptotska raspodelastatis-

tike

√
n|Fn(x)− F0(x)|.

Pokazali smo da raspodela test statistike pod nultom hipotezom

ne zavisi od F0 pa se za odreÆiva�e kritiqnih vrednosti mo�e

pretpostaviti da testiramo nultu hipotezu da je uzorak iz uni-

formne raspodele. Dokaz je zasnovan na slede�oj osobini: Ako
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X ima funkiju raspodele F0 onda F0(X) ima unifrmnu U [0, 1]
raspodelu.

U sluqaju alternative hipoteze F 6= F0 kritiqna oblast za testi-

ra�e je W = {T > C}. U R-u koristimo funkiju ks.test.

• Test Kramer-fon Mizesa

T =

∫ ∞

−∞

(Fn(x)− F0(x))
2dF0(x).

Na sliqan naqin mo�e se pokazati da raspodela test statistike

pod nultom hipotezom ne zavisi od F0.

Funkija u R-u koju koristimo je cvm.test iz paketa goftests.

Ovi testovi su predviÆeni za testira�e proste nulte hipoteze,

odnosno da su svi parametri raspodele F0 poznati. U slǔaju da nisu

oni se mogu oeniti. MeÆutim tada raspodela statistike pod nultom

hipotezom se me�a i ne mogu se koristiti kritiqne vrednosti koje su

dobijene kada parametri nisu oe�eni!

Na qasu smo videli xta radimo u toj situaiji.

Pored ovih testova prikazali smo i χ2
test saglasnosti sa raspode-

lom. U ovom sluqaju ne X ne mora biti apsolutno neprekidna sluqa-

jna veliqina. Ideja je da se domen obele�ja X podeli u k disjunk-

tnih kategorija a zatim prebroji broj qlanova iz uzorka u svakoj od

kategorija i uporedi sa oqekivanim brojem. Neka je Mj broj eleme-

nata u j-toj kategoriji. Tada Mj ima binomnu B(n, pj) gde je pj =
PH0(X je u j-toj kategoriji). Odavde je EMj = npj . Ukoliko je npj < 5
spajamo kategorije. Zbog toga formiramo test statistiku

T =
k∑

j=1

(Mj − npj)
2

npj
.

Ukolko je H0 taqno Tima χ2
k−1 raspodelu. Kritiqna oblast je prirodno

oblika W = {T > C}, osim ukoliko ne �elimo i da se xtitimo od

"namexta�a podataka".

Ako F0 zavisi od nepoznatih parametara onda prvo te parametre

oe�ujemo metodom maksimalne verodostojnosti a zatim verovatno�e

pj odreÆujemo koriste�i upravo te oe�ene parametre. Test

statistika ostaje ista ali je sada raspodela, ukoliko va�i H0,

χ2
k−1−broj oe�enih parametara

.
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Qas 9

Na ovom qasu smo prikazali slede�e neparametarske testove:

• Test znakova ( Sign test)

Testiramo H0 me = me0, gde je me medijana raspodele koju ima

obele�je X . Koristimo statistiku

T =

n∑

i=1

I{Xi ≤ me0}.

Mo�emo koristiti i "entriranu" verziju

TC =

n∑

i=1

I{Xi ≤ me0} −
n

2
.

Ukoliko je H0 taqna T ima B(n, p

2
). Za veliko n se mo�e koristiti

normalna aproksimaija.

Ukoliko je raspodela obele�ja X simetriqna onda se H0 svodi na

H0 m = m0, gde je m = EX.

• Vilkoksonov test zasnovan na "rangovima i znakovima" ( Wilkoxon
sign-rank test) Testiramo H0 m = m0. Va�na pretpostavka za ovaj

test je da je raspodela obele�ja X simetriqna. Zbog toga �e, ako

va�i H0 X −m0 imati istu raspodelu kao m0 −X.

Oznaqimo sa ri rang elementa |Xi−m0| u uzorku |X1−m0|, ..., |Xn−
m0|. Test statistika koju je predlo�io Vilkokson je

T =
n∑

i=1

riI{Xi −m0 ≥ 0}

Mo�e se pokazati da je ET = n(n+1)
4

i da je DT = n(n+1)(2n+1)
24

. Uko-

liko je n veliko, za odreÆiva�e kritiqne oblasti mo�e se korstiti

normalna aproksimaija, tj. da

T−ET√
DT

ima standardnu normalnu

raspodelu.

N apomena: Radili smo i adaptaije ovih testova na "sparen uzo-

rak" .

•

11



• Vilkoksonov test zasnovan na "rangovima i znakovima" za dva neza-

visna obele�ja.

H0 : mX = mY pri qemu dodatno pretpostav	amo da raspodele X

i Y su istog oblika sa istom disperzijom (i simetriqne su).

Napravimo objedi�en uzorak X1, ...., Xn, Yn+1, ...., Yn+m. Oznaqimo

sa ri rang svakog u objedi�enom uzorku.Neka je zi indikator da je

element sa rangom ri iz prvog uzorka. Tada je test statistika

T =

n∑

i=1

rizi.

Napravimo objedi�en uzorak X1, ...., Xn, Yn+1, ...., Yn+m. Oznaqimo

sa ri rang svakog u objedi�enom uzorku. Na slede�em qasu �emo

pokazati da je

ET = n(n+m+1)
2

i DT = mn(m+n+1)
12

.

• χ2
-test nezavisnosti

�elimo da testiramo H0 da su obele�ja X i Y nezavisna. Podse-

timo sel to znaqi da je svaka dva skupa A i B P{X ∈ A, Y ∈ B} =
P{X ∈ A}P{Y ∈ B}. Zato �emo formirati K × L kategorija (K

za vrednosti X i L za vrednosti Y ). Na raspolaga�u imamo p.s.u.

(X1, Y1), ..., (Xn, Yn). Oznaqimo saMij broj elemenata iz uzorka qija

se X-komponenta nalazi u i-toj kategoriji, i Y -komponenta u j-toj

kategoriji. Tada sliqnim rezonova�em kao u χ2
-testu saglasnosti

sa raspodelom, formiramo test statistiku

T =
∑

ij

(Mij − np̂ij)
2

np̂ij
,

pri qemu je p̂ij, oe�eno na osnovu uzorka pod pretpostavkom da

va�i H0, jednako p̂i,·p̂·,j =
∑

j Mij

n
·
∑

i Mij

n
. Test statistika, ukoliko

va�i H0, ima χ2
(K−1)(L−1) raspodelu.

N apomena: I ovde moramo izvrsiti grupisa�e kategorija ukoliko

je np̂ij < 5.

• Testovi za H0 : FX = FY zasnovani na empirijskim funkijama

raspodele. Radili smo testove koji su analogni testovima saglas-

nosti zasnovanih na oenama funkije raspodele.

12



{ Test Kolmogorov-Smirnova

T = sup
x

|Fnx(x)− Fmy(x)|

{ Kramer- fon Mizesov test

T =

∫ ∞

−∞

(Fnx(x)− Fmy(x))
2dHN(x),

gde je HN(x) empirijska funkija raspodele objedi�enog

uzorka.

Qasovi 10 i 11

Ovaj qas je bio posve�en prostoj linearnoj regresiji kao jednom od naj-

jednostavnijih regresionih modela-modeka zavisnosti jedne promen	ive

Y (zavisna promen	iva) od neke druge promen	ive X(prediktor).

Pretpostavimo da je (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) prost sluqajan uzorak.

Model koji posmatramo je

Yi|Xi = aXi + b+ εi, i = 1, 2, ..., n. (2)

Mo�emo posmatrati situaiju i na slede�i naqin. Prediktori su nam

poznati i �elimo da vidimo kolika je odgovaraju�a vrednost zavisne

promen	ive i pisati (2)

Yi = axi + b+ εi, i = 1, 2, ..., n.

Nizom sluqajnih promen	ivih {εi} se modelira "xum", odnosno

sluqajna odstupa�a od modela. Taj niz prordno treba da zadovo	ava

slede�e uslove:

1. E(εi) = 0;

2. {εi} su meÆusobno nekorelisane jednako raspode	ene sluqajne

promen	ive;

3. E(ε2i ) = σ2
;

Ovi uslovi se mogu zameniti slabijim uslovom da su {εi} nezav-

isne i jednakoraspode	ene sluqajne promen	ive sa normalnom N (0, σ2)
raspodelom.

13



Primetimo da je E(Yi) = axi + b, dakle mi ovim modelom zapravo

sred�u vrednost zavisne promen	ive i da zavisnost je bax linearna.

Postav	a se pita�e kako da oenimo nepoznate koefiijente a i b.

Prirodno je da oene treba da budu takve da oe�ena vrednost xto ma�e

odstupa od parave vrednosti. Zato je jedna mogu�nost da minimizujemo

S(a, b) =
n∑

i=1

(Yi − (axi + b))2.

Oene �e biti rexe�e sistema

∂S(a, b)

da
= 0

∂S(a, b)

db
= 0.

Dobija se

â =

∑
Yixi − nȲ x̄∑
x2
i − n(x̄)2

b̂ = Ȳ − âx̄.

Primetimo da taqka (x̄, Ȳ ) pripada "oe�enoj pravoj".
Na qasu smo pokazali da, ukoliko va�e , oene â i b̂ su nepristrasne

i postojane. Postojanost sledi iz izraza za disperziju oena.

D(â) =
σ2

∑n

i=1(xi − x̄)2

D(b̂) = σ2
(1
n
+

x̄2

nS2
X

)
.

Za sada je jedini problem to xto je σ2
nepoznato. Oznaqimo sa ε̂i rezid-

uale modela, odnosno ε̂i = Yi − âxi − b̂. Da	e neka je SSE =
∑n

i=1 ε̂
2
i .

Pokazali smo da je E(SSE) = σ2(n− 2). Zato �emo σ2
oeniti sa

SSE
n−2

.

Pre nego xto uvedemo dodatne pretpostavke o modelu primetimo i

slede�e:

SST =
n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 =
n∑

i=1

(Yi − Ŷi)
2 +

n∑

i=1

(Ŷi − Ȳ )2

= SSE + SSR.

Vidimo da je ukupan varijabilitet zavisne promen	ive predstav	en

kao suma kvadrata reziduala i variabiliteta objas�enog modelom. Zato

14



se za meru adekvatnosti modela mo�e koristiti koefiijent determi-

naije R2 = 1 − SSE
SST

. Ukoliko je model odgovaraju�i R2
je blisko je-

dinii. Prilikom evaluaije modela treba imati u vidu da je bo	e to

raditi na test podaima a model praviti na trening skupu podataka.

Ukoliko u modelu va�i dodatna pretpostavka o normalnosti {εi}
va�e mnoge lepe osobine oena. Pokazali smo da tada â i b̂ imaju nor-

malne N (a,D(â)) i N (b,D(b̂)). Da bismo testirali hipoteze u vezi ko-

efiijenata modela, potrebno je da oenimo disperzije oena. Kako

u oba izraza disperziju pojav	uje σ2
, zameniemo σ2

sa nepristrasnom

oenom σ̂2 = SSE
n−2

. Mo�e se pokazati da tada

â− a√
D̂(â)

i

b̂− b√
D̂(b̂)

imaju tn−2 raspodelu. Sada se mo�e izvrxiti testira�e hipoteze a = a0
i b = b0. Ukoliko je a0 onda se zapravo testira utiaj prediktora na Y .

Ako je a = 0 onda na Y ne utiqe X .

Jedan od glavnih i	eva modelira�a je prognozira�e. Oena za

sred�u vrednost Y -a kad prediktor ima vrednost x0 je Ŷ0 = âx0 + b̂.

Lako se pokazuje da je ova oena nepristrasna, i postojana, kao i da, uz

dodatne pretpostavke o raspodeli εi, prognozirana vrednost ima nor-

malnu raspodelu sa disperziom σ2
(

1
n
+ (x0−x̄)2

nS2
X

)
. Ukoliko sa Ŷ0 = âx0 + b̂

oenimo vrednost promen	ive u taki x0 disperzija te oene je znaqajno

ve�a jer treba dodati D(ε).

Napomena 1: Oene za a i b dobijene metodom najma�ih kvadrata su u

stvari oene dobijene metodom maksimalne verodostojnosti, kada imamo

pretpostavke o normalnoj raspodeli niza {εi}.
Napomena 2: U modelu mo�e biti vixe prediktora, odnosno mo�emo

posmatrati model

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βpxip + εi, i = 1, 2, ...n.

Tada se sve oene izvode analogno i imaju sliqna svojstva kao u

prethodno opisanom sluqaju jednog prediktora.

Qasovi 11 i 12

Na ovom qasu smo se bavili uopxtenim linearnim modelima. U lin-

earnom regresionom modelu smo modelirali E(Y ) lineanom funkijom
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od prediktora. Postav	a se pita�e da li to mo�emo da uradimo u

sluqaju da Y nema normalnu raspodelu. Odgovor je potvrdan, ali uz

male modifikaije. Primera radi, pretpostavimo da je Y indikator-

neko obele�je koje uzima samo dve vrednosti 0 i 1. Razumno je pret-

postaviti da pi = P{Yi = 1} mo�e zavisiti od prediktora. MeÆutim

kada bismo pretpostavili da je pi = aXi + b doxli bismo u opasnost da

pi uzme vrednost izvan svog dozvo	enog opsega (0, 1). Jedna mogunost je
da transformixemo pi tako da transformisana vrednost je u R a zatim

izvrximo modelira�e. Najprirodnija transformaija je F−1(pi), gde je
F funkija raspodele sluqajne promen	ive definisane na R. U sluqaju

da se radi o logistiqkoj raspodeli, F (x) = 1
1+e−x , za x ∈ R, model

log
pi

1− pi
= axi + b

se naziva logistiqki regresioni model.

Parametre a i b ooe�ujemo metodom maksimalne verodostojnosti.

Funkija verodostojnosti data je sa

L(a, b) =

n∏

i=1

pYi

i (1− pi)
1−Yi.

Odavde je

l(a, b) =
n∑

i=1

(
Yi log

pi

1− pi
+log(1−pi)

)
=

n∑

i=1

(
Yi(axi+b)+log

1

eaxi+b + 1

)
.

Rexava�e sistema

∂l(a,b)
da

= ∂l(a,b)
db

= 0, se vrxi numeriqki.

Nakon xto odredimo â i b̂, oene verovatno�a su p̂i =
1

1+e−(âxi+b̂)
. Sada

na osnovu toga mo�emo vrxiti klasifikaiju. Jedna mogu�nost je da

ako je p̂i > 0.5 onda je Ŷi = 1, u suprotnom je 0. I onda mo�emo videti

proenat dobro klasifikovanih podataka. Alternativno mo�emo ko-

ristiti ROC krivu kojom se posmatrata zavisnost senzitivnosti sis-

tema od speifiqnosti sistema. Ovu krivu mo�emo koristiti i za

mere�e kvaliteta modela, ne samo za odreÆiva�e najbo	eg praga na os-

novu koga �emo Ŷ oeniti sa 1. Xto je ve�a povrxina ispod krive to je

model bo	i, tako da mo�emo posmatrati upravo tu povrxinu.

Na qasu smo spomenuli jox nekoliko modela iz klase uopxtenih lin-

earnih modela.
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