Geometrija 3, zadaci po kojima se drze vezbe

Krive
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Skicirati i parametrizovati sledece krive:
prava, krive drugog reda, lancanica, traktrisa, cikloide (epicikloide i hipocikloide), Arhimedova i logaritamska spirala,
kruzni i konusni heliks, Vivijanijeva kriva.

. Ispitati regularnost i ekvivalentnost sledec¢ih krivih:

(a) «a(t) = (cost,sint), t € (—,
(b) a(t)
(c) a(t)

Dokazati da je ugao izmedu vektora polozaja i tangente logaritamske spirale p = ca® (a > 0, ¢ > 0) konstantan.

) B(U) = (cosu3,sinu3), u € (_\3/7?7 \3/7?)1
(1), teR, Bu) = (u',u?), u € R;
(cost +1In(tg £),sint), t € (0 m), Bu) = (u—thu,5-), ueR.

Dokazati da je duzina odsecka tangentne linije astroide x5+ y% = ag, a > 0, odredenog koordinatnim osama konstantna.

. Data je regularna ravanska kriva « i tacke P i @ van nje. Neka je M, tacka krive u kojoj zbir rastojanja PM + QM,

M € «, dostize minimum. Dokazati da je simetrala ugla £ PMy@Q normalna na tangentu krive v u tacki Mj.
Izra¢unati duzinu sledecih krivih:

y=Incosz, x € (0, %);

r=1t— §Sh2t, y =2cht, t € (0,2);

B(t) = (acost,asint,bt), a >0,b#0,t e (0,27);
p = a(1l+ cosf); (kardioida)

p=ab, 0 € (0,27). (Arhimedova spirala)

Odrediti prirodnu parametrizaciju krivih:

) kruga «a(t) = (rcost,rsint), t € (0,27), r > 0;
) kruznog heliksa §(t) = (acost,asint,bt), a > 0, b € R;
) lancanice y = ach 2, a > 0;
(d) elipse 2—2 + %z =1,a,b>0;
) parabole y = 2.
) Odrediti Freneov reper, krivinu i torziju kruznog heliksa 5(t) = (acost,asint,bt), a > 0, b # 0.
)

Odrediti Freneov reper i oznacenu krivinu lanc¢anice y = ach ¥, a > 0, a zatim jednacinu oskulatornog kruga u tacki
(0,a).

(a) Dokazati da postoji jedinstveno vektorsko polje X (¢) (Darbuovo vektorsko polje) duz krive o = «(t) parametrizovane
proizvoljnim parametrom, za koje vazi: 7" =X x T, N' =X x N, B’ = X x B.

(b) Odrediti Darbuov vektor kruznog heliksa.
Dokazati da za prirodno parametrizovanu krivu vazi:

(a) [B',B",B"] =7°(%), k,7 # 0;

(b) [T, T",T"] = &>(L)', k #0.

Odprediti krivu na fiksiranom rastojanju d od kruznog heliksa duz njegovih:

(a) tangentnih linija; (b) normalnih linija; (¢) binormalnih linija.

(a) Neka je o : I — R3 prirodno parametrizovana kriva. Ako je x(s) = 0, tada je o deo prave. Dokazati.

(b) Ako sve tangentne linije regularne parametrizovane krive sadrze fiksnu tacku, tada slika te krive pripada nekoj pravoj.
Dokazati.

Neka je a(t), t € I, regularna kriva. Pretpostavimo da postoji a € R? tako da je (a(t) —a) L T(t) za svako t € I. Dokazati
da je a(t) sferna kriva.

Sferna kriva konstantne krivine je deo kruga. Dokazati.
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Neka je a prirodno parametrizovana kriva koja pripada sferi 22 + y2 + 22 = R?.

(a) Izraziti vektor polozaja tacaka krive o u Freneovoj bazi krive a.

/

(b) Dokazati da za krivinu i torziju krive a vazi 73(R? — %) = (£)2.

Nekajea : I — R3 0 € I, k # 0, prirodno parametrizovana kriva. Dokazati da je [X —a/(0), ' (0),a”(0)] = 0, X = (2,9, 2),
jednacina oskulatorne ravni u tacki «(0).

Dokazati da je kriva a(t) = (3£, L, %H), t € (—1,1) ravanska i odrediti ravan u kojoj lezi.

Dokazati da se sve oskulatorne ravni neke regularne krive sa krivinom razli¢itom od nule seku u jednoj tacki akko je ta
kriva ravanska.

Neka je o : I — R3 regularna kriva parametrizovana duzinom luka s, krivine x #2010 € I.

(a) Dokazati da za sve tacke s u dovoljno maloj okolini tacke 0 € I vazi

a(s) = (s — %(2)53 + 0(33)> T(0) + (2052 + %6.93 + 0(83)> N(0) + (%33 + 0(83)) B(0),

gde je a(0) = (0,0,0), ko = &(0), s = £'(0), 79 = 7(0).

(b) Analizirati lokalni izgled krive pomoéu projekcija na oskulatornu, normalnu i rektifikacionu ravan.

Neka je ravanska kriva « zadana polarnom parametrizacijom p = p(6).

b
(a) Dokazati da je duzina krive o na segmentu [a,b] data formulom L(a) = [ /(p’)? + p2d6.
(b) Dokazati da je oznacena krivina krive @ data sa x,(0) = w.
((p')2+p%)2
(¢) Odrediti krivinu Arhimedove spirale p = af, a > 0.

Odrediti parametrizaciju ravanske krive (do na direktnu izometrijsku transformaciju ravni) ¢ija je data oznacena krivina
u zavisnosti od prirodnog parametra s i dokazati da je u pitanju naznacena kriva:

(a) Ku(s) = ﬁ (a # 0) - logaritamska spirala;

(b) k.(s) = Tlﬁ - lancanica;

Data je kriva a(t) = (v2cost +sint + 1, —/2sint + 2, —v/2cost + sint + 3). Izracunati krivinu i torziju date krive, a
zatim detaljno opisati krivu.

Uopstena zavojna linija (heliks) je prostorna kriva ¢iji tangentni vektor zaklapa konstantan ugao 6 € (0,7), 0 # 7, sa
fiksiranim nenula vektorom v € E3. Uopsteni heliks lezi na cilindru é&ije su izvodnice odredene pravcem v i tackama krive.
Dokazati da je kriva uopstena zavojna linija akko vazi jedan od uslova:

(a) normale su normalne na v;

(b) binormale grade konstantan ugao sa v;

(c) & = const.
Data je kriva y(t) = (at, bt?, ct3), a,b,c # 0.
(a) Dokazati da je v uopsteni heliks akko je 3ac = +2b%.
(b) Ako je 3ac = 2b?, odrediti fiksiran vektor v i ugao 6 izmedu vektora v i tangente krive v u proizvoljnoj tacki.

Evoluta regularne prirodno parametrizovane krive o : I — R? je kriva 8 : I — R? definisana u tackama gde je x(s) # 0,
data sa (s) = a(s) + ﬁN(s), a njena involuta je kriva v : I — R? data sa y(s) = a(s) + (¢ — s)T(s), c € I.

(a) Ispitati regularnost i odrediti oznacenu krivinu, krivinu i Freneov reper krivih 8 i -y preko odgovarajuéih veli¢ina krive
a.

(b) Dokazati da je evoluta krive o geometrijsko mesto centara oskulatornih krugova krive «, a involuta krive o geometri-
jsko mesto tacaka koje opisuje fiksirana tacka prave koja se "kotrlja” po krivoj a.

(¢) Dokazati da je involuta od evolute date krive ponovo polazna kriva.
(d) Odrediti evolutu elipse i traktrise.
(e) Odrediti involutu kruga i cikloide.
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Neka je a(u) regularna kriva i B(u) # 0 vektorsko polje duz krive a. Elementarna povrs definisana parametrizacijom
f(u,v) = a(u) + vB(u) naziva se linijska povrs.
(a) Odrediti pod kojim uslovima je povrs f regularna.
(b) Primeri pravolinijskih povrsi: ravan, helikoid, Mebijusova traka, jednograni hiperboloid, hiperboli¢ki paraboloid,
cilindri¢ne povrsi, konusne povrsi.

Neka je a(t) = (f(t),0,9(t)), a < t < b, regularna 1 — 1 kriva klase C* i f > 0.

(a) Dokazati da je povrs r(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv,g(u)), a < v < b, 0 < v < 27 dobijena rotacijom krive a: oko
z—ose.

G

[oW
= I O =

Dokazati da je r regularna elementarna povrs.
Odrediti koordinatne krive (linije) povrsi r i ugao koje one zaklapaju.

Odrediti odgovarajuc¢u parametrizaciju ako kriva « rotira oko x—ose, odnosno y—ose.

—
[¢]

Primeri rotacionih povrsi: sfera, katenoid, torus, kruzni elipsoid, kruzni jednograni hiperboloid, kruzni dvograni
hiperboloid, kruzni paraboloid, pseudosfera, kruzni cilindar, kruzni konus.

Dokazati da je skup reenja jednacine f(z,y,z) = 2% + 2% + y3 + y? + 2% + 22 + 1 = 0 regularna povrs i odrediti njenu
tangentnu ravan u proizvoljnoj tacki (xo, yo, 20) povrsi.

Dokazati da zapremina tetraedra koji se dobija u preseku koordinatnih osa i tangentne ravni povrsi zyz = a® ne zavisi od

izbora tacke povrsi u kojoj se razmatra tangentna ravan.

. Data je parametrizacija Mebijusove trake r(u,v) = ((1 + usin 2) cosv, (1 + usin 2) sinv, u cos 9), —% <u< %, —T<v<

2 2 2
7. Izracunati normalno vektorsko polje n(0,v) duz centralne kruznice u = 0 Mebijusove trake, a zatim dokazati da je

Ul_l}IElTrT(O,’U) = ggr}r r(0,v) i vl_1>r£17r n(0,v) = — ggrlr n(0,v).

Dat je konus z = v/3/22 + 32. Odrediti koeficijente prve fundamentalne forme, vektore brzine koordinatnih linija i ugao
izmedu njih ukoliko je konus lokalno parametrizovan kao:

(a) grafik funkcije;

(b) rotaciona povrs.
Dat je jednograni hiperboloid z2 + 3% — 22 = 1.

(a) Parametrizovati ovu povrs kao rotacionu i odrediti koeficijente prve fundamentalne forme.

(b) Dokazati da na jednogranom hiperboloidu postoje dve familije mimoilaznih pravih tako da svaka tacka hiperboloida
pripada ta¢no jednoj pravoj iz svake familije.

(¢) Reparametrizovati hiperboloid kao linijsku povrs.

Neka je U = {(0,9)|0 € (=5,5),¢ € (0,2m)} i f: U — R3, f(0,p) = (cos 0 cos @, cos O sin g, sin ) parametrizacija dela
sfere S2.

(a) Dokazati da su krive na sferi koje zaklapaju konstantan ugao a sa meridijanima date jedna¢inom
a(f) = f(0,£tgalntg (X — &) + C), C € R. Ove krive nazivaju se loksodrome.

(b) Izracunati duzinu loksodrome koja se dobija za C' = 0.

(¢) Izracunati povrsinu dela jedini¢ne sfere izmedu dva meridijana i dve paralele.

Dat je kruzni parabolid 7(u,v) = (ucosv,usinv,u?), u > 0, v € (0,27). Odrediti ugao izmedu krivih a(u) = r(u,u+1) i
B(u) = r(u,3 — u) na paraboloidu.

Izra¢unati povrsinu torusa koji se dobija rotacijom kruga (z — a)? + 2% = b? (a > b) oko z—ose.

Dokazati da na konusu f(u,v) = (ucosv,usinv,u), u > 0, v € (0,27), dve familije krivih a(v) = f(Cevz" v) i B(v) =

f (Ceiﬁv, v), C = const > 0, polove uglove izmedu koordinatnih linija.

(a) Dokazati da su lokalne koordinate na sferi dobijene iz stereografske projekcije konformne.

(b) Pokazati da su loksodrome na sferi slike odgovarajuéih logaritamskih spirala iz karte pri stereografskoj projekciji.

Odrediti parametrizaciju loksodroma na katenoidu r(u,v) = (chucosv,chusinv,u), u € R, v € (0,27), koje zaklapaju
konstantan ugao « sa meridijanima.

Neka je druga fundamentalna forma povrsi identicki jednaka nuli. Dokazati da je povrs deo ravni.
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Odrediti Gausovo preslikavanje i sliku sledeé¢ih povrsi na jedini¢noj sferi:

(a) sfere poluprec¢nika R; (b) cilindra polupre¢nika R; (c) katenoida.

Neka je D, = {(z,y, 2% + y?)|2% + y? < r?} deo paraboloida z = 2% + y2, P(r) povrsina povrsi D,., a G(r) povriina njene

r) jednak Gausovoj krivini paraboloida u tacki (0,0, 0).

(
P(r)

Odrediti glavne, Gausovu i srednju krivinu jednogranog hiperboloida x? — y? + 22 = 1.

slike na sferi S? pri Gausovom preslikavanju. Dokazati da je lir%
r—

Neka je o = «(s), s € I, prirodno parametrizovana kriva ¢ija je krivina k # 0 i torzija 7 # 0. DefiniSimo linijsku povrs
parametrizacijom r(s,v) = a(s) +vB(s), s € I, v € (—¢,¢), pri ¢emu je B = B(s) binormalni vektor krive a.

(a) Ispitati regularnost date povrsi.

(b) Izracunati geodezijsku i normalnu krivinu koordinatnih linija date povrsi.

(c) Odrediti glavne, Gausovu i srednju krivinu date povrsi.
Odrediti geodezijsku i normalnu krivinu koordinatnih linija:

a) cilindra z2 + y? = 9;

b) helikoida r(u,v) = (ucosv,usinv,v), u >0, v € R.

a) Izracunati normalnu krivinu proizvoljne sferne krive koja lezi na sferi polupre¢nika R.
)

(
(
(
(

b

ol

Dokazati da za krivinu k prirodno parametrizovane krive a na jedini¢noj sferi polupre¢nika R vazi nejednakost k >

Dokazati da su koordinatne linije povrsi za koju vazi f # 0 asimptotske linije akko je e =0 = g.

(a) Dokazati da se tangentna ravan povrsi duz asimptotske linije na povrsi poklapa sa oskulatornom ravni krive.

(b) Dokazati da se tangentna ravan povrsi duz geodezijske linije na povrsi poklapa sa rektifikacionom ravni krive.
Neka je a(s) = r(u(s),v(s)) prirodno parametrizovana kriva na povrsi r = r(u,v). Posmatrajuéi n(s) = n(u(s),v(s))
duz krive a, vektorska polja [T, S, n| ¢ine ortonormiranu bazu vektorskog prostora R® duz krive v (tzv. Darbuova baza).
Geodezijska torzija krive «y je 7, = II(T, ). Dokazati formule analogne Frene-Sereovim formulama:

(a) T = kpn + KyS;

(b) §" = —kyT + Tyn;

() ' = —krpyT —7,4S.

Odrediti geodezijske linije kruznog cilindra.

Ako je a(s) = f(u(s),v(s)) prirodno parametrizovana geodezijska linija na povrsi f = f(u,v) za koju vazi E = E(u),
F =0, G = G(u), dokazati da je v/G cosf = C' = const pri cemu je 0 ugao izmedu geodezijske linije i v-parametarske
krive u = const.

Neka je f = f(u,v) regularna povrs na kojoj su u i v-parametarske krive ortogonalne i koeficijenti prve osnovne forme
zavise samo od parametra u. Tada se geodezijske linije uvek mogu nadi integracijom, tj. tada vazi:

(a) u-parametarske krive (v = const) su geodezijske linije;

(b) v-parametarske krive (u = const = ug) su geodezijske linije akko je G (ug) = 0;

CVE

\@mdu, C = const.

(c) kriva oblika a(u) = r(u,v(u)) je geodezijska linija akko je v = [
Dokazati da je kriva a(t) = (tcosln ﬁ,tsinln ﬁ,lm ﬁ), t € R, geodezijska linija na helikoidu r(u,v) =
(ucosv,usinv,v), u >0, v € R.

(a) Svaki meridijan rotacione povrsi je geodezijska linija. Dokazati.

(b) Paralela rotacione povrsi je geodezijska linija akko su tangente meridijana paralelne osi rotacije u svim tackama
paralele. Dokazati.

(a) Dokazati da su koordinatne linije povrsi bez umbilickih tacaka glavne linije (linije krivine) akko je F' = f = 0.

(b) Dokazati da su meridijani i paralele rotacionih povrsi glavne linije.

Odrediti glavne pravce, asimptotske pravce, glavne linije (linije krivine) i asimptotske linije Eneperove povrsi r(u,v) =
(u— “; +uv?, v — % +ou?,u? —v?).
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Parametrizovati sledec¢e povrsi tako da vazi F' = f = 0:

(a) r(u,v) = (ucosv,usinv,av), (u,v) € R x (0,27), a > 0;

(b) sedlo z = xy.
Odrediti elipticke, paraboli¢ke, hiperbolicke, planarne tacke na torusu.

(a) Odrediti broj asimptotskih pravaca povrsi u zavisnosti od tipa tacke povrsi (elipticka, hiperbolicka, parabolicka,

planarna).

(b) Dokazati da su asimptotski pravci u hiperbolickim tackama povrsi simetriéni u odnosu na glavne pravce.
Odrediti parametrizaciju krivih u normalnom secenju hiperbolickog paraboloida z = 2% — y? u tacki (0,0,0) i pravcu
tangentng vektora w i izracunati njenu krivinu, a zatim proveriti da li se dobijena krivina poklapa sa rezultatom koji se
dobija koristeéi Ojlerovu ili Menijeovu teoremu, ukoliko vektor w:

(a) polovi jedan od uglova izmedu glavnih pravaca;

(b) zaklapa ugao § sa nekim glavnim pravcem.

Opisati skup tacaka tangentne ravni na rastojanju \/‘17‘ od fiksirane tacke regularne povrsi u kojoj se posmatra tangentna
Kn

ravan, gde je k, normalna krivina duz odgovarajuceg pravca.
Dokazati da ne postoji elementarna povrs za koju vazi:

=L F=0,G=1e=1,f=0,g=—-1;
=1,F=0,G=cos’u, e=cos’u, f=0,g=1.

(a) E
(b) E
(a) Odrediti formule normalne i centralne projekcije (iz koordinatnog pocetka) cilindra x2+y? = 1 na sferu 2 +y%+22 = 1.
(b) Dokazati da normalna projekcija nije izometrija, ali ¢uva povrsine.

Dokazati da medu slede¢im povrsima nikoje dve nisu lokalno izometri¢ne (kako god da su parametrizovane): sfera, cilindar,
helikoid, paraboloid.

Neka je o : I — R3 prirodno parametrizovana kriva. Tangentna povrs krive « je linijska povrs data parametrizacijom
f(s,v) =a(s) +vT(s),sel, v>0.

a) Dokazati da je povrs f lokalno izometri¢na delu ravni.

(
(b) Odrediti eksplicitne formule ove izometrije ukoliko je kriva kruzni heliks «(t) = (cost,sint, t).
(

a) Dokazati da su helikoid 7(u, v) = (achucosv, achusinv, au), (u,v) € Rx ), i katenoid f(z,w) = (z cosw, z sinw, aw
) Dokazati d helikoid r(u,v) = (ach ,achusinv, au), (u,v) € Rx(0,27),1ika id f(z,w) = ( ,zsinw, aw),

(z,w) € R x (0,27), a > 0, lokalno izometri¢ne povrsi.

(b) Reparametrizovati dati helikoid tako da parametrizacija bude konformna, a zatim odrediti jednacine krivih na he-
likoidu koje polove uglove izmedu koordinatnih linija.

(a) Dokazati da je cindriéna povrs 7(u,v) = (u, f(u),v), (u,v) € R?, izometriéna (delu) ravni.

(b) Odrediti eksplicitne formule izometrije izmedu cilindri¢ne povrsi r(u,v) = (u — sinu, 1 — cosu,v), u € (0,27), v € R,
i dela ravni.

(a) Dokazati da je konus z = v/3/22 + y?2 lokalno izometrican ravni.

(b) Odrediti geodezijske linije na datom konusu.

(¢) Izracunati rastojanje izmedu tacaka A(0,1,v/3) i B(0,—1,v/3) na datom konusu.



Primeri zadataka za kolokvijum i ispit

1. Data je kriva parametrizacijom a(t) = (3 cost — cos 3t,3sint —sin 3t), t € R.

(a

)

Dokazati da je data kriva epicikloida koja se dobija kao trag fiksirane tacke kruga poluprecnika 1 koji se kotrlja po
krugu poluprec¢nika 2 koji je fiksiran i ima centar u koordinatnom pocetku (¢ je ugao izmedu x—ose i vektora polozaja
centra manjeg kruga).

Ispitati regularnost date krive i skicirati je.

Dokazati da kriva zadovoljava sledece jednacine u polarnim i Dekartovim koordinatama:
2 . 2 2

(2)5 = (sin )5 + (cos £)3, (22 + y? — 4)3 = 108y

Dokazati da je kriva a zatvorena i izracunati njenu duzinu.

Odrediti funkciju duzine luka, ozna¢enu i neoznacenu krivinu (k, i k) date krive za ¢ € (0, 7), uzimajuéi za pocetnu
tacku (0,4).

Odrediti ugao ¢ koji tangenta krive zaklapa sa xz—osom i proveriti da li vazi k, = fl—f, s—prirodni parametar.

Odrediti parametrizaciju evolute date krive i skicirati je. Koja je kriva u pitanju?

2. Neka je o prostorna kriva koja predstavlja skup resenja jednacine u cilindriénim koordinatama z = p = ¢??, § € R.

Odrediti parametrizaciju krive «, dokazati da kriva pripada konusu z = /22 + 92 i skicirati je. Koja kriva je
projekcija krive o na xy—ravan?

Odrediti prirodnu parametrizaciju krive uzimajuéi za pocetnu tacku vrh konusa (obrazloziti zasto je to moguée).
Odrediti Freneov reper, krivinu i torziju krive.

Napisati Frene-Sereove formule u tacki (0, e™, e™).

Odrediti jednacine oskulatorne, rektifikacione i normalne ravni krive u tacki (0, €™, e™).

Dokazati da je data kriva uopsSteni heliks, odrediti fiksirani pravac v i uglove koje vektori Freneove baze zaklapaju sa
vektorom wv.

Odrediti vektore Darbuove baze i geodezijsku i normalnu krivinu date krive na konusu z = y/x2 + y2.

3. Dat je parabolic¢ki cilindar svojom jedna¢inom u Dekartovim koordinatama z = 32.

(a
(b
(c
(d

)
)
)
)

()

f

(f)

Odrediti neku parametrizaciju date povrsi, ispitati njenu regularnost i skicirati je.
Odrediti Gausovo preslikavanje i sliku na jedini¢noj sferi date povrsi.
Dokazati da je data povrs lokalno izometriéna ravni i odrediti eksplicitne formule izometrije.

Odrediti sve geodezijske linije na datoj povrsi i izracunati najkrade rastojanje izmedu tacaka (0,0,0) i (1,1,1) (po
povrsi).

Odrediti glavne krivine i glavne pravce date povrsi, kao i Gausovu i srednju krivinu. Koji je tip tacaka na povrsi?

Odrediti krivu u normalnom se¢enju date povrsi u tacki (0,0,0) i u pravcu vektora w tangentne ravni koji polovi
jedan od uglova izmedu glavnih pravaca, kao i njenu krivinu.

(g) Proveriti da li se dobijena krivina poklapa sa rezultatom koji se dobija koriste¢i Ojlerovu ili Menijeovu teoremu.

4. Data je elementarna povrs 7(u,v) = (chu(cosv 4 sinv), chu(sinv — cosv), vV2u), u € R, v € (0,27).

Dokazati da je data povrs katenoid, dobijen kao slika standardnog katenoida kompozicijom homotetije sa centrom u
koordinatnom pocetku i rotacije oko z—ose.

Odrediti Gausovo preslikavanje i sliku na jedini¢noj sferi date povrsi.

Odrediti jednacinu loksodroma na datoj povrsi koje zaklapaju ugao § sa meridijanima.

Odrediti geodezijsku i normalnu krivinu koordinatnih linija date povrsi. Koje su medu njima geodezijske?
Odrediti glavne krivine, Gausovu i srednju krivinu u tacki (v/2,0,0).

Odrediti glavne i asimptotske pravce tangentne ravni u tacki (v/2,0,0), kao i normalnu krivinu povrsi duz pravaca
tangentne ravni koji zaklapaju orijentisani ugao % sa glavnim pravcima.

Odrediti glavne i asimptotske linije na datoj povrsi. Koje od njih sadrze tacku (\/5, 0,0)?

Odrediti konstante a i b tako da je data povrs lokalno izometriéna helikoidu f(u,v) = (aucosv, ausinv, bv), (u,v) €
R x (0, 27).



