
Glava 1

Kompleksni brojevi

1.1 Teorijski uvod

Jednostavna jednaqina x2+1 = 0 nema rexe�a u skupu realnih brojeva.
Da bi otklonili ovaj nedostatak realnih brojeva rexava�emo jednaqinu u
skupu kompleksnih brojeva u kome se realni brojevi nalaze kao podskup.
Kompleksni brojevi su izrazi oblika x+ iy, gde su x i y realni brojevi, a
simbol i zovemo imaginarna jedinica koja ima svojstvo i2 = −1.

Kod kompleksnog broja z = x + iy, realan broj x je �egov realni deo
(pixe se x = Re(z)), a realan broj y je �egov imaginaran deo (pixe se
y = Im(z)).

Za kompleksan broj z = x+ iy je �emu konjugovan broj z = x− iy.
Modul kompleksnog broja z = x+iy je (nenegativan) broj |z| =

√
x2 + y2.

Pod n-tim korenom broja z podrazumevamo svaki kompleksan broj qiji je
n-ti stepen jednak z.

S obzirom da je i2 = −1, va�i da je i3 = i2 · i = −i, zatim, i4 = i2 · i2 =
(−1)(−1) = 1, i5 = i4 · i = i, itd. Matematiqkom indukcijom se mo�e
dokazati da va�i

i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i, k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Modul je |z| =
√
x2 + y2. Svaki kompleksan broj z 6= 0 se mo�e na

jedinstven naqin zapisati u trigonometrijskom obliku

z = r(cosϕ+ i sinϕ),

gde je r = |z| modul i ϕ ∈ (−π, π] argument kompleksnog broja (pixe se arg z.
Proizvod dva kompleksna broja z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) i z2 = r2(cosϕ2 +
i sinϕ2) je

z1z2 = r1r2
(
cos(ϕ1 + ϕ2 + 2lπ) + i sin(ϕ1 + ϕ2 + 2lπ)

)
,

gde l ∈ {−1, 0, 1} biramo takvo da ϕ1 + ϕ2 + 2lπ ∈ (−π, π].
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Svaki kompleksan broj z 6= 0 se mo�e na jedinstven naqin zapisati u
polarnom obliku

z = reiϕ,

gde je r = |z| modul i ϕ ∈ (−π, π] argument kompleksnog broja, pri qemu je
eiϕ = cosϕ+ i sinϕ. Prema tome, va�i

eiϕ1eiϕ2 = ei(ϕ1+ϕ2),
eiϕ1

eiϕ2
= ei(ϕ1−ϕ2), ei(ϕ+2kπ) = eiϕ (k ∈ Z).

(Muavrova formula) Ako je z = r(cosϕ + i sinϕ), onda za svaki n ∈ N
va�i

zn = (r(cosϕ+ i sinϕ))n = rn(cosnϕ+ i sinnϕ). (1.1)

Neka je dat kompleksni broj z = r(cosϕ + i sinϕ). �egovi razliqiti n-ti
koreni su

zk = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
, k ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}. (1.2)

Za svaki kompleksan broj z = a+ ib va�i:
1◦ z + z = 2Re(z) = 2a; 2◦ z − z = 2Im(z)i = 2bi; 3◦ z · z = |z|2; 4◦

|z1 · z2| = |z1| · |z2|; 5◦ |z2| = |z|2; 6◦ z1 + z2 = z1 + z2; 7◦ |z| = |z|; 8◦(
z1
z2

)
=
z1
z2
.

1.2 Zadaci ra�eni na pripremama

1. Izraqunati z1 + z2, z1 · z2 i z1 − z2 ako je z1 = 3 + 4i i z2 = 1− 3i.

z1 + z2 = 4− i, z1 − z2 = 2 + 7i, z1 · z2 = 15− 5i.

2. Na�i realni i imaginarni deo kompleksnog broja z =
7 + 2i

4− 3i
.

Re(z) = 22
25 , Im(z) = 29

25 .

3. (2005) Na�i zbir realnog i imaginarnog dela kompleksnog broja −6−2i(1−i)3 .

1

4. Izraqunati i2017. i

5. Neka je S = in + i−n, gde je n ceo broj. Koje sve vrednosti S mo�e
imati? 0,−2, 0 i 2

6. Izraqunati

(
1 + i

1− i

)2014

. -1

7. Izraqunati
(√

3− i
)36

. 236.
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8. Na�i sve kompleksne brojeve koji su konjugovani svom kvadratu.

z1 = −1

2
+ i

√
3

2
, z2 = −1

2
− i
√
3

2
, z3 = 0 i z4 = 1.

9. Rexiti jednaqinu z|z|+4z+5z+2i = 0 u skupu kompleksnih brojeva.

−2i.

10. Zapisati kompleksan broj z = −
√
3− i u trigonometrijskom obliku i

izraqunati z2017.

z = 2
(
cos
(
− 5π

6

)
+ i sin

(
− 5π

6

))
.

11. (2009) Broj (1 + i
√
3)n je realan ako i samo ako je ( k je ceo broj): a)

n = 2k; b) n = 3k; v) n = 3k + 1; g) n = 3k + 2; d) n = 6k;

n = 3k

12. (2013) Ako je z + 1
z = 1, izraqunati z2013 + 1

z2013 . -2

13. Neka je z = 3−4i. Oznaqiti u kompleksnoj ravni taqke koje odgovaraju
kompleksnim brojevima:
a) z b) z v) z − 2 g) z + 3i d) iz.

14. Odrediti u kompleksnoj ravni skup taqaka koje zadovo	avaju rela-
cije:
a) |z + i| = |z − 1|; b) 1 < |z − i| < 2.

Rexe�e. a) Kompleksni brojevi za koje va�i |z + i| = |z − 1| su oni
koji su u kompleksnoj ravni podjednako uda	eni od taqaka z0 = −i i
z1 = 1, odnosno nalaze se na simetrali du�i koja spaja taqke z0 i z1.
b) Kompleksni brojevi unutar kru�nog prstena. 4

15. Na�i sve xeste korene broja i−
√
3.

zk=
6
√
2

(
cos

(
5π

36
+

2kπ

6

)
+ i sin

(
5π

36
+

2kπ

6

))
, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}

1.3 Zadaci za ve�bu

1. (2004) Na�i realni deo kompleksnog broja (1 + i)24. 4096

2. (2006) Ako je i imaginarna jedinica, a x i y realni brojevi za koje
va�i (2 + 3i)x+ (3 + 2i)y = 1, na�i x− y. -1

3. (2007) Izraqunati vrednost izraza
∣∣∣ 1−z1+z

∣∣∣ za z = 2i. 1

4. (2008) Na�i realan broj a za koji va�i 1+2ai
1−ai = 1

4 + 3
√
3

4 i.
√
3
3

5. (2010) Ako su x i y realni brojevi, takvi da je (2+ i)(x+ iy) = 5− 5i,
izraqunati zbir x+ y. -2
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6. (2011) Izraqunati
(

1+i
√
3

2

)2011
+
(

1−i
√
3

2

)2011
. 1

7. (2012) Izraqunati vrednost izraza (1 + i)2012 + (1− i)2012. −21007

8. (2014) Izraqunati realni deo kompleksnog broja 1
2−
√
5+i
√
3
. 1−

√
5

16

9. (2016) Rexiti jednaqinu
(

1+ix
1−ix

)2
= i, gde je x realna nepoznata.

x1 = −1−
√
2, x2 =

√
2− 1

10. Izraqunati |z| (modul kompleksnog broja z), ako je z = (2−i)(1+i)
3−i .

|z| = 1.

11. Izraqunati (1 + i
√
3)9 + (

√
3− i)9. 29(−1 + i)

12. Izraqunati

(
3

1 + i
+

1 + i

2i

)16

. 224

13. Na�i vrednost kompleksne funkcije f(z) =

(
z

1− i

)20

u taqki z =

1 + i
√
3. 29

(
1− i

√
3
)

14. Ako je z1 = (−1− i
√
3)/2 i z2 = (−1 + i

√
3)/2, izraqunati z31 + z32 .

15. Uprostiti izraz

(
1 + i

1− i

)6

+

(
1− i
1 + i

)6

. -2

16. Srediti izraz
6 cos π6 + 6i sin π

6

2 cos 2π
3 + 2i sin 2π

3

. −3i.

17. Kompleksan broj z ima svojstvo da je Re(z) qetiri puta ve�i od Im(z).
Koliko je puta Re(z2) ve�i od Im(z2)? 1,875 puta.

18. Ako je kompleksan broj z = x + iy (x, y ∈ R, i2 = −1) takav da je
|z|+ z − 1 = 0, izraqunati 2x− y. 2x− y = 1

19. Ako kompleksan broj z zadovo	ava jednakost z+2z = 12+3i, na�i |z|.
|z| = 5

20. Rexiti po z jednaqinu z + 2z = 6− i. z = 2 + i

21. Rexiti jednaqinu z5 = (1− z)5. 1

2

(
1− i tg kπ

5

)
, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

22. Dat je kompeksan broj z1 = 2−2i. Odrediti kompleksan broj z = x+iy

koji zadovo	ava Re (z · z1) = 18 i Im

(
z

z1

)
=

1

13
. z = 3 + 4i

23. Ako je z +
1

z
= 1, izraqunati a) z3; b) z1000 +

1

z1000
. a) −1; b) −1
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24. Izraqunati z12, gde je z kompleksan broj koji zadovo	ava jednaqinu
z2 + z + 1 = 0. z = 1.

25. Xta u ravni predstav	a skup parova (x, y) takvih da je z = x+ iy i

a) Re (z) + Im (z) < 1; b) |z| = 2; v) |z−1| = 1; g) z ·z+(1+i)z+(1−i)z =
0; d) |z− 2|+ |z+2| = 4; �) |z+2|+ |z− 2| = 10; e) |z+5| − |z− 5| = 8.
a) Poluravan "ispod"prave y = 1 − x; b) Krug sa centrom u (0, 0)
polupreqnika 2; v) Krug sa centrom u (1, 0) polupreqnika 1; g) Krug sa

centrom u (−1,−1) polupreqnika
√
2; d) z = 0; �) Elipsa

x2

25
+
y2

21
= 1;

e) Hiperbola
x2

16
− y2

9
= 1.

26. Rexiti sistem jednaqina: a)

∣∣∣∣z − 12i

z − 8i

∣∣∣∣ = 5

3
,

∣∣∣∣z − 4

z − 8

∣∣∣∣ = 1;

b) |z + 1| = |z + 4| = |z − i|.

a) z1 = 6 + 8i, z2 = 6 + 17i; b) z = − 5
2 + 5

2 i

27. Rexiti jednaqinu

(
1 + ix

1− ix

)4

= 1. x1 = 0, x2,3 = ±1.

28. Koliko ima celih brojeva n za koje je (n+ i)4 ceo broj?

n ∈ {0,−1, 1}.

29. Rexiti jednaqinu iz2 − 4z + i = 0.

z1,2 =
(
−2±

√
5
)
i

30. Zapisati kompleksan broj z = −1 + i u trigonometrijskom obliku.

z =
√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
31. Na�i vrednost zbira 1 + z + z2 + z3 + . . .+ z10 ako je z = 1+i√

2
. 1+i

2−
√
2

32. Izraqunati i+ i2 + i3 + i4 + . . .+ i2000. 0.

33. Na�i sve qetvrte korene broja z = −1 + i.

34. Kompleksan broj 1 + cosα+ i sinα, α ∈ (−π, π) zapisati u trigonome-

trijskom obliku. z = 2 cos
α

2

(
cos

α

2
+ i sin

α

2

)
.

35. Kompleksan broj z 6= 0 zapisan je u trigonometrijskom obliku, z =

r(cosϕ+ i sinϕ). Zapisati u trigonometrijskom obliku broj
1

z
.

1
z = (r(cosϕ+ i sinϕ))−1 = (reiϕ)−1 = 1

r e
−iϕ = 1

r (cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)).
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36. Broj z =
√
2 +
√
2+ i

√
2−
√
2 napisati u trigonometrijskom obliku.

z = 2
(
cos

π

8
+ i sin

π

8

)
.

z31 + z32 = 2.

37. Izraqunati zbirove Cn = 1 + cosϕ + cos 2ϕ + . . . . . . + cosnϕ i Sn =
sinϕ+ sin 2ϕ+ . . .+ sinnϕ.

Cn =
sin n+1

2 ϕ

sin ϕ
2

cos
n

2
ϕ i Sn =

sin n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

sin
n

2
ϕ. Ako je ϕ = 2kπ, k ∈ Z,

onda je Cn + iSn = n+ 1, pa je Cn = n+ 1 i Sn = 0.
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1.4 Test

1. Realan deo kompleksnog broja 1
2−
√
5+i
√
3
je:

A) (
√
5−3)

√
3

16 B) 1
3−
√
5

V) −2−
√
5 G) 1−

√
5

16 D) 1−
√
5

4 E) ne znam

2. Vrednost izraza (1 + i)2018 − (
√
3− i)1009 je:

A) E) ne znam

3. Data je jednaqina (
1 + ix

1− ix

)2

= i,

gde je x realna nepoznata. Broj rexe�a ove jednaqine u intervalu
(0, 1/2) je:

A) 0 B) 1 V) 2 G) 4 D) beskonaqno E) ne znam

4. Neka je z kompleksan broj za koji va�i
√
2

z+i = −|z|. Tada je 2z − z
jednako:

A) −1− 3i B) 6− i V) 2− 3i G) 1− i
D) nije jednoznaqno odre�en E) ne znam


