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Glava 1

Kompleksni brojevi

1.1 Teorijski uvod

Jednostavna jednaqina x2+1 = 0 nema rexe�a u skupu realnih brojeva.
Da bi otklonili ovaj nedostatak realnih brojeva rexava�emo jednaqinu u
skupu kompleksnih brojeva u kome se realni brojevi nalaze kao podskup.
Kompleksni brojevi su izrazi oblika x+ iy, gde su x i y realni brojevi, a
simbol i zovemo imaginarna jedinica koja ima svojstvo i2 = −1.

Kod kompleksnog broja z = x + iy, realan broj x je �egov realni deo
(pixe se x = Re(z)), a realan broj y je �egov imaginaran deo (pixe se
y = Im(z)).

Za kompleksan broj z = x+ iy je �emu konjugovan broj z = x− iy.
Modul kompleksnog broja z = x+iy je (nenegativan) broj |z| =

√
x2 + y2.

Pod n-tim korenom broja z podrazumevamo svaki kompleksan broj qiji je
n-ti stepen jednak z.

S obzirom da je i2 = −1, va�i da je i3 = i2 · i = −i, zatim, i4 = i2 · i2 =
(−1)(−1) = 1, i5 = i4 · i = i, itd. Matematiqkom indukcijom se mo�e
dokazati da va�i

i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Neka je u ravni σ zadat Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxy, qime
je svakoj taqki dode	en ure�en par realnih brojeva. Preslikava�e

T : C→ σ, C 3 z = x+ iy → T (x, y) ∈ σ

je bijekcija i �ome svakom kompleksnom broju dode	ujemo jednu taqku ravni
σ i obratno, svaka taqka ravni σ je slika taqno jednog kompleksnog broja,
(slika 2). Osu Ox nazivamo realnom osom, a Oy imaginarnom osom.
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Ravan σ zovemo kompleksna ravan i za svaki kompleksan broj z = x + iy u
toj ravni va�e slede�e osobine:
1◦ Konjugovan broj z = x − iy se dobija simetrijom taqke z u odnosu na
realnu osu (slika 3).

2◦ Kompleksan broj −z se dobija simetrijom taqke z u odnosu na taqku
0 (slika 4).

3◦ Modul |z| =
√
x2 + y2 je rastoja�e izme�u taqaka z i 0 (slika 5).

4◦ Vektor polo�aja taqke z1 + z2 jednak je zbiru vektora polo�aja tac-
haka z1 i z2 (slika 6).

5◦ Rastoja�e izme�u taqaka koje odgovaraju kompleksnim brojevima z1 i
z2 jednako je modulu razlike ta dva broja, |z1 − z2| (slika 7).

6◦ Skup svih taqaka z ∈ C za koji va�i |z−z0| = R, gde je z0 dati komplek-
san broj, jeste kru�na linija sa centrom u z0 i polupreqnikom R (slika
8).

7◦ Svaki kompleksan broj z 6= 0 se mo�e na jedinstven naqin zapisati
u trigonometrijskom obliku

z = r(cosϕ+ i sinϕ),

gde je r = |z| modul i ϕ ∈ (−π, π] argument kompleksnog broja (pixe se arg z)

Matematiqki fakultet 4 Univerzitet u Beogradu



Kompleksni brojevi Zlatko Lazovi�

(slika 9).

Proizvod dva kompleksna broja z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) i z2 = r2(cosϕ2 +
i sinϕ2) je

z1z2 = r1r2
(
cos(ϕ1 + ϕ2 + 2lπ) + i sin(ϕ1 + ϕ2 + 2lπ)

)
,

gde l ∈ {−1, 0, 1} biramo takvo da ϕ1 + ϕ2 + 2lπ ∈ (−π, π].

Svaki kompleksan broj z 6= 0 se mo�e na jedinstven naqin zapisati u po-
larnom obliku

z = reiϕ,

gde je r = |z| modul i ϕ ∈ (−π, π] argument kompleksnog broja, pri qemu je
eiϕ = cosϕ+ i sinϕ. Prema tome, va�i

eiϕ1eiϕ2 = ei(ϕ1+ϕ2),
eiϕ1

eiϕ2
= ei(ϕ1−ϕ2), ei(ϕ+2kπ) = eiϕ (k ∈ Z).

Neka je data taqka T u kompleksnoj ravni koja odgovara kompleksnom broju
z = r(cosϕ+ i sinϕ), ϕ ∈ (−π, π]. Taqku T ′ koja odgovara kompleksnom broju
za, gde je a = eiα = cosα + i sinα, mo�emo dobiti rotacijom taqke T oko 0
za orijentisani ugao α (slika 10).

(Muavrova formula) Ako je z = r(cosϕ+ i sinϕ), onda za svaki n ∈ N va�i

zn = (r(cosϕ+ i sinϕ))n = rn(cosnϕ+ i sinnϕ). (1.1)

Neka je dat kompleksni broj z = r(cosϕ + i sinϕ). �egovi razliqiti n-ti
koreni su

zk = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
, k ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}. (1.2)
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Neka je n ∈ N, ϕ ∈ (−π, π] i z = r(cosϕ+ i sinϕ). Taqke u kompleksnoj ravni
koje odgovaraju n-tim korenima kompleksnog broja z pripadaju kru�noj li-
niji polupreqika n

√
r sa centrom u koordinatnom poqetku i predstav	aju

temena pravilnog n-tougla, qije jedno teme odgovara kompleksnom broju
n
√
r
(
cos

ϕ

n
+ i sin

ϕ

n

)
(slika 11).

Rexe�a kvadratne jednaqine x2 + 9 = 0 su x1,2 = ±3i. Qesto se pixe
x2 = −9 ⇔ x = ±

√
−9 = ±3i. Me�utim, ovde je nekorektan zapis

√
−9 jer

pod korenom je negativan broj. Ali, da bi jednostavnije rexili zadatak i
sa kra�im zapisom, namerno �emo praviti tu grexku.

Za svaki kompleksan broj z = a+ ib va�i:
1◦ z + z = 2Re(z) = 2a;
2◦ z − z = 2iIm(z) = 2ib;
3◦ z · z = |z|2;
4◦ |z1 · z2| = |z1| · |z2|;
5◦ |z2| = |z|2;
6◦ z1 + z2 = z1 + z2;
7◦ |z| = |z|;

8◦
(
z1
z2

)
=
z1
z2
.
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1.2 Rexeni zadaci

1.2.1. Izraqunati z1 + z2, z1 · z2 i z1− z2 ako je z1 = 3+4i i z2 = 1− 3i.

Rexe�e. Iz definicije sabira�a, oduzima�a i mno�e�a kompleksnih bro-
jeva nalazimo

z1 + z2 = 3 + 4i+ 1− 3i = 4− i,
z1 − z2 = 3 + 4i− (1− 3i) = 2 + 7i,
z1 · z2 = (3 + 4i)(1− 3i) = 15− 5i.

4

1.2.2. Neka je z = 3 − 4i. Oznaqiti u kompleksnoj ravni taqke koje
odgovaraju kompleksnim brojevima:
a) z b) −z v) z − 2 g) z + 3i d) iz.

Rexe�e. a) slika 15; b) slika 16; v) slika 17; g) slika 18; d) slika 19.

4

1.2.3. Odrediti u kompleksnoj ravni skup taqaka koje zadovo	avaju
relacije:
a) |z + i| = |z − 1|; b) 1 < |z − i| < 2.

Rexe�e. a) Kompleksni brojevi koji zadovo	avaju jednaqinu |z− (−i)| = R
nalaze se na kru�nici polupreqnika R sa centrom u z0 = −i, a komplek-
sni brojevi koji zadovo	avaju jednaqinu |z−1| = R nalaze se na kru�nici
polupreqnika R sa centrom u z1 = 1. Prema tome, kompleksni brojevi za
koje va�i |z + i| = |z − 1| su oni koji su u kompleksnoj ravni podjednako
uda	eni od taqaka z0 = −i i z1 = 1, odnosno nalaze se na simetrali du�i
koja spaja taqke z0 i z1 (slika 20).
b) Rexe�e nejednaqine 1 < |z−i| qine svi kompleksni brojevi van kruga po-
lupreqnika 1 sa centrom u z0 = i, a rexe�e nejednaqine |z− i| < 2 qine svi
kompleksni brojevi unutar kruga polupreqnika 2 sa centrom z0 = i. Ko-
naqno, rexe�e poqetne nejednaqine qine kompleksni brojevi unutar kru�-
nog prstena (slika 21).

4
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1.2.4. Na�i realni i imaginarni deo kompleksnog broja z =
7 + 2i

4− 3i
.

Rexe�e. Poxto je

7 + 2i

4− 3i
=

7 + 2i

4− 3i
· 4 + 3i

4 + 3i
=

(7 + 2i)(4 + 3i)

42 − (3i)2
=

22 + 29i

25
=

22

25
+ i

29

25
,

to je Re(z) = 22
25 , Im(z) = 29

25 . 4

1.2.5. Koliko ima celih brojeva n za koje je (n+ i)4 ceo broj?

Rexe�e. Va�i slede�e (n+i)4 = (n2+2in+i2)2 = (n2+2in−1)(n2+2in−1) =
n4 +4in3 − 6n2 − 4in+1 = n4 − 6n2 +1− 4n(n2 − 1)i. Da bi (n+ i)4 bio ceo
broj mora biti pre svega realan, a to va�i ako je 4n(n2− 1) = 0. Posled�a
jednakost je zadovo	ena ako i samo ako n ∈ {0,−1, 1}. Za takve vrednosti n
izraz (n+ i)4 je ceo broj. 4

1.2.6. Rexiti jednaqinu ix2 − 4x+ i = 0.

Rexe�e. Koreni jednaqine ax2 + bx + c = 0 (a, b, c kompleksni brojevi)

dobijaju se pomo�u poznate formule x1,2 = −b±
√
b2−4ac
2a . Ako primenimo ovo

na naxu jednaqinu dobijamo

x1,2 = 4±
√
16−4i2
2i = 4±

√
20

2i = 4±2
√
5

2i =
(
−2±

√
5
)
i.

4

1.2.7. Neka je S = in+ i−n, gde je n ceo broj. Koje sve vrednosti S mo�e
imati?

Rexe�e. Znamo da je i4k−3 = i, i4k−2 = −1, i4k−1 = −i, i4k = 1 i i−(4k−3) =
−i, i−(4k−2) = −1, i−(4k−1) = i, i−4k = 1. Prema tome, za n = 4k − 3, n =
4k − 2, n = 4k − 1, n = 4k dobijamo za S redom slede�e vrednosti 0,−2, 0 i
2. 4

1.2.8. Na�i sve kompleksne brojeve koji su konjugovani svom kvadratu.

Rexe�e. Potrebno je na�i sve kompleksne brojeve za koje va�i z2 = z.
Zapiximo broj kao z = x + iy, x, y ∈ R. Zamenom u jednaqinu dobijamo
(x+ iy)2 = x− iy, a odatle x2 + i2xy − y2 = x− iy. Ako izjednaqimo realne
i imaginarne delove dobi�emo sistem x2 − y2 = x, 2xy = −y. Posmatrajmo
drugu jednaqinu. Ako je y 6= 0, onda je x = − 1

2 , pa iz prve jednaqine sledi

da je
1

4
− y2 = −1

2
, a odatle je y1,2 = ±

√
3

2
. Ako je y = 0, onda je x2 = x,

odnosno x = 0 ili x = 1.

Tra�eni kompleksni brojevi su z1 = −1

2
+ i

√
3

2
, z2 = −1

2
− i
√
3

2
, z3 = 0

i z4 = 1. 4

1.2.9. Rexiti jednaqinu z|z| + 4z + 5z + 2i = 0 u skupu kompleksnih
brojeva.
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Rexe�e. Predstavimo kompleksan broj kao z = x+ iy, x, y ∈ R. Tada je

(x+ iy)
√
x2 + y2 + 4(x+ iy) + 5(x− iy) + 2i = 0,

odnosno

x
√
x2 + y2 + 9x+ i

(
y
√
x2 + y2 − y + 2

)
= 0.

Ako izjednaqimo realni i imaginarni deo sa 0, dobijamo sistem

x
√
x2 + y2 + 9x = 0,

y
√
x2 + y2 − y + 2 = 0.

Ovaj sistem je ekvivalentan sa slede�im sistemom

x
(√

x2 + y2 + 9
)

= 0,

y
√
x2 + y2 − y + 2 = 0.

Iz prve jednaqine sledi da je x = 0 i ako to zamenimo u drugu jednaqinu
dobijamo y

√
y2 − y + 2 = 0, odnosno y|y| − y + 2 = 0. Ako je y ≥ 0, onda

jednaqina y2−y+2 = 0 nema realnih rexe�a, a ako je y < 0, onda jednaqina
−y2 − y + 2 = 0 ima rexe�a y1 = −2 i y2 = 1. Rexe�e y2 = 1 ne uzimamo u
obzir jer y mora biti negativno, stoga je y = −2. Dobili smo da je x = 0 i
y = −2. Rexe�e jednaqine je −2i. 4

1.2.10. Uprostiti izraz

(
1 + i

1− i

)6

+

(
1− i
1 + i

)6

.

Rexe�e. Prvi naqin: Primenom jednakosti (1 + i)2 = 1 + 2i + i2 = 2i i
(1− i)2 = 1− 2i+ i2 = −2i dobijamo(
1 + i

1− i

)6

+

(
1− i
1 + i

)6

=

(
(1 + i)2

(1− i)2

)3

+

(
(1− i)2

(1 + i)2

)3

=

(
2i

−2i

)3

+

(
−2i
2i

)3

= (−1)3 + (−1)3 = −1− 1 = −2.

Drugi naqin: Racionalisa�em izraza u zagradama dobijamo

1 + i

1− i
· 1 + i

1 + i
=

1 + 2i+ i2

1− i2
=

2i

2
= i,

1− i
1 + i

· 1− i
1− i

=
1− 2i+ i2

1− i2
=
−2i
2

= −i,

a odatle (
1 + i

1− i

)6

+

(
1− i
1 + i

)6

= i6 + (−i)6 = −1− 1 = −2.

4

1.2.11. Izraqunati

(
1 + i

1− i

)2014

.
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Rexe�e. Prvi naqin: Racionalisa�em izraza
1 + i

1− i
dobijamo

1 + i

1− i
=

1 + i

1− i
· 1 + i

1 + i
=

1 + 2i+ i2

1− i2
=

2i

2
= i.

Prema tome imamo(
1 + i

1− i

)2014

= i2014 = i2012 · i2 = (i4)503 · i2 = −1.

Drugi naqin: Na osnovu jednakosti (1 + i)2 = 2i i (1− i)2 = −2i imamo(
1 + i

1− i

)2014

=

(
(1 + i)2

(1− i)2

)1007

=

(
2i

−2i

)1007

= (−1)1007 = −1.

4

1.2.12. Rexiti jednaqinu

(
1 + ix

1− ix

)4

= 1.

Rexe�e. Za x 6= −i jednaqina je ekvivalentna jednaqini (1+ix)4 = (1−ix)4,
tj. 8ix+ 8i3x3 = 0, odnosno 8ix(x2 − 1) = 0. Rexe�a posled�e jednaqine su
x1 = 0, x2,3 = ±1. 4

1.2.13. Zapisati kompleksan broj z = −
√
3 − i u trigonometrijskom

obliku.

Rexe�e. Prvi naqin: Iz zapisa mo�emo videti da je Re(z) = −
√
3 i

Im(z) = −1. Izraqunajmo prvo modul r = |z| =

√(
−
√
3
)2

+ (−1)2 =√
3 + 1 = 2. Zatim, u kompleksnom broju izdvojimo modul i dobijamo z =

2

(
−
√
3

2
− 1

2
i

)
. S obzirom da je trigonometrijski oblik kompleksnog broja

z = r(cosϕ + i sinϕ), potrebno je na�i argument ϕ ∈ (−π, π] takav da je

cosϕ = −
√
3
2 i sinϕ = − 1

2 . Na osnovu trigonometrijskog kruga mo�emo za-
k	uqiti da je ϕ = − 5π

6 (slika 12).

Stoga je trigonometrijski zapis posmatranog kompleksnog broja

z = 2

(
cos

(
−5π

6

)
+ i sin

(
−5π

6

))
.

Drugi naqin: Modul je |z| = 2, a argument oznaqimo sa ϕ = arg z. Nala-

zimo tgϕ =
Im(z)

Re(z)
=
−1
−
√
3
=

1√
3
, ϕ ∈ (−π, π], a odavde ϕ =

π

6
ili ϕ = − 5π

6 .
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Zbog sinϕ =
Im(z)

|z|
= −1

2
, imamo da je ϕ = −5π

6
. Trigonometrijski oblik

kompleksnog broja je z = 2
(
cos
(
− 5π

6

)
+ i sin

(
− 5π

6

))
. 4

1.2.14. Zapisati kompleksan broj z = −1 + i u trigonometrijskom
obliku.

Rexe�e. Koriste�i formulu |z| =
√
a2 + b2 (z = a + ib), dobijamo da je

modul jednak |z| =
√
1 + 1 =

√
2. Kompleksan broj mo�emo zapisati kao

z =
√
2

(
− 1√

2
+ i

1√
2

)
, odakle sledi da je cosϕ = − 1√

2
i sinϕ =

1√
2
. Ar-

gument kompleksnog broja je arg z = ϕ =
3π

4
, pa je z =

√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
(slika 13).

4

1.2.15. Kompleksan broj 1 + cosα + i sinα, α ∈ (−π, π) zapisati u tri-
gonometrijskom obliku.

Rexe�e. Zbog (1+cosα)2+(sinα)2 = 1+2 cosα+cos2 α+sin2 α = 2+2 cosα =

2(1 + cosα) = 2 · 2 cos2 α
2
imamo da je |z| =

√
4 cos2

α

2
= 2 cos

α

2
, jer je

cos
α

2
> 0. Zatim, cosϕ =

1 + cosα

2 cos α2
=

2 cos2 α2
2 cos α2

= cos
α

2
i sinϕ =

sinα

2 cos α2
=

2 sin α
2 cos α2

2 cos α2
= sin

α

2
. Stoga je ϕ =

α

2
, pa je z = 2 cos

α

2

(
cos

α

2
+ i sin

α

2

)
. 4

1.2.16. Kompleksan broj z 6= 0 zapisan je u trigonometrijskom obliku,

z = r(cosϕ+ i sinϕ). Zapisati u trigonometrijskom obliku broj
1

z
.

Rexe�e. Prvi naqin: Neka je z = r(cosϕ+ i sinϕ). Tada je

1

z
= (r(cosϕ+ i sinϕ))−1 = (reiϕ)−1 =

1

r
e−iϕ =

1

r
(cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)).

Drugi naqin: Neka je z = r(cosϕ+ i sinϕ). Tada je

1

z
=

1

z
· z
z
=

z

|z|2
=
r(cosϕ− i sinϕ)

r2
=

1

r

(
cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)

)
.

4
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1.2.17. Broj z =
√

2 +
√
2 + i

√
2−
√
2 napisati u trigonometrijskom

obliku.

Rexe�e. Modul broja z je |z| =
√
2 +
√
2 + 2−

√
2 = 2, pa se mo�e zapisati

z = 2

(√
2 +
√
2

2
+ i

√
2−
√
2

2

)
. Potrebno je na�i argument ϕ za koje je

cosϕ =

√
2 +
√
2

2
i sinϕ =

√
2−
√
2

2
. Kako je tgϕ =

√
2−
√
2√

2+
√
2
=
√
3− 2

√
2,

onda je tg 2ϕ =
2tgϕ

1− tg2ϕ
=

2
√
3− 2

√
2

2
√
2− 2

=
2

√(
1−
√
2
)2

2
√
2− 2

=
2(1−

√
2)

2(
√
2− 1)

=

1, ϕ 6= π

4
. Prema tome, 2ϕ =

π

4
. Dobili smo trigonometrijski oblik

z = 2
(
cos

π

8
+ i sin

π

8

)
.

4

1.2.18. Ako je z1 = (−1−i
√
3)/2 i z2 = (−1+i

√
3)/2, izraqunati z31+z

3
2 .

Rexe�e. Prvi naqin. Tra�eni zbir je jednak

z31 + z32 = (z1 + z2)(z
2
1 − z1z2 + z22) = (z1 + z2)((z1 + z2)

2 − 3z1z2).

Kako je

z1 + z2 =
−1− i

√
3

2
+
−1 + i

√
3

2
= −1

z1z2 =
−1− i

√
3

2
· −1 + i

√
3

2
=

1− (i
√
3)2

4
= 1,

dobijamo z31 + z32 = (z1 + z2)((z1 + z2)
2 − 3z1z2) = (−1)(1− 3) = 2.

Drugi naqin: Zadatak se mo�e rexiti i ako uoqimo da je z1 = −eiπ/3,
a z2 = −e−π/3. Odatle sledi da je z31 = −eiπ = 1, i z32 = −eiπ = 1, odnosno
z31 + z32 = 2. 4

1.2.19. Srediti izraz
6 cos π6 + 6i sin π

6

2 cos 2π
3 + 2i sin 2π

3

.

Rexe�e. Prvi naqin: Brojilac datog izraza je jednak 6 cos
π

6
+ 6i sin

π

6
=

6
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
= 6ei

π
6 , a imenilac 2 cos

2π

3
+2i sin

2π

3
= 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
=

2ei
2π
3 . Odavde je

6 cos π6 + 6i sin π
6

2 cos 2π
3 + 2i sin 2π

3

=
6ei

π
6

2ei
2π
3

= 3ei(
π
6−

2π
3 ) = 3eiπ

1−4
6 = 3e−

π
2 i = −3i.

Matematiqki fakultet 12 Univerzitet u Beogradu



Kompleksni brojevi Zlatko Lazovi�

Drugi naqin: Racionalisa�em izraza dobijamo

6 cos π6 + 6i sin π
6

2 cos 2π
3 + 2i sin 2π

3

=
6
√
3
2 + 6i 12

2(− 1
2 ) + 2i

√
3
2

= 3

√
3
2 + i 12

− 1
2 + i

√
3
2

= 3

√
3
2 + i 12

− 1
2 + i

√
3
2

·
− 1

2 − i
√
3
2

− 1
2 − i

√
3
2

= 3
−
√
3
4 +

√
3
4 −

1
4 i−

3
4 i

1
4 + 3

4

= −3i.

4

1.2.20. Izraqunati
(√

3− i
)36

.

Rexe�e. Prvi naqin: Predstavimo kompleksan broj z =
√
3− i u trigono-

metrijskom obliku. S obzirom da je |z| = 2 i arg z = −π6 , imamo

z = 2
(
cos
(
−π
6

)
+ i sin

(
−π
6

))
.

Primenom Muavrove formule dobijamo

z36 = 236
(
cos
(
−36 · π

6

)
+ i sin

(
−36 · π

6

))
= 236 (cos(−6π)− i sin(−6π)) = 236.

Drugi naqin: Na osnovu jednakosti
(√

3− i
)3

= −8i imamo

(√
3− i

)36
=

((√
3− i

)3)12

= (−8i)12 = 236.

4

1.2.21. Izraqunati z12, gde je z kompleksan broj koji zadovo	ava jed-
naqinu z2 + z + 1 = 0.

Rexe�e. Rexe�a jednaqine z2 + z + 1 = 0 su z1,2 = −1±
√
1−4

2 = −1±
√
3i

2 =

− 1
2 ±

√
3
2 i. Zapiximo rexe�a u trigonometrijskom obliku z1 = − 1

2 +
√
3
2 i =

cos 2π
3 + i sin 2π

3 i z2 = − 1
2 −

√
3
2 i = cos 4π

3 + i sin 4π
3 . Odavde sledi da je

z121 =

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)12

= cos(8π) + i sin(8π) = 1,

z122 =

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)12

= cos(16π) + i sin(16π) = 1.

Rexe�e je z = 1. 4
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1.2.22. Na�i vrednost kompleksne funkcije f(z) =

(
z

1− i

)20

u taqki

z = 1 + i
√
3.

Rexe�e. Prvi naqin: Zapiximo kompleksne brojeve z1 = 1+i
√
3 i z2 = 1−i

u trigonometrijskom obliku. Za broj z1 je |z1| =
√
1 + 3 = 2 i arg z1 = π

3 ,

pa je z1 = 2(cos π3 + i sin π
3 ), a za z2 je |z2| =

√
1 + 1 =

√
2 i arg z2 = −π

4
, pa

je z2 =
√
2
(
cos
(
−π4
)
+ i sin

(
−π4
))
. Konaqno,

f(z) =

(
z

1− i

)20

=

(
2(cos π3 + i sin π

3 )√
2
(
cos(−π4 ) + i sin(−π4 )

))20

=
220(cos 20 · π3 + i sin 20 · π3 )

210
(
cos(−20 · π4 ) + i sin(−20 · π4 )

) = 210 ·
cos 2 · π3 + i sin 2 · π3

cos(−5π) + i sin(−5π)

= 210 ·
− 1

2 + i
√
3
2

−1 + 0
= −210

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
= 29

(
1− i

√
3
)
.

Drugi naqin: Na osnovu qi�enice da je (1+ i
√
3)3 = −8 i (1− i)2 = −2i

imamo

f(z) =

(
1 + i

√
3

1− i

)20

=

(
1 + i

√
3
)20

(1− i)20
=

(
1 + i

√
3
)18 (

1 + i
√
3
)2

((1− i)2)10

=

((
1 + i

√
3
)3)6 (

1 + i
√
3
)2

((1− i)2)10
=

(−8)6
(
−2 + 2i

√
3
)

(−2i)10
=

86
(
−1 + i

√
3
)

−29

= 29
(
1− i

√
3
)
.

4

1.2.23. Izraqunati zbirove Cn = 1 + cosϕ + cos 2ϕ + . . . . . . + cosnϕ i
Sn = sinϕ+ sin 2ϕ+ . . .+ sinnϕ.

Rexe�e. Posmatrajmo zbir

Cn + iSn = 1 + (cosϕ+ i sinϕ) + (cos 2ϕ+ i sin 2ϕ) + . . .+ (cosnϕ+ i sinnϕ)

= 1 + (cosϕ+ i sinϕ) + (cosϕ+ i sinϕ)2 + . . .+ (cosϕ+ i sinϕ)n

= 1 + z + z2 + . . .+ zn,

gde je z = cosϕ+ i sinϕ. Kako je

1 + z + z2 + . . .+ zn =

{
1−zn+1

1−z , z 6= 1;

n+ 1, z = 1,
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imamo za ϕ 6= 2kπ

Cn + iSn =
1− zn+1

1− z
=

1− (cosϕ+ i sinϕ)n+1

1− (cosϕ+ i sinϕ)

=
1− cos(n+ 1)ϕ− i sin(n+ 1)ϕ

2 sin ϕ
2 (sin

ϕ
2 − i cos

ϕ
2 )

=
2 sin n+1

2 ϕ
(
sin n+1

2 ϕ− i cos n+1
2 ϕ

)
2 sin ϕ

2 (sin
ϕ
2 − i cos

ϕ
2 )

·
sin ϕ

2 + i cos ϕ2
sin ϕ

2 + i cos ϕ2

=
sin n+1

2 ϕ

sin ϕ
2

(
sin

n+ 1

2
ϕ sin

ϕ

2
− cos

n+ 1

2
ϕ cos

ϕ

2

)
+i

sin n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

(
sin

n+ 1

2
ϕ cos

ϕ

2
− cos

n+ 1

2
ϕ sin

ϕ

2

)
=

sin n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

cos
n

2
ϕ+ i

sin n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

sin
n

2
ϕ.

Izjednaqava�em realnih, odnosno imaginarnih delova nalazimo

Cn =
sin n+1

2 ϕ

sin ϕ
2

cos
n

2
ϕ i Sn =

sin n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

sin
n

2
ϕ.

Ako je ϕ = 2kπ, k ∈ Z, onda je Cn + iSn = n+ 1, pa je Cn = n+ 1 i Sn = 0.

4

1.2.24. Na�i sve qetvrte korene broja z = −1 + i.

Rexe�e. Zapiximo kompleksan broj z u trigonometrijskom obliku. Modul

je |z| =
√

(−1)2 + 12 =
√
2, pa je z =

√
2

(
−1√
2
+ i

1√
2

)
. Odavde vidimo da je

cosϕ =
−1√
2
i sinϕ =

1√
2
, pa je ϕ =

3π

4
. Stoga je, na osnovu formule (1.2),
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zk =
4

√√
2

(
cos

3π
4 + 2kπ

4
+ i sin

3π
4 + 2kπ

4

)
, k ∈ {0, 1, 2, 3}. Prema tome,

z0 =
8
√
2

(
cos

3π

16
+ i sin

3π

16

)
,

z1 =
8
√
2

(
cos

(
3π

16
+
π

2

)
+ i sin

(
3π

16
+
π

2

))
=

8
√
2

(
cos

(
11π

16

)
+ i sin

(
11π

16

))
,

z2 =
8
√
2

(
cos

(
3π

16
+ π

)
+ i sin

(
3π

16
+ π

))
=

8
√
2

(
cos

(
−13π

6

)
+ i sin

(
−13π

6

))
,

z3 =
8
√
2

(
cos

(
3π

16
+ 3 · π

2

)
+ i sin

(
3π

16
+ 3 · π

2

))
=

8
√
2

(
cos

(
−5π

6

)
+ i sin

(
−5π

6

))
,

gde smo primenili

cos

(
11π

16

)
= cos

(
13π

16
+
π

2

)
,

cos

(
−13π

16

)
= cos

(
3π

16
+ π

)
,

cos

(
−5π

16

)
= cos

(
3π

16
+ 3 · π

2

)
,

kao i

sin

(
11π

16

)
= sin

(
13π

16
+
π

2

)
,

sin

(
−13π

16

)
= sin

(
3π

16
+ π

)
,

sin

(
−5π

16

)
= sin

(
3π

16
+ 3 · π

2

)
.

Kako je |zk| =
√
2 za sve k ∈ {0, 1, 2, 3}, a argumenti se dobijaju dodava-

�em argumentu arg z0 =
3π

16
redom

π

2
, −2 · π

2
i −π

2
, qetvrti koreni broja

−1 + i predstav	aju u kompleksnoj ravni temena kvadrata, koja se nalaze
na kru�noj liniji polupreqnika 8

√
2 sa centrom u koordinatnom poqetku

(slika 14).
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4

1.2.25.DODATI SLIKU Neka su z1 i z2 dva naspramna temena jed-
nog kvadrata u kompleksnoj ravni, i z3 i z4 ostala dva naspramna temena.

Dokazati z3z4 =
z21 + z22

2
.

Rexe�e. Izrazimo z3 i z4 preko z1 i z2. Oznaqimo presek dijagonala kva-
drata sa z0 = z1+z2

2 , (slika 23). Ako posmatramo kompleksne brojeve z2− z0
i z4 − z0 vidimo da se kompleksan broj z4 dobija rotacijom kompleksnog
broja z2 oko z0 za ugao π

2 u suprotnom smeru od smera kaza	ke na satu.

Imamo z4−z0 = (z2−z0)ei
π
2 = (z2−z0)

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
= (z2−z0)i. Odavde

z4 = z0 + (z2 − z0)i =
z1 + z2

2
+

(
z2 −

z1 + z2
2

)
i =

z1 + z2
2

+
z2 − z1

2
i.

Ako posmatramo kompleksne brojeve z1−z0 i z3−z0 vidimo da se kompleksan
broj z3 dobija rotacijom kompleksnog broja z1 oko z0 za ugao

π
2 u suprotnom

smeru od smera kaza	ke na satu. Prema tome

z3 − z0 = (z1 − z0)ei
π
2 = (z1 − z0)

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
= (z1 − z0)i.

Odavde

z3 = z0 + (z1 − z0)i =
z1 + z2

2
+

(
z1 −

z1 + z2
2

)
i =

z1 + z2
2

+
z1 − z2

2
i.

Dobili smo

z3z4 =

(
z1 + z2

2
+
z2 − z1

2
i

)(
z1 + z2

2
+
z1 − z2

2
i

)
=

(z1 + z2)
2

4
− (z2 − z1)2

4
i2 =

z21 + 2z1z2 + z22
4

+
z22 − 2z1z2 + z21

4

=
z21 + z22

2
.

4

1.2.26. Izraqunati za n ≥ 2 slede�i proizvod[
1 +

1 + i

2

] [
1 +

(
1 + i

2

)2
][

1 +

(
1 + i

2

)22
]
· . . . ·

[
1 +

(
1 + i

2

)2n
]
.
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Rexe�e. Zbog
(
1+i
2

)2
= i

2 ,
(
1+i
2

)22
=
(
i
2

)2
, . . . ,

(
1+i
2

)2n
=
(
i
2

)2n−1
, imamo[

1 +
1 + i

2

][
1 +

(
1 + i

2

)2
][

1 +

(
i

2

)2
]
· . . . ·

[
1 +

(
1 + i

2

)2n
]

=

[
1 +

1 + i

2

] [
1 +

i

2

][
1 +

(
1 + i

2

)22
]
· . . . ·

[
1 +

(
i

2

)2n−1
]

=
1 + 1+i

2

1− i
2

[
1− i

2

] [
1 +

i

2

] [
1 +

(
i

2

)2
]
· . . . ·

[
1 +

(
i

2

)2n−1
]

=
1 + 1+i

2

1− i
2

[
1−

(
i

2

)2n
]
=

3 + i

2− i

(
1− 1

22n

)
= (1 + i)

(
1− 1

22n

)
.

Iskoristili smo qi�enicu da je i2
n

= 1 za n ≥ 2. 4

1.3 Zadaci za ve�bu

1.3.27. Izraqunati |z| (modul kompleksnog broja z), ako je z = (2−i)(1+i)
3−i .

Rexe�e. |z| = 1. 4

1.3.28. Izraqunati i+ i2 + i3 + i4 + . . .+ i2000.

Rexe�e. Zbir je jednak 0. 4

1.3.29. Na�i vrednost zbira 1 + z + z2 + z3 + . . .+ z10 ako je z = 1+i√
2
.

Rexe�e. Vrednost zbira je 1+i
2−
√
2
. 4

1.3.30. Kompleksan broj z ima svojstvo da je Re(z) qetiri puta ve�i od
Im(z). Koliko je puta Re(z2) ve�i od Im(z2)?

Rexe�e. 1,875 puta. 4

1.3.31. Izraqunati (1 + i
√
3)9 + (

√
3− i)9.

Rexe�e. 29(−1 + i). 4

1.3.32. Ako je kompleksan broj z = x+ iy (x, y ∈ R, i2 = −1) takav da je
|z|+ z − 1 = 0, izraqunati 2x− y.

Rexe�e. 2x− y = 1. 4

1.3.33. Izraqunati

(
3

1 + i
+

1 + i

2i

)16

.
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Rexe�e. 224. 4

1.3.34. Ako kompleksan broj z zadovo	ava jednakost z + 2z = 12 + 3i,
na�i |z|.

Rexe�e. |z| = 5. 4

1.3.35. Na�i sve xeste korene broja i−
√
3.

Rexe�e. zk=
6
√
2

(
cos

(
5π

36
+

2kπ

6

)
+ i sin

(
5π

36
+

2kπ

6

))
, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

4

1.3.36. Rexiti jednaqinu z5 = (1− z)5.

Rexe�e.
1

2

(
1− i tg kπ

5

)
, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. 4

1.3.37. Rexiti po z jednaqinu z + 2z = 6− i.

Rexe�e. z = 2 + i. 4

1.3.38. Dat je kompeksan broj z1 = 2 − 2i. Odrediti kompleksan broj

z = x+ iy koji zadovo	ava Re (z · z1) = 18 i Im

(
z

z1

)
=

1

13
.

Rexe�e. z = 3 + 4i. 4

1.3.39. Ako je z +
1

z
= 1, izraqunati

a) z3;

b) z1000 +
1

z1000
.

Rexe�e. a) −1; b) −1. 4

1.3.40. Xta u ravni predstav	a skup parova (x, y) takvih da je z = x+iy
i
a) Re (z) + Im (z) < 1;
b) |z| = 2;
v) |z − 1| = 1;
g) z · z + (1 + i)z + (1− i)z = 0;
d |z − 2|+ |z + 2| = 4;
�) |z + 2|+ |z − 2| = 10;
e) |z + 5| − |z − 5| = 8.

Rexe�e. a) Poluravan "ispod"prave y = 1− x; b) Krug sa centrom u (0, 0)
polupreqnika 2; v) Krug sa centrom u (1, 0) polupreqnika 1; g) Krug sa

centrom u (−1,−1) polupreqnika
√
2; d) z = 0; �) Elipsa

x2

25
+
y2

21
= 1; e)

Hiperbola
x2

16
− y2

9
= 1. 4
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1.3.41. Rexiti sistem jednaqina:

a)

∣∣∣∣z − 12i

z − 8i

∣∣∣∣ = 5

3
,

∣∣∣∣z − 4

z − 8

∣∣∣∣ = 1;

b) |z + 1| = |z + 4| = |z − i|.

Rexe�e. a) z1 = 6 + 8i, z2 = 6 + 17i; b) z = − 5
2 + 5

2 i. 4
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