
0.1 Osnovni pojmovi iz linearne algebre

Definiija 0.1.1. Vektorski prostor V je neprazan skup, zatvoren

za sabira�e i skalarno mno�e�e. �egovi elementi nazivaju se vek-

tori.

Definiija 0.1.2. Vektori v1, ..., vn su linearno nezavisni ako ne

psotiji netrivijalno rexe�e jednaqine

x1v1 + · · ·xnvn = 0.

Definiija 0.1.3. Vektori v1 i v2 su ortogonalni ako je < v1, v2 >=
0.

Primetimo da iz ortogonalnosti sledi linearna nezavisnost a da

obrnuto ne va�i. Na primer, posmatrajmo vektore v1 = (1, 0, 1)T i v2 =
(0, 1, 1)T .

Definiija 0.1.4. Kvadratna matria M je ortogonalna ako je

MTM = I

Definiija 0.1.5. Rang n×p matrie A u oznai R(A) je maksimalan
broj linearno nezavisnih kolona(vrsta).

Iz same definije sledi slede�i niz jednakosti

R(ATA) = R(AAT ) = R(A) = R(AT ).

Definiija 0.1.6. Ako je za neko λ ∈ R, Ax = λx onda se λ naziva

sopstvena vrednost matrie A, a x sopstveni vektor.

Poznato je da je za kvadratnu matriu A je λ rexe�e jednaqine

det(A− λI) = 0 i tada je detA =
∏

λi.

Definiija 0.1.7. Trag kvadratne matrie A = [aij ] predav	a zbir
elemenata na dijagonali, odnosno

trA =
∑

i

aii.

Za trag matrie A va�e slede�e jednakosti (pod pretpostavkom da je

mno�e�e definisano):

1. tr(A+B) = tr(A) + tr(B);
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2. Ako je A n × n matria i P nesingularna matria, onda je

tr(P−1AP ) = tr(A);

3. Ako je A n × n matria i M ortogonalna matria, onda je

tr(MTAM) = tr(A).

Definiija 0.1.8. Kvadratna matria A je simetriqna ako je A =
AT

.

Osobine simetriqne n× n matrie A:

1. Postoji ortogonalna matria C = (c1, ...cn) i dijagonalna ma-

tria Λ = (λ1, ...λn) (sopstvene vrednosti matrie ) takva da

je A = CΛCT
(spektralna dekompoziija matrie A). Tada je

A =
∑n

i=1 λicic
T
i .

2. R(A) je broj sopstvenih vrednosti razliqitih od nule;

3. tr(A) =
∑n

i=1 λi;

4. Ako je A nesingularna matria onda je tr(A−1) =
∑n

i=1 λ
−1
i ;

5. Postoji ortogonalna transformaija y = MTx tako da je

xTAx =
∑

λiy
2
i ;

6. R(A +B) ≤ R(A) +R(B)

U sluqaju nesimetriqne n × p matrie A matria ranga r postoji

dekompoziija A = ULV gde je UTU = I = V TV = I i L je nesingularna

matria ranga r.

Definiija 0.1.9. Neke je A simetriqna matria. Tada je sa Q(x) =
xTAx definisana jedna kvadratna forma vektora x. Ka�emo da je Q
pozitivno (negativno) definitna ako za svako x > 0, Q(x) > 0 (Q(x) <
0). Ako se dopusta jednakost onda je pozitivno semi-definitna (nega-

tivno semi-definitna).

Mo�e se pokazati da ako je Ap×p pozitivno definitna iBk×p matria

ranga k ≤ p onda je BABT
pozitivno definitna.

Va�i i slede�e: Simetriqna matria A je pozitivno definitna

akko postoji nesingularna matria P takva da je A = P TP
Va�i i slede�e
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max
x 6=0

xTAx

xTx
= λmax (1)

min
x 6=0

xTAx

xTx
= λmin (2)

Definiija 0.1.10. Za matriu P za koju je P 2 = P ka�emo da je

idempotenta. Ukoliko je i simetriqna onda se naziva matriom pro-

jekije ili projektorom.

Osobine projektora:

1. tr(P ) = R(P );

2. P je pozitivno semi definitna;

3. Neka su P1 i P2 projektori. Ako je P1 − P2 pozitivno semi-

definitna onda je i projektor, kao i P1P2 = P2P1 = P2

0.1.1 Matriqno diferenira�e

Definiija 0.1.11. Neka je X n× p matria i f skalarna funkija.

Tada je matriqno diferenira�e definisano sa

∂f(X)

∂X
:=
(∂f(X)

∂xij

)

1.

∂aT x
∂x

= a;

2.

∂xT x
∂x

= 2x;

3.

∂xTAx
∂x

= (A + AT )x;

4.

∂xTAy
∂x

= Ay;

0.2 Neke va�ne vixedimenizionalne

raspodele

0.2.1 Normalna raspodela

Definiija 0.2.1. Sluqajni vektor X ima n-dimenziona normalnu

raspodela Nn(µ,Σ) ukoliko je �egova funkija gustine
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f(x) =
1

(2π)n/2|Σ|1/2 e
− (x−µ)T Σ−1(x−µ)

2 , x ∈ Rn

gde je Σ simetriqna, pozitivno definitna kovarijaiona matria a

sa |Σ| je oznaqena �ena determinanta.

Vixedimenzionalna normalna raspodela ima slede�e lepe osobine:

• Ukoliko X ima N(µ,Σ) raspdelu onda AX+b imaN(Aµ+b, AΣAT );

• Ako sluqajni vektor Z = (XT , Y T )T ima

N

((

µx

µy

)

,

(

Σx Σxy

ΣT
xy Σy

))

raspodelu

onda su marginalne raspodele za X i Y redom N(µx,Σx) i

N(µy,Σy), a uslovne raspodele

X|y ∼ N(µx + ΣxyΣ
−1
yy (y − µy),Σx − ΣxyΣ

−1
y ΣT

xy)

Y |x ∼ N(µy + ΣT
xyΣ

−1
xx (x− µx),Σy − ΣT

xyΣ
−1
x Σxy);

• Moment generatorna funkija sluqajnog vektora X sa N(µ,Σ)

raspodelom je MX(t) = E(et
T x) = eµ

T t+ 1
2
tTΣt, t ∈ R;

• X se mo�e predstaviti u obliku X = AZ + µ gde je AAT = Σ a Z
ima standardnu vixedimenzionalnu normalnu raspodelu.

• Neka X = (X1, ..., Xn)
T
ima vixedimenzionu normalnu raspodelu.

Tada su komponente vektora nezavisne akko su nekorelisane (ko-

varijaiona matria je dijagonalna matria).

0.2.2 χ2
raspodela

Definiija 0.2.2. Neka su X1, ..., Xn nezavisne sluqajne veliqine sa

N(θ1, 1),...,N(θn, 1) raspodelma ,redom. Tada sluqajna veliqina

Y =
k
∑

j=1

X2
j (3)

ima χ2
k(µ) raspodelu, gde je parametar polo�aja µ =

∑k
j=1 θ

2
j . Ukoliko

je µ = 0 parametar polo�aja �emo izostaviti u notaiji.

Teorema 0.2.1. Sluqajna veliqina Y definisana sa (3) se mo�e pred-

staviti u obliku zbira dve nezavisne sluqajne veliqine od koji jedna

ima χ2
1(µ) a druga χ2

k−1 raspodelu.
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Primetimo da zapravo ova teorema opravdava definiiju χ2

raspodele jer sugerixe da raspodela od Y zavisi samo od stepeni slobode

i µ.

Dokaz. Neka je B = [bij ] ortogonala matria tako da je b1j = θjµ
− 1

2
, za j =

1, 2..., k. Neka je W = BX. Tada W ima N(Bθ,BIBT ), odnosno N(Bθ, I)
jer je B ortogonalna matria. Odavde je jasno da su komponente vektora

W meÆusobno nezavisne. Primetimo da je EW1 =
∑k

j=1 b1jθj = µ
1
2 , i da

je EWi =
∑k

j=1 bijθj = 0. . Druga jednakost va�i poxto je matria B
ortogonalna.

Y = XTX = W 2
1 +

k
∑

i=2

W 2
i

Iz ove reprezentaije jasno sledi tvrÆe�e teoreme.

0.2.3 Fixerova raspodela

Neka X ∼ χ2
n1
(µ) i Y ∼ χ2

n2
i nezavisne su. Tada

U1

n1

U2

n2

ima Fixerovu Fn1,n2(µ) raspodelu.

0.2.4 Studentova raspodela

Neka X ima normalnu N(θ, 1) raspodelu i Y ima χ2
m raspodelu i nezav-

isne su. Tada

X
√

Y
m

ima Studentovu tm(θ) raspodelu, gde je θ parametar polo�aja.

0.3 Raspodela kvadratne forme

Teorema 0.3.1 (Kohran). Neka su X1, ..., Xn nezavisne N (0, σ2) sluqajne
veliqine i neka je

n
∑

i=1

X2
i =

k
∑

j=1

Qj ,

gde je Qj kvadratna forma definisana sa Qj = XTAjX, za j = 1, 2, ..., k,

pri qemu je R(Aj) = rj. Tada je
∑k

j=1 rj = n. ako i samo ako
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1. Q1, ..., Qk su nezavisne sluqajne veliqine i

2. Qj/σ
2
ima χ2

rj
raspodelu.

Mo�e se formulisati i opxtije tvrÆe�e:

Teorema 0.3.2 (Kohran). Neka sluqajni vektor X ima N (θ, σ2I)
raspodelu i neka je

n
∑

i=1

X2
i =

k
∑

j=1

Qj ,

gde je Qj kvadratna forma definisana sa Qj = XTAjX, za j = 1, 2, ..., k,

pri qemu je R(Aj) = rj. Tada je
∑k

j=1 rj = n i

∑k
j=1 µj = θT θ ako i samo

ako

1. Q1, ..., Qk su nezavisne sluqajne veliqine i

2. Qj/σ
2
ima χ2

rj
(µj) raspodelu, pri qemu je µj = θTAjθ

Dokaza�emo samo prvu teoremu. Druga se dokazuje analogno. Pre nego

xto se upustiomo u dokaz navodimo jednu �enu opxte poznatu poslediu.

Posledia 0.3.1. Uzoraqka sredina X̄ i poprav	ena uzoraqka disper-

zija S2
su nezavine suqajne veliqine, i (n−1)S2/σ2

ima χ2
n−1 raspodelu.

Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je σ2 = 1.

(n− 1)S2 =
n
∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
n
∑

i=1

X2
i − n(X̄)2.

Odavde je

n
∑

i=1

X2
i =

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2 + n(X̄)2 = XT (I − J

n
)X +XT J

n
X,

gde je J n × n matria qiji su svi elementi jedinie. Primetimo da

leva strana jednakosti ima χ2
n raspodelu. Da	e, R(I− J

n
) = n−1 jer je, s

jedne strane R(I− J
n
) ≥ R(I)−R(J

n
), a s druge, iz jednakosti (I− J

n
)1 = 0

zak	uqujemo da je R(I − J
n
) ≤ n− 1. Kako je R(J

n
) = 1 sledi tvrÆe�e.

Lema 0.3.1. Neka su x1, ...xn realni brojevi. Pretpostavimo da se suma
∑n

i=1 x
2
i mo�e predstaviti kao zbir k kvadratnih formi

∑k
j=1Qj gde je
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Qi = xTAix i R(Ai) = ri. Ako je
∑k

i=1 ri = n tada postoji ortogonalna

matria M , takva da za x = My va�i

Q1 = y21 + · · · y2r1
Q2 = y2r1+1 + · · · y2r1+r2

· · ·
Qk = y2n−rk+1 + · · · y2n

Dokaz. Dovo	no je pokazati lemu za k = 2. Tada je

Q = xTx = xTA1x+ xTA2x

Postoji ortogonalna matria M1 takva da je MT
1 A1M1 = D1 gde je D1

dijagonalna matria. Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da

su od sostvene vrednosti poreÆane tako da su λ1, ...λr1 razliqite od nule

a ostale nula. Neka je x = M1y. Tada je

xTx = yTMTMy = yTy.

Da	e je

n
∑

i=1

y2i =

r1
∑

i=1

λiy
2
i + yTMTA2My.

Odavde je

r1
∑

i=1

(1− λi)y
2
i +

n
∑

i=r1+1

λiy
2
i = yTMTA2My.

Kako je R(A2) = n− r1 zak	uqujemo da je λ1 = · · · = λr1 = 1 odakle sledi
tvrÆe�e.

Va�no je primetiti da sve kvadratne forme koje uqestvuju u

reprezentaiji sadr�e razliqite yi-ove. Nezavisnost Q1,..., Qk u tvrd-

je�u Kohranove teoreme je posledia ovoga. Da bismo dokazali Kohra-

novu teoremu potrebno je jox da primetimo da kada primenimo ortogo-

nalnu transformaiju na sluqajan vektor sa normalnom raspodelom sa

nezavisnim komponentama dobijamo opet sluqajan vektor sa normalnom

raspodelom sa nezavisnim komponentama. Odavde se dobijaju raspodele

odgovaraju�ih kvadratnih formi.

Teorema 0.3.3. Neka sluqajni vekto X ima N(θ, σ2I) raspodelu i neka

je Q1 = XTA1X i Q2 = XTA2X, gde su A1 i A2 dve simetriqne ma-

trie. Tada su Q1 i Q2 nezavisne ako i samo ako je A1A2 = 0.
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0.4 Zadai

0.1. Neka su X1, ..., Xn nezavisne i jednako raspode	ene sluqajne veli-

qine tako da je EX1 = 0 i DX1 = σ2 < ∞. Neka je Yi = Xi − X̄ ,

za i = 1, 2, ..., n. Na�i kovarijaionu matriu sluqajnog vektora Y =
(Y1, ..., Yn)

T .

0.2. Neka su X1, ..., Xn1 nezavisne sa N(µ1, σ
2
1) i Y1, ..., Yn2 nezavisne sa

N(µ2, σ
2
2) raspodelom. Na�i raspodelu selede�ih statistika:

a)

(X̄−Ȳ−δ)
√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

, gde je δ proizvo	na konstanta.

b)

n1(X̄−µ1)2

σ2
1

+ n2(Ȳ−µ2)2

σ2
2

0.3. Neka su X1, ..., Xn1 nezavisne sa N(µ1, σ
2) i Y1, ..., Yn2 nezavisne sa

N(µ2, σ
2) raspodelom. Na�i raspodelu selede�ih statistika:

a)

S2
1(n1−1)+S2

1 (n2−1)

σ2

0.4. Neka je (X1, Y1), ...., (Xn, Yn) prost sluqajan uzorak iz dvodimenzion-
alne normalne raspodele sa parametrima µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, ρ. Odrediti kon-

stantu C tako da statistika

T = C
X̄ − Ȳ − δ

√
∑n

i=1(Xi − Yi − X̄ + Ȳ )2

ima Studentovu tm(θ). Izraziti m i θ u funkiji od parametara

raspodele i konstante δ.

0.5. Dokazati teoremu 0.3.3.

8



Poglav	e 1

Linearni modeli

”Essentially, all models are wrong, but some are useful”
George E.P. Box

Kako se promenom jedne ili vixe enezavisnih sluqajnih promen-

jlivih me�a vrednost zavisne sluqajne veliqine? Kako odrediti

analitiqko-matematiqki oblik odgovaraju�e veze? Odgovor na ova, kao

i na niz drugih pita�a daje nam upravo regresija. Ovaj kurs bi�e

posve�en linearnoj regresiji. Ideje koje se ovde koriste mogu poslu�iti

i prilikom analizira�a drugih tipova regresije.

Prvi zapisi o metodi najma�ih kvadrata mogu se na�i u radovima

Le�andra i Gausa, poqetkom 19. veka. Oni su ovaj metod koristili

za odreÆiva�e orbita nebeskih tela oko Suna. Sa reqju "regresija"

mathematiqari su se prvi put susreli u radu F. Galtona , Regression
toward mediocrity in hereditary stature iz 1855. godine. On je doxao

do zak	uqka da sinovi veoma visokih oqeva nisu tako visoki. Iako je

Galton razlog za to pronaxao u genetii, �egov primer iniirao je

prouqava�e ove teme od strane statistiqara i tako poqi�e razvoj ove

veoma znaqajne statistiqke oblasti.

Definiija 1.0.1. Regresija je zavisnost jedne sluqajne prome�live

od druge (ili vixe �ih). Regresioni model je matematiqki model koji

opisuje tu zavisnost.

Definiija 1.0.2. Sluqajna veliqina f(X) = E(Y |X) naziva se re-

gresiona funkija, pri qemu X mo�e biti vixedimenziona sluqajna

veliqina.

Slede�a teorema opravdava oblik funkije regresije.
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Poglav	e 1. Linearni modeli

Teorema 1.0.1.

E(Y − E(Y |X))2 ≤ E(Y − g(X))2

za svaku funkiju g(X), uz pretpostavku da postoji matematiqko

oqkevia�e na desnoj strani nejednakosti.

Dokaz.

Regresiona funkija je prava linija akko sluqajni vektor (X, Y )T

ima vixedimenzionalna normalnu raspodelu. Regresionu pravu ima

smisla konstruisati i kada znamo da zajedniqka raspodela nije nor-

malna. Tada je to prava koja od svih pravih linija najbo	e opiuje

zavisnost izmeÆu Y i X u smislu sred�ekvadratnog odstupa�a.

Regresioni model se mo�e predaviti u obliku

Y = f(X) + ε,

gde je ε sluqajna prome�liva nezavisna od X , sa normalnom N (0, σ2)
raspodelom.

Ukoliko iz npr. grafiqkog prikaza zavisnosti (X, Y ) imamo razloga
da pretpostavimo da je f(X) = aX+b onda se koefiijenti a, b odreÆuju
tako da se minimizira E(Y − (aX + b))2.

Dobija se da je

a =
EXY −EXEY

DX
b = EY − aEX,

pa se koefiijenti a, b mogu oeniti metodom zamene, odnosno

â =

∑

XiYi − nX̄Ȳ

S̄2
X

= ρ̂
S̄X

S̄Y

b̂ = Ȳ − âX̄,

Ukoliko pretpostavimo da X nije sluqajna promen	iva govorimo o

kontrolisanoj regresiji.

1.1 Matriqni zapis lenearnog modela

Y = Xβ + ε,
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Poglav	e 1. Linearni modeli

gde su

Y =











Y1

Y2
.

.

.

Yn











, X =











xT
1

xT
2
.

.

.

xT
n











, β =











β0

β1
.

.

.

βp











,

X se naziva prediktor (nezavisna promen	iva), a Y regresand (za-

visna promen	iva). Sluqajnost modela potiqe od sluqajnih grexki

ε =











ε1
ε2
.

.

.

εn











za koje se pretpostav	a entriranost, homoskedastiqnost i

nekorelisanost. Dakle pretpostav	amo da va�i:

1. E(ε) = 0;

2. D(ε) = σ2I;

3. X i ε su nezavisni sluqajni vektori.

Ukoliko model dopuxta i slobodan qlan onda se najqex�e model

prikazuje u istom obluku pri qemu je matria X

X =











1 xT
1

1 xT
2

.

.

.

.

.

.

1 xT
n











i naziva se dizajn matria. Najprirodniji naqin da se oene koefii-

jenti modela β je metod najma�ih kvadrata, odnosno

β̂ := arg min
b∈Rp

‖Y −Xb‖2.

Ukoliko je R(X) = p onda je XTX invertibilna i dobija se da je

β̂ = (XTX)−1XTY.

Oe�ena vrednost je tada

Ŷ = X(XTX)−1XTY = HY
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Poglav	e 1. Linearni modeli

. Matria H se naziva hat matrix. Primetimo da je matria H projek-

tor, tako da Ŷ predstav	a ortogonalnu projekiju vektora Y na ravan

generisanu sa X . Reziduali modela se mogu prikazati u obliku

e = Y − Ŷ = (I −H)Y.

Odavde je

E(e) = (I −H)E(ε) = 0

Cov(e) = σ2(I −H)(I −H)T = σ2(I −H)

Posmatrajmo sumu kvadrata odstupa�a od modela

SSE =
n
∑

i=1

e2i = eT e = Y T (I −H)Y = Y TY − Y THY.

Oznaqimo sa M = (I −H) = [mij ] �eno oqekiva�e je

E(SSE) = E(
∑

ij

mijYiYj) =
∑

ij

mijE(YiYj) =
∑

ij

mijE(εiεj)

=
∑

i

miiE(ε2i ) = σ2
∑

i

mii

= σ2tr(M) = σ2(tr(I)− tr(H)) = σ2(n− tr((XTX)(XTX)−1))

= σ2(n− tr(Ip+1)) = σ2(n− p− 1).

Odavde zak	uqujemo da je nepristrasna oena za σ2
upravo

(
∑n

i=1 e
2
i )/(n− p− 1).

Reziduali i oe�ene vrednosti su nekorelisani

∑

(Yi−Ŷ )(Ŷ −Ȳ ) = 0
pa je

n
∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 =
n
∑

i=1

(Yi − Ŷ )2 +
n
∑

i=1

(Ŷi − Ȳ )2

SSTO =SSE + SSR (1.1)

SSE je neobjax�eno odstup�e (potiqe od modela), SSR objax�eno

odstupa�e a SSTO ukupno odstupa�e. U matriqno obliku se odstupa�a

mogu predstaviti na slede�i naqin:

SSTO = Y T (I − J

n
)Y,

SSE = Y T (I −H)Y

SSR = Y T (H − J

n
)Y
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Poglav	e 1. Linearni modeli

Da	e je R(I − J
n
) = n− 1, kao i R(I −H) = n− p− 1 jer je

R(I −H) = tr(I −H) = n− p− 1.

Iz formule (1.1) je prirodno da o kvalitetu modela govorimo na

osnovu koliqine objax�enih odstupa�a modelom odnosno da posmatramo

koefiijent determinaije R2 = SSR
SSTO

= 1 − SSE
SSTO

. Vidimo da je 0 ≤
R2 ≤ 1. U praksi je potrebno da je R2

bar 0.62. Sa R =
√
R2

je definisan

vixestruki koefiijent korelaije. Primetimo da kad imamo samo

jedan prediktor onda je R = |ρxy|.
S obzirom na to, da koefiijent determinaije uvek raste sa po-

rastom broja prediktora ponekad se umesto �ega koristi �egova mod-

ifikaija koja uzima u obzir nepristrasne oene odgovaraju�ih gre-

xaka,definisana sa

R2
A = 1−

SSE
n−p−1

SSTO
n−1

.

U praksi je prime�eno da u sluqaju malih uzoraka vrednosti R2
mogu

biti velike qak i kad model nije dovo	no kvaliteta. Za razliku od R2
,

R2
A mo�e biti negativan.

R(X) ne mora biti jednak bax p+1. Na primer merimo temperaturu
u ezijusima i farehajtima, ili bele�imo broj poena na predispitnim

obavezama, na ispitu, i ukupan broj poena. Mo�e se desiti i da je broj

promen	ivih ve�i ili jednak od broja obzervaija. Ako je p+1 = n radi

se o saturiranom modelu, dok ako je p > n− 1 ka�emo da je modej super-
saturiran. U ovom sluqaju, keofiijenti modela se ne mogu jedinstveno

odrediti.

Najbo	e je obratiti pa��u u preliminarnoj analizi i ukloniti

promen	ive koje isu neophodne.

Primetimo da su reziduali ortogonalni na prostor generisan sa X .

eTX = Y T (I −H)X = Y T (X −HTX) = 0

Odavde je eTXu = 0 za svaki vektor u.

Ako jeX ortogonalna matria onda se oena za β poklapa sa vektorom
koji bi se dobio kada bismo posmatrali p + 1 odgovaraju�ih prostih

linearnih regresija.

Vratimo se sada osobinama oene koefiijenata modela metodom na-

jma�ih kvadrata. �ena va�na osobina je sadr�ana u slede�oj teoremi.
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Poglav	e 1. Linearni modeli

Teorema 1.1.1 (Gaus-Markov). Od svih neprestrasnih linearnih oena

parametra β, oena metodom najma�ih kvadrata ima najma�u disperz-

iju.

E(β̂|X) = (XTX)−1XTE(Y |X) = (XTX)−1XTXβ = β

D(β̂|X) = (XTX)−1XTσ2IX(XTX)−1 = (XTX)−1σ2

Neka je β̃ = AY . Treba pokazati da je D(β̃|X)−D(β̂|X) ≥ 0.
Neka jeB = (XTX)−1XT

i neka je A = B+C.Iz uslova nepreistrasnosti
je E(β̃|X) = AXβ = β. Odnosno I = AX = (B + C)X. Kako je BX = I
zak	uqujemo da je CX = 0.
Da	e je

D(β̃|X) = AD(Y |X)AT = (B + C)(BT + CT )σ2 = D(β̂|X) +BCT + CBT + CCT .

Kako je

CBT = CX(XTX)−1 = 0

BCT = (XTX)−1XTCT = (XTX)−1(CX)T = 0

sledi tvrÆe�e.

Posledia 1.1.1. Ukoliko tr((XTX)−1) → 0, kad n → ∞ β̂ je postojana

oena parametra β.

Napomenimo da �emo oene koje su najbo	e linearne nepristrasne

oene oznaqavati sa BLUE (Best Linear unbiased estimate).
Sliqno se pokazuju i slede�a uopxte�a ove teoreme. Prva govori o

oeni linearne funkije parametara modela (lTβ) a druga o oeni vixe
linearnih funkija parametara modela (LTβ).

Teorema 1.1.2. lT β̂ je BLUE za lTβ.

Teorema 1.1.3. LT β̂ je BLUE za LTβ.

1.2 Testira�e linearne hipoteze

�elimo da testiramo nultu hipotezu H0 : Cβ = γ, gde je C m× (p+ 1)
matria. Na primer, ukoliko �elimo da testiramo nultu hopotezu da

nema utiaja slobodnog qlana uze�emo da je C = (1, 0, ...., 0) i γ = 0. Ili,
ukoliko �elimo da testiramo nultu hipotezu da nijedan prediktor nema

utiaja na Y , C = (0, Ip) i γ = 0.
Pretpostavimo da ε ima N(0, σ2In) raspodelu. Za testira�e naxe

nulte hipoteze koristi�emo test koliqnika verodostojnosti.
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Poglav	e 1. Linearni modeli

1.2.1 Metod maksimalne verodostojnosti

Pretpostavimo da ε ima N(0, σ2In) raspodelu. Tada je funkija vero-

dostojnosti

L(β, σ2) =
1

(2πσ2)
n
2

e−
(Y −βX)T (Y −βX)

2σ2 .

Odavde vidimo da se oena metodom maksimalne verodostojnosti za

β poklapa sa oenom metodom najma�ih kvadrata, odnosno β̂ =
(XTX)−1(XTX)Y . Sliqno, oena za σ2

je

σ̂2 =
1

n
(Y − β̂X)T (Y − β̂X)

U prethodnom ode	ku videli smo da ova oena nije nepristrasna oena

za σ2.
Maksimalna vrednost funkije verodostojnosti je tada

L(β̂, σ̂2) =
1

(2πσ̂2)
n
2

e−
1
2n ∼ σ̂−n

Kako je β̂ linearna transformaija sluqajnog vektora sa normalnom

raspodelom, zak	uqujemo da

β̂ ∼ N(β, (XTX)−1σ2).

Da bismo primenili test koliqnika verodostojnosti neophodno je da

naÆemo oenu parametara uz uslov Cβ = γ. Sliqno kao u postavi

problema malopre, ovo je ekvivalentno sa tra�e�em minimuma S(β) =
(Y−βX)T (Y−βX)

n
uz uslov Cβ − γ = 0. Lagran�ova funkija za rexava�e

ovog ekstremalnog problema je

L(β, a) = (Y −Xβ)T (Y −Xβ)− aT (Cβ − γ).

Sistem normlnih jednaqina qije rexe�e tra�imo je

∂

∂β
L(β, a) = −2XTY + 2XTXβ − CTaT = 0

∂

∂a
L(β, a) = γ − Cβ = 0.
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Poglav	e 1. Linearni modeli

Dobija se da je

β̂0 = β̂ + (XXT )−1CT [C(XXT )−1CT ]−1(γ − Cβ̂)

σ̂2
0 =

(Y − β̂0X)T (Y − β̂0X)

n

=
1

n

(

(Y − β̂X)T (Y − β̂X) + (Cβ̂ − γ)T [C(XTX)−1CT ]−1(Cβ̂ − γ)
)

Maksimalna vrednost funkije verodostojnosti u ovom sluqaju je

L(β̂0, σ̂2
0) ∼ σ̂−n

0

Pretpostavimo da je H1 : βX 6= γ. Tada je koliqnik verodostojnosti

λ =
max
H1

L(β, σ2)

max
H0

L(β, σ2)
=

L(β̂, σ̂2)

L(β̂0, σ̂
2
0)

=
( σ̂2

0

σ̂2

)n
2

=
(

1 +
(Cβ̂ − γ)T [C(XTX)−1CT ]−1(Cβ̂ − γ)

eT e

)
n
2

Kritiqna oblast za testira�e je W = {λ > c}.
Pretpostavka o normalnom modelu je jako va�na za korix�e�e testa

koliqnika verodstojnosti jer se test statistika mo�e prikazati u

pogodnom obliku kao koliqnik dve nezavisne statistike sa χ2
raspode-

lama.

Jasno je da β̂ = (XTX)−1XY ima normalnu N(β, σ2(XTX)−1). Odavde
zak	uqujemo da

Cβ̂ − γ ∼ Nm(Cβ − γ, σ2C(XTX)−1CT ).

Odavde, ukoliko va�i H0 zak	uqujemo da

Q = (Cβ̂ − γ)T [C(XTX)−1CT ]−1(Cβ̂ − γ) ∼ σ2χ2
m.

Primetimo da se, ukoliko va�i H0, Q mo�e prikazati u obliku

Q = (Cβ̂ − Cβ)T [C(XTX)−1CT ]−1(Cβ̂ − Cβ)

= (C(XTX)−1XT ε)T [C(XTX)−1CT ]−1C(XTX)−1XT ε

= εTX(XTX)−1CT [C(XTX)−1CT ]−1C(XTX)−1XT ε

= εTPε,
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Poglav	e 1. Linearni modeli

gde je P = X(XTX)−1CT [C(XTX)−1CT ]−1C(XTX)−1XT .
Da	e, primenom Kohranove teoreme dobijamo da

eT e = SSE = εTMε ∼ σ2χ2
n−p−1

Da bismo naxli raspodelu test statistike potrebno je jox da

poka�emo da je PM = 0 i primenimo teoremu 0.3.3. Iz jednakosti

XTM = 0 dobijamo PM = 0 i zak	uqujemo da su brojila i imeila u

test statistii nezavisne sluqajne veliqine pa

Q
m
eT e

n−p−1

∼ Fm,n−p−1. (1.2)

Primer 1.2.1. Pretpostavimo da testiramo nultu hipotezu H0 :
β1 = β2 = · · ·βp = 0 protiv komplementarne hipoteze. Tada je

L(β̂0, σ̂
2
0) ∼

(SSTO

n

)−n
2
.

Odavde, je

λ =
(SSTO

SSE

)
n
2

=
(

1 +
SSR

SSE

)
n
2

.

Primenom Kohranove teoreme, ili teoreme (0.3.3) dobija se da

SSR
p

SSE
n−p−1

∼ Fp,n−p−1.

Primer 1.2.2. U sluqaju da �elimo da testiramo hipotezu da je βk =
0 ve� smo videli kako da odaberemo matriu C. Tada

Q
eT eT

n−p−1

∼ F1,n−p−1.

U ovom posebnom sluqaju ovaj test sa Studentovom test statis-

tikom koju �emo predstaviti u narednom poglav	u.

1.2.2 Interval povere�a za β

Iz osobina normalne raspodele i Kohranove teoreme statistike, za σ̂ =
1

n−p−1
ete je

(β̂ − β)TXTX(β̂ − β)

σ2
∼ χ2

p+1

(n− p− 1)σ̂2

σ2
∼ χ2

n−p−1
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Poglav	e 1. Linearni modeli

i nezavisne su. Odavde je

(β̂ − β)TXTX(β̂ − β)

(p+ 1)σ̂2
∼ Fp+1,n−p−1.

Zato intervali povere�a predstav	aju elipsoide u vixe dimenzija.

Oznaqimo sa Vk = [(XTX)−1]kk. Kako su Y − Ŷ i β̂ nekorelisani (u

odnosu na X) onda je i σ̂2
(kao funkija od reziduala) nekorelisano sa

β̂ a samim tim i nezavisno (zbog normalnosti). D(β̂k|X) = σ2Vk. Zbog
nepristrasnosti oene i normalnosti

β̂k − βk

σ
√
Vk

∼ N(0, 1)

Kako

(n−p−1)σ̂2

σ2 ima χ2
n−p−1 onda

β̂k − βk

σ̂
√
Vk

∼ tn−p−1

Primer 1.2.3. Posmatra se zavisnost GPA qije vrednosti se nalaze

u intervalu [0,4℄ od verbalnog dela SAT−a (SATV ) i mathematiqkog

dela (SATM). I na jednom i na drgom testu mogu�e je ostvariti od

200 do 800 poena. Podai su prikazani u slede�oj tabeli

GPA 3.95 3.84 3.68 3.59 3.57 3.49 3.47 3.40 3.08

SATV 740 760 660 760 760 660 710 710 570

SATM 790 710 750 740 700 670 730 790 760

summary(lm(GPA∼SAT+SATM))

Call: lm(formula = GPA∼SAT4 + SATM)
Residuals: Min 1Q Median 3Q Max

-0.2055 -0.1368 -0.1090 0.1265 0.2585
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
(Intercept) 1.2220434 1.6127365 0.758 0.4773

SAT 0.0028666 0.0011339 2.528 0.0448 *
SATM 0.0004406 0.0017987 0.245 0.8146
—

Signif. codes:
0 *** 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

Residual standard error: 0.2038 on 6 degrees of freedom
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Poglav	e 1. Linearni modeli

Multiple R-squared: 0.5158,
Adjusted R-squared: 0.3544
F-statistic: 3.196 on 2 and 6 DF, p-value: 0.1135

U R-u je testira�e nulte hipoteze da li su svi koefiijenti

modela uz prediktore nula je standardna proedura i deo ugraÆene

funkije lm. Na osnovu tabele iznad mo�emo zak	uqiti da rezultati

na SATM ne utiqu na GPA.

Lema 1.2.1 (Bonferonijeve nejednakosti). Neka su A1, ..., Ak dogaÆaji

definisani na istom prostoru verovatno�e. Tada je

1− P
(

k
⋂

j=1

Aj

)

≤
k
∑

j=1

P (Ac
j)

Pretpostavimo da dogaÆaj Aj odgovara j-toj hipotezi koju testiramo. Iz
ove leme zak	uqujemo da ukoliko �elimo da ograniqimo verovatno�u

grexke prve vrste za nekoliko hipoteza koje odjednom testiramo, do-

vo	no je da ograniqimo verovatno�u grexke prve vrste, za svaku pojed-

inaqnu hipotezu, sa

α
k
.

Primer 1.2.4. �elimo da napravimo intervale povere�a za linearne

kombinaije koefiijenata modela aT1 β, a
T
2 β, ..., a

T
l β. Jedan naqin je da

formiramo odgovaraju�e elipsoide korist1�i statistiku (1.2). S

druge strane, aTi (β̂ − β) ∼ N(0, aTi (X
TX)−1aiσ

2), odnosno

aTi (β̂ − β)
√

aTi (X
TX)−1aiσ̂2

∼ tn−p−1

1.2.3 Intervali predviÆa�a

Neka je x0 "taqka" u kojoj vrximo predviÆa�e. Tada je Ŷ0 = xT
0 β̂. Odavde

je

E(Ŷ0|X) = xT
0E(β̂|X) = xT

0 β

D(Ŷ0|X) = xT
0 (X

TX)−1x0σ
2.

Iz osobina normalne raspodele zak	uqujemo da

Ŷ0 ∼ N(xT
0 β, x

T
0 (X

TX)−1x0σ
2),
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Poglav	e 1. Linearni modeli

pa rezonova�em kao u prethodnom poglav	u zak	uqujemo da

Ŷ0 − xT
0 β

√

xT
0 (X

TX)−1x0σ̂2
∼ tn−p−1.

Sada se lako mogu konstruisati intervali povere�a za oqekivanu pred-

viÆenu vrednost u taqki x0.

Neka Y0 vrednost u x0. Tada je Y0 = x0β + ε0, gde je ε0 nezavisno od
Y1, ..., Yn. Odavde je

E(Ŷ0 − Y0) = x0β − x0β = 0

D(Ŷ0 − Y0) = D(Ŷ0) +D(Y0) = σ2(1 + xT
0 (X

TX)−1x0).

Odavde zak	uqujemo da

Ŷ0 − Y0
√

σ2(1 + xT
0 (X

TX)−1x0)
∼ N(0, 1),

odakle je

Ŷ0 − Y0
√

σ̂2(1 + xT
0 (X

TX)−1x0)
∼ tn−1−p.

1.3 Kategoriqki prediktori

Posmatrajmo slede�i linearni model

Yi = β0 + β1Xi1 + εi, i = 1, 2...n (1.3)

Xi1 =
{

1, za i = 1, ..., n1

0, za i = n1 + 1, ..., n
(1.4)

(1.5)

gde ε ∼ N(0, σ2I).
Oznaqimo se µ1 = β0 i µ2 = β0 + β1. Tada model (1.3) se mo�e pred-

staviti u obliku

Yi =
{

µ1 + εi, za i = 1, ..., n1

µ2 + εi, za i = n1 + 1, ..., n

Testira�e nulte himpoteze H0 : µ1 = µ2 je ekvivalentno testira�u

hipoteze H0 : β1 = 0
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Poglav	e 1. Linearni modeli

Primer 1.3.1. Usluge javnog prevoza u jednoj dr�avi pru�aju dr�avne

agenije, ali i privatne, kako profitne tako i neprofitne agenije.

U i	u utvrÆiva�a da li se kvalitet usluge koju oru�aju ova tri

tipa agenija, razlikuje, naprav	ena je odgovaraju�a skala kojom se meri

kvalitet usluge i izvrxeno anketira�e. Rezultati su slede�i:

Dr�avne agenije: 61.59 79.19 68.89 72.16 70.66 63.17 53.66 68.69 68.75

60.52 68.01 73.06 55.93 74.88 62.55 69.90 66.61 63.80 45.83 64.48 58.11

73.24 73.24 69.94

Privatne neprofitne agenije: 76.77, 68.33, 72.29, 69.48, 59.26, 67.16,

71.83, 64.63, 78.31, 61.48

Privatne agenije: 71.77,82.92, 72.26, 71.75, 67.95, 71.90

Uveli smo pomo�ne promen	ive L2 i L2 tako da par (L1, L2) = (0, 0)
oznaqava dr�avne agenije, (0, 1) privatne neprofitne agenije a par

(1, 1) privatne profitne agenije.

Call: lm(formula = skala ∼L1 + L2)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-20.2892 -3.7579 -0.0666 4.0008 13.0708

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)

(Intercept) 66.119 1.421 46.524 <2e-16 ***
L1 4.138 3.595 1.151 0.257
L2 2.835 2.621 1.082 0.286

—
Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1
Residual standard error: 6.962 on 37 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.1219, Adjusted R-squared: 0.0744
F-statistic: 2.567 on 2 and 37 DF, p-value: 0.09033

Vidimo da sa nivoom znaqajnosti 0.05 ne mo�emo odbaiti

hipotezu da su koefiijenti β1 i β2 beznaqajni. U modelu je pros-

eqna vrednost oene za dr�avne agenije uzeta za referenti nivo,

pa 66.119 predstav	a proseqnu vrednost oene dr�avnih agenija.

Pove�a�a oene (u odnosu na referenti nivo) za 4.138 za privatnoj
neprofitne agenije i 4.138+2.835 za privatne profitne agenije,
nisu znaqajna.

Naravno, u modelu pored kategoriqkih mogu postojati i numeriqke

promen	ive.
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Poglav	e 1. Linearni modeli

Podai su preuzeti iz k�ige [3℄ pa �emo zadr�ati originalne oznake.

Oznaka Znaqe�e

Price ena ku�e u hi	adama dulara

BDR broj spava�ih soba

FLR povrxina sprata

FP broj kamina

RMS broj soba

ST broj olujnih prozora

LOT uda	enost od puta u stopama

TAX godix�e takse

BTH broj kupatila

CON od igle (1), ostalo (0)

GAR 0-nema, m ukoliko je za m automobila

CDN da li su potrebna dodatna ulaga�a (1, za da)

L1 1 ukoliko je u zoni A , 0 inaqe

L2 1 ukoliko je u zoni B, 0 inaqe

Podai su sakup	eni o ku�ama koje se nalaze u 3 zone A,B,C pa je

pripadnost zoni kodirana sa dve pomo�ne promen	ive L1 i L2.

Price BDR FLR FP RMS ST LOT TAX BTH CON GAR CDN L1 L2
1 53.00 2.00 967.00 0.00 5.00 0.00 39.00 652.00 1.50 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
2 55.00 2.00 815.00 1.00 5.00 0.00 33.00 1000.00 1.00 1.00 2.00 1.00 1.00 0.00
3 56.00 3.00 900.00 0.00 5.00 1.00 35.00 897.00 1.50 1.00 1.00 0.00 1.00 0.00
4 58.00 3.00 1007.00 0.00 6.00 1.00 24.00 964.00 1.50 0.00 2.00 0.00 1.00 0.00
5 64.00 3.00 1100.00 1.00 7.00 0.00 50.00 1099.00 1.50 1.00 1.50 0.00 1.00 0.00
6 44.00 4.00 897.00 0.00 7.00 0.00 25.00 960.00 2.00 0.00 1.00 0.00 1.00 0.00
7 49.00 5.00 1400.00 0.00 8.00 0.00 30.00 678.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00 0.00
8 70.00 3.00 2261.00 0.00 6.00 0.00 29.00 2700.00 1.00 0.00 2.00 0.00 1.00 0.00
9 72.00 4.00 1290.00 0.00 8.00 1.00 33.00 800.00 1.50 1.00 1.50 0.00 1.00 0.00

10 82.00 4.00 2104.00 0.00 9.00 0.00 40.00 1038.00 2.50 1.00 1.00 1.00 1.00 0.00
11 85.00 8.00 2240.00 1.00 12.00 1.00 50.00 1200.00 3.00 0.00 2.00 0.00 1.00 0.00
12 45.00 2.00 641.00 0.00 5.00 0.00 25.00 860.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00
13 47.00 3.00 862.00 0.00 6.00 0.00 25.00 600.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
14 49.00 4.00 1043.00 0.00 7.00 0.00 30.00 676.00 1.50 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00
15 56.00 4.00 1325.00 0.00 8.00 0.00 50.00 1287.00 1.50 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00
16 60.00 2.00 782.00 0.00 5.00 1.00 25.00 834.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00
17 62.00 3.00 1126.00 0.00 7.00 1.00 30.00 734.00 2.00 1.00 0.00 1.00 0.00 1.00
18 64.00 4.00 1226.00 0.00 8.00 0.00 37.00 551.00 2.00 0.00 2.00 0.00 0.00 1.00
19 66.00 2.00 929.00 1.00 5.00 0.00 30.00 1355.00 1.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00
20 35.00 4.00 1137.00 0.00 7.00 0.00 25.00 561.00 1.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
21 38.00 3.00 743.00 0.00 6.00 0.00 25.00 489.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00
22 43.00 3.00 596.00 0.00 5.00 0.00 50.00 752.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
23 46.00 2.00 803.00 0.00 5.00 0.00 27.00 774.00 1.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00
24 46.00 2.00 696.00 0.00 4.00 0.00 30.00 440.00 2.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.00
25 50.00 2.00 691.00 0.00 6.00 0.00 30.00 549.00 1.00 0.00 2.00 1.00 0.00 0.00
26 65.00 3.00 1023.00 0.00 7.00 1.00 30.00 900.00 2.00 1.00 1.00 0.00 1.00 0.00

Primer 1.3.2. Napravi�emo model u kome su svi parametri jedne

nekretnine uk	uqeni u enu.
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Poglav	e 1. Linearni modeli

m.1=lm(Price ∼BDR+FLR+FP+RMS+ST+LOT+BTH+TAX+CON+GAR+
CDN+L1+L2)
summary(m.1)

Call:
lm(formula = Price ∼ BDR + FLR + FP + RMS + ST + LOT + BTH +
TAX + CON + GAR + CDN + L1 + L2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-6.3317 -1.9256 0.0523 2.0601 5.2610

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 17.3117 7.1741 2.41 0.0327 ⋆

BDR -5.7705 2.3091 -2.50 0.0280 ⋆

FLR 0.0199 0.0063 3.13 0.0086 ⋆⋆

FP 4.3614 3.6952 1.18 0.2608
RMS 2.2832 1.8434 1.24 0.2392
ST 9.7552 2.3916 4.08 0.0015 ⋆⋆

LOT 0.3223 0.1312 2.46 0.0302 ⋆

BTH 1.3046 2.7558 0.47 0.6444
TAX -0.0026 0.0049 -0.54 0.5999
CON 2.6105 2.7138 0.96 0.3551
GAR 3.8306 1.6615 2.31 0.0398 ⋆

CDN -0.7758 2.6041 -0.30 0.7709
L1 1.7716 3.0257 0.59 0.5691
L2 6.8935 2.9073 2.37 0.0353 ⋆

- - -
Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

Residual standard error: 4.435 on 12 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9404, Adjusted R-squared: 0.8758
F-statistic: 14.56 on 13 and 12 DF, p-value: 2.227e-05

Vidimo da neki od atributa nekretnine stvarno utiqu na enu

iste. Ali, ukoliko �elimo da vidimo kako utiqe zona u kojoj je

ku�a smextena, to ne mo�emo zak	uqiti iz ove tabele. Trebalo bi

foramlno testirati nultu hipotezu da su koefiijenti uz L1 i L2

nula protiv alternative da je jedan od koefiijenata razliqit od

nule. Za to mo�emo koristiti test statistiku (1.2). Za to te-

stira�e koristi�emo funkiju anova qiji su argumenti dva modela,

23



Poglav	e 1. Linearni modeli

prvi kod koga su koefiijenti L1 i L2 razliqiti od nule i drugi u

kome to nisu (u naxem sluqaju model m.1).

m.2=lm(Price BDR+FLR+FP+RMS+ST+LOT+BTH+TAX+CON+GAR+
CDN,data=E2.2)
anova(m.1,m.2)

Analysis of Variance Table

Model 1: Price∼ BDR + FLR + FP + RMS + ST + LOT + BTH + TAX
+ CON + GAR + CDN + L1 + L2
Model 2: Price∼BDR + FLR + FP + RMS + ST + LOT + BTH + TAX +
CON + GAR + CDN

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 14 359.02
2 12 236.00 2 123.02 3.13 0.0807

Na osnovu ovih rezultata zak	uqujemo da sa testom nivoa znaqa-

jnosti 0.05 ne�emo odbaiti nultu hipotezu, da su pove�a�a unutar

razliqitih zona znaqajna.

1.4 Provera korektnosti modela

Na kraju svakog modelira�a treba ispitati da li su pretpostavke mod-

ela zadovo	ene. Jedan deo modela je deterministiqki a drugi qine

sluqajne grexke za koje smo pretpostavili da va�e neki uslovi. Sada

te uslove treba proveriti. Podsetimo se, pretpostavili smo da su sluqa-

jne grexke meÆusobno nekorelisane, entrirane i jednako raspode	ene

sa N(0, σ2) raspodelom. Sastavni deo analize modela je i da se utvrdi

da li su neke taqke atlajeri-taqke koje ne pripadaju modelu i da li te

taqke utiqu na model. Time �emo se baviti u ovom poglav	u.

1.4.1 Autlajeri, te�inske i utiajne taqke

Pokazali smo da je e = (I − H)ε, odnosno Cove = (I − H)σ2. Jasno je

da je D(ei) = σ2(1 − hi), gde je hi = Hii. Broj hi se nazaiva mo�, te�ina

(leverage) taqke. Xto je ve�e hi disperzija i-tog rezidual �e biti ma�a

pa �e prava biti bli�a Yi. Mo�e se pokazati da je hi = xT
i (XXT )−1xi.
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Poglav	e 1. Linearni modeli

Primetimo jox i slede�e, xto je hi ma�e reizduali �e se ponaxati

vixe kao stvarna grexka. Taqke za koje je hi >
2(p+1)

n
nazivamo te�in-

skim taqkama i ispitujemo �ihov utiaj na odreÆiva�e parametara mod-

ela.

Pored ovog pravila za identifikova�e te�inskih taqkama, u

sluqaju da imamo uzorak znatno ve�i od broja nepoznatih parametara,

mo�emo usvojiti i slede�e: taqke za koje je hi > 0.5 smatramo da imaju
veliku te�inu, a one za koje je hi ∈ [0.2, 0.5] sred�e te�inskim taqkama.

Umesto rezidula qesto �emo posmatrati standardizovane reziduale in-
ternally studentized

esi =
ei

σ̂
√
1− hi

,

kao i studentizovane reziduale externally studentized definisane sa

e⋆i =
ei

σ̂(i)

√
1− hi

,

gde je σ̂(i) nepristrasna oena disperzije kada se iz modela izbai i-ta
obzervaija.

Mo�e se pokazati da je

β̂ − β̂(i) =
(XXT )−1xiei

1− hi

ŷi − ŷi,(i) =
hiei
1− hi

.

Tada su rezudali modela u i-toj obzervaiji (uoqimo da je se ovde radi

o grexi prdviÆa�a)

ei,(i) = yi − ŷi,(i) =
ei

1− hi

D(ei,(i)) =
D(ei)

(1− hi)2
=

σ2

1− hi
.

Primetimo da xto je hi ve�e, ei,(i) �e biti ve�e u odnosu na polazni

rezidual ei. Disperzija ovog reziduala se mo�e prikazati i u obliku

D(ei,(i)) = σ2(1 +XT
i (X(i)X(i))

−1Xi),

gde je X(i) dizajn matria bez i-te obzervaije. Sada va�i

ei,(i)
σ̂i√
1−hi

=

ei
1−hi

σ̂(i)√
1−hi

= e⋆i ∼ tn−p−1
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Kako je

(n− p− 1)σ̂2 = (n− p− 2)σ̂2
(i) +

ei
1− hi

,

Externo studentizovane reziduale mo�emo prikazati u obliku

e⋆i = ei

( n− p− 2

σ̂2(1− hi)(n− p− 1)− e2i

)
1
2

xto nam omogu�uje da ih izraqunamo, ne rade�i regresiju bez izosta-

v	ene obzervaije, ponovo

Sada se mo�e definisati jednostavan test za odreÆiva�e autlajera

zasnovan na tome da eksterno studentizovane rezudale karakterixe ve-

lika aposolutna vrednost. Naime, test statistika �e nam biti bax e⋆i
koja, ako je model korektan, tj. ako i-ta obzervaija se uklapa u model

qak i kad je izostavimo dok formiramo isti, ima studentovu tn−p−2

raspodelu. Ukoliko testiramo k taqaka, treba kritiqnu oblast da sma-

�imo tako da je verovatno�a svake

α
k
.

Utiajne taqke su one qijim izostav	a�em bi se model znaqajno

promenio. Jedna od mera utiaja je i Kukovo rastoja�e. Ono je defin-

isano sa

Di =
(β̂ − β̂(i))

TXTX(β̂ − β̂(i))

(p+ 1)σ̂2
=

(Ŷi − Ŷ(i))
T (Ŷi − Ŷ(i))

(p+ 1)σ̂2
=

e2ihi

(p+ 1)σ̂2(1− hi)2

=
(esi )

2

p+ 1
· hi

1− hi
.

Vidimo da je u ovo rastoja�e inkorporirano i odstupa�e od modela i

te�ina svake taqke. Dogovor je da se taqke za koje je Kukokvo rastoja�e

ve�e od 1 smatraju utiajnim, ali da treba obratiti pa��u i na one

sa rastoja�em ve�em od 0.5. Do zak	uqka se mo�e do�i poreÆe�em sa

kvantilima Fixerove Fp+1,n−p−1. Sve xto je ve�e od 50% kvantila se

mo�e smatrati velikim rastoja�em,

1.4.2 Proverava�e nomalnosti

-QQplot
-testovi normalnosti (neki od testova zasnovan na empirijskoj

funkiji raspodele: Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling (AD)),
Kramer-von Misesov (CM) itd, Xapiro Vilk (SW )...)

Ukratko �emo prikazati neke testove. Pretpostav	amo da su svi

testovi predviÆeni za prost sluqajan uzorak obima n.
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KS test Test statistika je KS = supt |Fn(t)− F0(t)|. Kritiqna oblast
za testira�e je {KS > c}.

AD test Test statistika je AD = n
∫∞
−∞

(Fn(x)−F0(x))2

F0(x)(1−F0(x))
dx. Kritiqna

oblast za testira�e je {AD > c}.

CM test Test statistika je CM = n
∫∞
−∞(Fn(x)−F0(x))

2dx. Kritiqna
oblast za testira�e je {CM > c}.

SW test Test statistika je W =
∑n

i=1 aiX(i)

s
gde su ai oqekivane

vrednosti statistika poretka standardne normalne raspodele.

Kritiqna oblast za testira�e je {W < c}.

Primer 1.4.1. Testira�emo da li reziduali imaju pribli�no nor-

malnu raspodelu.

shapiro.test(m.1$residuals)

Shapiro-Wilk normality test
data: m.1$residuals
W = 0.98193, p-value = 0.9119

Testira�emo standardizovane reziduale modela m.1.
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standardizovaniReziduali=m.1$residuals/sqrt(1-
influence(m.1)$hat)/summary(m.1)$sig

ks.test(standardizovaniReziduali,”pnorm”,0,1)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: standardizovaniReziduali

D = 0.097172, p-value = 0.9469
alternative hypothesis: two-sided

goftest::ad.test(standardizovaniReziduali,”pnorm”,0,1)

Anderson-Darling test of goodness-of-fit
Null hypothesis: Normal distribution
data: standardizovaniReziduali
An = 0.27609, p-value = 0.9546

goftest:: cvm.test(standardizovaniReziduali,”pnorm”,0,1)

Cramer-von Mises test of goodness-of-fit
Null hypothesis: Normal distribution
data: standardizovaniReziduali
omega2 = 0.034875, p-value = 0.9603

shapiro.test(standardizovaniReziduali)

Shapiro-Wilk normality test

data: standardizovaniReziduali
W = 0.97035, p-value = 0.6323

Ukoliko je model korektan standardizovani reziduali ne bi trebalo

da budu korelisani i svi bi trebalo da imaju istu dispreziju. Pod

pretpostavkom da je naxa pretpostavka o modelu taqna standardizovani

reziduali �e imati tn−p−1.
U sluqaju da normalnost nije zadovo	ena, pod nekim uslovima, te-

stira�a se mogu raditi kao i do sada.
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1.4.3 Provera homoskedastiqnosti

-Najjednostavnije je da se doÆe do zak	uqka iz grafika oe�ene

vrednosti-reziduali. Postoji nekoliko statistiqkih testova za

proveru homoskedastiqnosti ali se na tome ne�emo zadr�avati.

Kada se utvrdi heteroskedastiqnost mo�emo uraditi dve stvari.

Prva, kada disperzija zavisne promen	ive zavisi od oqekivane vred-

nosti, je da izvrxemo neku trasformaiju zavisne promen	ive. Druga

mogu�nost je da se pristupi te�inskoj regresiji.

Transformaije prome�livih

Neka je f(y) transformaija zavisne promen	ive. Oznaqimo sa m =
E(Y ). Tada je

f(Y ) ≈ f(m) + (Y −m)f ′(m)

D(f(Y )) ≈ (f ′(m))2D(Y ).

Da bi stabilizovali disperziju potrebno je da je

f ′(m) =
c

√

D(y)

odnosno

f(m) =

∫

c
√

D(y)

Ako je D(Y ) ∼ m onda je f(y) =
√
y. Ako je D(Y ) ∼ m2

onda je f(y) =
log y.

1.4.4 Te�inska regresija

Pretpostavimo da je D(Yi) =
σ2

wi
gde je wi poznata konstanta. Tada �emo

posmatrati model

Yi

√
wi = β0

√
wi +

p
∑

j=1

Xij

√
wi + εi

√
wi, j = 1, 2..., n.

Postav	a se pita�e kako odabrati odgovaraju�e te�ine. Ukoliko je

D(εi) ∼ xi onda je najbo	e uzeti da je wi =
1
xi
. Ukoliko je za Yi izvrxeno

ni mere�a D(Yi) =
σ2

ni
odakle je wi = ni.
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1.4.5 Provera nekorelisanosti

Durbin-Votsonov test se qesto koristi za testira�e nekorelisanosti.

Test statistika je

D =

∑n
t=2(et − et−1)

2

∑n
t=1 e

2
t

.

Ukoliko su reziduali nekorelisani test statistika ima pribli�nu

vrednost 2. Vrednosti izmeÆu 2 i 4 upu�uju na negativnu korelisanost,

a vrednosti izmeÆu 0 i 2 na pozitivnu korelisanost.

Generalizovani metod najma�ih kvadrata

Generalizovani metod najma�ih kvadrata je zapravo uopxte�e te�inske

regresije.

Pretpostavimo da je Cov(e) = Σσ2
gde je Σ simetriqna, pozitivno

definitna matria, tada je oena za β generalizovanom metodom naj-

ma�ih kvadrata data sa

β̂GL = (XTΣ−1X)−1XTΣ−1Y

Da	e, postoji ortogonalna matria M takva da je Σ = MDMT
gde

je D dijagonalna matria. Neka je S = M
√
D. Tada je

S−1Y = S−1Xβ + S−1ε

D(S−1ε) = σ2I

Kada je Σ nepoznato postoje razne metode za oenu iste. O tome se

mo�e vixe saznati u [3℄.

1.5 Jox neke transformaije zavisne

promen	ive i prediktora

1.5.1 Transformaije zavisne promen	ive

Boks Koksova trasnormaija

Pored onih koje smo napomenuli, za stabilizaiju dsiperziju, verovatno

najvixe korix�ene su Boks-Koksove reansformaije.

Y
(λ)
i =

{ Y λ
i −1

λ
za λ 6= 0

log Yi za λ = 0.
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Postav	a se pita�e kako da odaberemo λ. Oeni�emo ga metodom

maksimalne verodostojnosti, pod pretpostavkom da Y
(λ)
i ima normalnu

raspodelu. Funkija verodostojnosti

L(λ, σ|Y ) =
1

(
√
2πσ2)n

e−
(Y (λ)

−Xβ)T (Y (λ)
−Xβ)

2σ2
(

n
∏

i=1

Yi

)λ−1
.

logL(λ, σ|Y ) = −n

2
log 2π−n

2
log σ2−(Y (λ) −Xβ)T (Y (λ) −Xβ)

2σ2
+(λ−1)(

n
∏

i=1

Yi)

(1.6)

Oene za β i σ2
se dobijaju kao i do sada, a λ je ona vrednost koja

maksimizira funkiju

−(Y (λ) −Xβ)T (Y (λ) −Xβ)

2σ2
+ (λ− 1)(

n
∏

i=1

Yi).

S obzirom na to da model ipak treba da bude interpretabilan, treba

uzeti negu smislenu vrednost za λ, a opet "dovo	no blisku" sa oe�enom
vrednosti. Korix�e�em Vilksove teoreme dobija se da 2(logL(λ̂) −
logL(λ0)) ima graniqnu χ2

1 raspodelu.

Jasno je da se ova transformaija mo�e prime�ivati samo ukoliko je

zavisna promen	iva pozitivna. Ukoliko to nije sluqaj, a znamo da je

Yi > −a, za neko a > 0 onda se mo�e primeniti transformaija

Y
(λ)
i =

{ (Yi+a)λ−1
λ

za λ 6= 0
log (Yi + a) za λ = 0.

Ukoliko je a nepoznato mo�e se odrediti metodom maksimalne verodos-

tojnosti maksimizira�em funkije (1.6). Tada 2(logL(λ̂) − logL(λ0))
ima graniqnu χ2

2 raspodelu.

Multiplikativni modeli

U ekonomiji se qesto sre�u modeli kod kojih je sluqajna grexka multi-

plikativna, odnosno

Yi = E(Yi|X)εi, i = 1, 2..., n, (1.7)

gde je

E(Yi|X) = A

p
∏

j=1

X
βj

ij i = 1, 2..., n.
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Odavde je prirodna pretpostavka da su slqajne grexke nezavisne od

prediktora i da je E(εi) = 1. Logaritmova�em (1.7) dobijamo model

log(Yi) = logA +

p
∑

j=1

βj log(Xij) + log(εi), i = 1, 2..., n. (1.8)

Dobili smo klasiqan linearni model. MeÆutim iz pretpostavke Eεi
ne mo�emo zak	uqiti da je E(log(εi)) = 0. Xta vixe, to qesto ne va�i.

Ukoliko log(εi) ima N(m, σ2) raspodelu E(εi) = em+σ2

2
. Odavde dobijamo

da je E(log(εi)) = m = −σ2

2
. Zato je model (1.8) bo	e prikazati u obliku

log(Yi) =
(

logA− σ2

2

)

+

p
∑

j=1

βj log(Xij) + log(εi) +
σ2

2
, i = 1, 2..., n.

Kako je D
(

log(εi) +
σ2

2

)

= D(log(εi)) = σ2
, uslovi teoreme Gaus-Markova

su zadovo	eni tako da se parametri β1, ..., βp, σ
2
i β0 = logA − σ2

2
mogu

oeniti metodom najma�ih kvadrata.

1.6 Polinomijalna regresija

Polinomni regresioni modeli su jedna vrsta uopxtenih linearnih mod-

ela. Kod ovih modela regresiona funkija sadr�i kvadrate, ili ve�e

stepene, prediktora. Jedan primer takvog modela bi bio slede�i:

Y = β0 + β1X1 + β2X
2
1 + ε.

Naravno, ne mora biti uk	uqen samo jedan prediktor ve� i vixe �ih,

kao i qlanovi interakije izmeÆu �ih, na primer

Y = β0 + β1X1 + β2X
2
1 + β3X1X2 + β4X2 + β5X

2
2 + ε.

Treba imati u vidu da uvek treba odabrati polinom xto ma�eg stepena.

Postoje dve strategije, poqeti od polinom malog stepena pa dodavati

qlanove vixeg reda dok se ne dobiju "statistiqki neznaqajni koefii-

jenti", ili krenuti od polinoma ve�e stepena pa sma�ivati dok se ne

dobije znaqajan koefiijent uz prediktor(e) najve�e stepena.

Mane ove vrste regresije:

1. Broj promen	ivih znaqajno raste za pove�ava�em stepena poli-

noma.
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2. Ekstrapolaija nije dobra.

3. Matria XTX postaje "zara�ena" sa pove�ava�em stepena poli-

noma, odnosno raquna�e inverza matrie nije pouzdano. O tome �e

biti vixe reqi u narednom poglav	u.

4. Oene koefiijenata mogu biti veoma korelisane.

Neki od problema, posebno korelisanost oena, se mogu rexiti en-

trira�em prediktora, tj. kada se u model, umesto X1, .., Xk uvrste en-

trirane promen	ive X1 − X̄1, .., Xk − X̄k.

1.7 Splajnovi

1.8 Multikolinearnost

Do sada samo pretpostav	ali da je dizajn matria maksimalnog ranga,

tj. da su svi prediktori linearno nezavisni. Naravno, u praksi se

to uvek ne dogaÆa. Qesto je da izmeÆu �ih ne postoji bax linearna

zavisnost ali su veoma korelisani. U ove dve situaije ka�emo da tada

postoji problem multikolinearnosti. Neki od razloga zbog kog se to

dexava su slede�i:

• Previxe prediktora u modelu (vixe od obzervaija). Ovaj

problem se jav	a qesto u mediinskim istra�iva�ima u kojima

ima premalo paijenata u istra�iva�u.

• Nepreizna formulaija modela. Bespotrebno ubaiva�e

ve�ih stepena prediktora ili sabiraka koji se odnose na �ihovu

interakiju. Na primer, ukoliko imamo dva prediktora X1 i X2

mo�da je X1X2 nepotrebno ubaiti u model.

• Ubaiva�e u model prediktora izmeÆu kojih prirodno

postoji linearna veza. Na primer, ubaiti u model predik-

tore BRUTO plata, NETO plata i TARA plata.

• Uzorak na kome se vrxe obzervaije je uslov	en nekim

ograniqe�ima u populaiji. Uzorkova�e vrximo iz "pot-

populaije" na kojoj su prediktori veoma korelisani.

Ako izmeÆu prediktora postoji linearna zavisnost, matria XTX
nije invertibilna i onda oena za β nije jedinstvena. U ovom poglav	u
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vide�emo da je takvu situaiju lako detektovati, dok je to kod predik-

tora kod kojih postoji pribli�na linearna zavisnost znatno te�e. Ve-

like disperzije oena qesto su jedan od indikatora pribli�ne multi-

kolinearnosti. Zbog toga se mo�e desiti "la�no" prihvata�e nulte

hipoteze da koefiijenti uz prediktore nisu znaqajni. TakoÆe, oqekuje

se da se, ukoliko se neki podatak samo malo promeni, dobiju znatno

razliqite oene koefiijenata.

Najqex�i pokazate	 multikolinearnosti je faktor inflaije disper-

zije (variance inflation factor) V IFj = 1
TOLj

, gde je TOLj = 1 − R2
j

toleranija, a R2
j koefiijent determinaije modela u kome je zavisna

promen	iva Xj a nezavisne sve ostale. Jasno je da vrednost V IFj-a

bliska jedinii govori da Xj nije u linearnoj vezi sa ostalim predik-

torima. Smatra se da problem multikolinearnosti postoji ukoliko je

V IFj > 5. Jedno rexe�e problema je da se izbae neki prediktori, ali

se tu mo�e napraviti grexka prilikom �ihovog izbora.

Neka su λj sopstvene vrednosti matrie XT
(s)X(s)

p
∑

i=0

λi = tr(XT
(s)X(s)) = p+ 1

Neka je ηj =
√

λmax

λj

Smatra se da vrednosti ve�e od 30 treba da upute na da	e ispitiva�e
tih obzervaija.

1.9 Analiza glavnih komponenti

Jedan od naqina da reximo problem multikolinearnosti je da izbamo

neke promen	ive. Ideja je da se polazni skup prediktora zameni nekim

�ihovim linearnim kombinaijama (k ≤ p) koji sadr�e skoro istu in-

formaiju kao polazani skup. Neka je Z = AX linearna transforma-

ija prediktora. Tada jeD(Zi) = aTi Σai. Bez uma�e�a opxtosti mo�emo
pretpostaviti da je maksimalna disperzija, uz uslov da je |ai| = 1 bax
D(Z1). Z1 �emo zvati prva glavna komponenta. Bez uma�e�a opxtosti

mo�emo pretpostaviti da je a2 red matrie A za koji je |a2| = 1, a2X2

je ortogonalno sa Z1 i aT2Σa2. Z2 = aT2X zva�emo drugom glavnom kompo-

nentom. Postupak ponav	amo, pri qemu je svaka od narednih glavnih

komponenti ortogonalna na sve prethodne.
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Lema 1.9.1. Neka je Σ kovarijaiona matria sluqajnog vektora X.

Neka su λ1 ≥ λ2· ≥ λp ≥ 0 �ene sopstvene vrednosti. Tada je i-ta
glavna komponenta data sa Zi = vTi X, za i = 1, 2, ..., p, gde je vi i-ti
sopstveni vektor.

Primetimo da je tada D(Zi) = λi, kao i da je za i 6= j Zi ortogonalno

na Zj (Cov(Z) = V TΣV = Diag(λ1, ..., λp))

Lema 1.9.2. Neka je Z = V X. Tada je

∑p
i=1D(Xi) =

∑p
i=1D(Zi) =

∑p
i=1 λi.

Dokaz. D = V ΣV T
∑p

i=1 λi =
∑p

i=1D(Zi) = tr(D) = tr(V ΣV T ) = tr(ΣV V T ) = tr(Σ) =
∑p

i=1D(Zi).

Posledia ove leme je da rotira�em koordinatnog sistema nismo

promenili ukupan varijabilitet sistema, kao i da je udeo objax�enog

variabiliteta i-tom glavnom komponentom

λi
∑p

i=1 λi
za i = 1, 2.., p. Sma-

tra se da treba zadr�ati onoliko komponenti koliko je potrebno da se

objasni bar 80% elokupnog varijabiliteta.

Radi tumaqe�a glavnih komponenti zgodno je vidi kakav utiaj svaki

od prediktora ima na i-tu glavnu komponentu.

Lema 1.9.3. Koefiijent korelaije izmeÆu Zi i Xk je

ρZi,Xk
=

vik
√
λi

√

D(Xk)
.

Da	e, kako je Σ = V TDV zak	uqujemo i da je D(Xk) =
∑p

i=1 λiv
2
ik.

Problem koji se jav	a u interpretaiji glavnih komponenti posled-

ia je �ihove oset	ivosti na razliqite merne skale polaznih predik-

tora. Najjednostavniji primer bio bi kad bi npr. X1 bila redovna

prima�a u dinarima, a X2 dodatna meseqna prima�a u hi	adama di-

nara. Merne jedinie, odnosno skala, svakako utiqu na disperziju pa se

mo�e desiti da jedan prediktor dominirati prvom glavnom komponen-

tom. Ovaj problem se mo�e rexiti standardizaijom modela, kada se

kovarijaiona matria poklapa sa korelaionom matriom.

Pretpostavimo da se radi o standardizovanom modelu. Neka je

Si = Xi−X̄i√
(n−1)S̃2

i

, za i = 1, 2, ..., p i Y(s) = Y − Ȳ . Standardizovan model

Y(s) = Sδ + ε se mo�e prikazati u obliku Y(s) = Zη + ε gde su Z glavne

komponente dobijene od standardizovanih prediktora (polazni model

35



Poglav	e 1. Linearni modeli

se mo�e prikazati u obliku Y = S0 + Sδ + ε, na predava�u videli da

je oena za slobodan qlan Ȳ xo opravdava ptretpostavku da je polazni

model ekvivalentan standardizovanom).

Tada je oena nepoznatog parametra η dobijena metodom najma�ih

kvadrata data sa

η̂ = (ZTZ)−1ZTY(s) = D−1ZTY(s).

Odavde je D(ηj) = σ2

λj
. I odavde vidimo da male sopstvene vrednosti

uzorkuju velike disperzije oene koefiijenata. Sada je prirodno da

te glavne komponente izbaimo. Poxto su sve glavne komponente me-

Æusobno ortogonalne, izbaiva�e jedne od komponenti ne�e imati za

poslediu promenu oena drugih koefiijenata, i oene �e zadr�ati

osobinu nepristrasnosti.

Iz prethodnog teksta mo�e se uoqiti da je u sluqaju standardizo-

vanog modela je

p
∑

i=0

λi = tr(STS) = p,

Pretpostavimo da smo r glavnih komponenti odluqili da zadr�imo,
a preostalih p−r da izbaimo. Zato �emo prikazati glavne komponente

prikazati u obliku Z =

(

Zr

Zp−r

)

gde su Zr zadr�ane komponente a Zr−p

izbaqene komponente. Analogno �emo prikazati i vektor koefiijenata

η = (ηTr η
T
n−r)

T .. Kako je Z = SV zak	uqujemo da je Z(r) = SVr (Vr je

matria koja se sastoji od prvih r kolona matrie V ). Novi model se

mo�e prikazati u obliku

Y(s) = Zrηr + ε̃,

odnosno

Y(s) = Sδr + ε̃,

gde je δr = Vrηr.
Nepoznate parametre δ oeni�emo sa Vrη̂r. Ispitajmo nepristrasnost

oene.

E(Vrη̂r) = VrE(η̂r) = Vrηr = (Vr 0)

(

ηr
0

)

= (Vr 0) (Vr 0)
T δ = VrV

T
r δ = δ − Vp−rV

T
p−rδ = δ − Vp−rηn−r.
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Izbaiva�e glavnih kompoennti ima za poslediu pristrasnost oene

za δr. Neka je δ̂ oena za δr kad je r = p. Tada je

Cov(δ̂) = σ2V D−1V T = V

(

D−1
r 0
0 D−1

p−r

)

V Tσ2

= σ2
(

VrD
−1
r V T

r + Vp−rD
−1
p−rV

T
p−r

)

Prvi sabirak predstav	a kovarijaiju oe�enih parametara na osnov r
zadr�anih glavnih komponenti a ostatak, deo koji je nestao eliminai-

jom komponenti koje su bile "vixak".

Dakle, ovim postupkom sma�ujemo disperziju oene koefiijenata

ali gubimo nepristrasnost oene.

Osvrt na detekiju multikolinearnosti:

Neka je uslovni broj (conditional number ) ηj =
√

λmax

λj

Smatra se da vrednosti ve�e od 30 treba da upute na da	e ispitiva�e
tih obzervaija.

1.10 Nazub	ena regresija

Engleski naziv za ovu regresiju je Ridge regression.
Jedan od naqina da se rexi problem multikolinearnosti je, kao i

u sluqaju analize glavnih komponenti, je da se nepoznat parametar δ
oeni sa

δ̂c = (STS + cI)−1STy0. (1.9)

Konstanta c je mali pozitivan broj koji utiqe, s jedne strane, na pris-

trasnost oene, a sa druge pove�ava stabilnost oena. Ovaj metod se ne

mora primeniti na entriran model. Mo�e se pokazati da je

δ̂c = (c(STS)−1 + I)−1δ̂

Mo�e se pokazati da se ova oena dobija metodom najma�ih kvadrata

kad dodamo u sistem "vextaqke prediktore" koji ne utiqku na vrednosti

zavisne promen	ive (odnosno za koje je vrednost zavisne promen	ive 0).

Vixe informaija se mo�e na�i u u [3℄ (str. 257). NaÆimo pristrasnost

oene

E(δ̂c) = (STS + cI)−1(STS + cI − cI)δ = δ − c(SST + cI)−1δ.
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Odgovaraju�a kovarijaiona matria oene je

Cov(δ̂c) = (STS + cI)−1STS(STS + cI)−1σ2.

Odavde se dobija da je suma disperzija pojedinaqnih komponenti

tr((SST + cI)−1STS(SST + cI)−1σ2) = σ2tr((SST + cI)−2STS)

= σ2

p
∑

i=1

1

λi(1 + cλi)2

Primetimo da je to ma�e od sume disperzija pojedinaqnih komponenti

oene metodom najma�ih kvadrata σ2
∑p

j=1
1
λj

ODABIR PARAMETRA c

Drugi naqin da se ovaj estimator interpretira je on zapravo pred-

stav	a oenu najma�ih kvadrata kada za parametre postoji gor�e

ograniqe�e, odnosno rexava se problem

min
δ
(y0 − Sδ)T (y0 − Sδ), ||δ|| ≤ C,

za neko C koje se mo�e izraziti u funkiji od c. Da	e, taj problem je

ekvivalentan tra�e�u minimuma funkije

(y0 − Sδ)T (y0 − Sδ) + c||δ|| (1.10)

Va�na osobina ove metode je da se ona ne mo�e koristiti za selek-

iju prediktora.

1.11 LASSO

Engleski naziv za ovu regresiju je Least Absolute Shrinkage and Selection
Operator.

Za razliku od oene nazub	enom regresijom oena ovom metodom "kaz-

nena funkija" je data L1 normom oene koefiijenata, odnosno

δ̂l = argmin
δ
(y0 − Sδ)T (y0 − Sδ) + c

p
∑

j=1

|δj|

Sada se mo�e dobiti da je vrednost nekog od koefiijenta 0, i to

xto je ve�e c vixe je takvih. Zato se ovaj metod mo�e iskoristiti za

selekiju prediktora.
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1.12 Zadai

1.1. Dokazati teoreme 1.1.2 i 1.1.3.

1.2. Posmatrajmo modele

Y = Xβ + ε

Y ⋆ = X⋆β + ε⋆,

gde je

1. E(ε) = 0, Cov(ε) = σ2I,

2. Y ⋆ = ΓY , X⋆ = ΓX , ε⋆ = Γε.

Pokazati da se oene koefiijenata β na osnovu prvog i drugog modela,

metodom najma�ih kvadrata, poklapaju, kao i oene disperzije σ2.

1.3. Pokazati da ukoliko va�i alternativna hipoteza koliqnik (1.2)

ima pomerenu Fixerovu raspodelu Fm,n−p−1(δ) i odrediti δ.

1.4. Izvesti pormulu za hij u sluqaju proste regresije, u funkiji od

Xi, Xj i S2
x.

1.5. U paketu PASWR nalazi se baza URLadress u kojoj je 30 obzervaija
o koliqini saquvanih podataka i vremena konektovanog na Internet.

Ispitati da li postoji linearna veza izmeÆu ovih podataka. Formi-

rati model i proveriti �egovu koretnost. Grafiqki predstaviti odgo-

varaju�e 95% intervale povere�a i predviÆa�a. Ukoliko je potrebno

izbaiti autlajere iz skupa obzervaija.

1.6. Pokazati da u sluqaju proste linearne regresije, bar jedan element

matrie

XTX
n

te�i nuli kad n te�i beskonaqnosti, kao i da hi te�i

nuli.

1.7. Pretpostavite da imate linearni model kod koga je slobodan qlan

nula, a dizajn matria je X = In.
a) Pokazati da je oena nazub	enom regresijom data sa

β̂i =
yi

1 + c
,

gde je c podexavaju�i parametar (vidi (1.9)).

b) Na�i LASSO oenu nepoznatih parametara.
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