
Teorija informacija 2020

Ove belexke su nastale nakon vixegodixǌeg dr�aǌa ve�bi za ovaj predmet od trenutka kada
je dr Marko Obradovi� postao nastavnik na ovom predmetu. Ove belexke ne bi nastale bez
marǉivog rada i truda koleginica Bojane Todi� i Tamare Mili�, koje su pre mene dr�ale
ovaj kurs, na qemu im se u potpunosti zahvaǉujem.

Trudio sam se da xto vixe i detaǉnije pixem sve xto se tiqe rexeǌa zadataka. Nadam
se da �e postojaǌe ovakve skripte znaqajno da olakxe kako sluxaǌe tako i uqeǌa ovog pred-
meta.

Danijel Suboti�
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Motivacija

Na poqetku 20. veka nauqnici i in�eǌeri su postavili slede�a bitna pitaǌa:

1. Kako kvantifikovati(meriti) informaciju?
2. Da li postoji analitiqki matematiqki aparat koji bi to odradio?

I razmotrimo slede�a dve reqenice:

• �u�a je pas.
• �u�a je veliki crni pas.

Nije texko zakǉuqiti da druga reqenica nam daje vixe informacije, jer nam prenosi i to
da je �u�a ”velik” i ”crn” pored toga xto je ”pas”. Kako izmeriti razliku izme�u ove dve
reqenice? I da li postoji matematiqka mera koja mo�e da ka�e koliko vixe informacije
druga reqenica sadr�i u pore�eǌu sa prvom?

Nauqnici su se borili sa tim pitaǌima. Semantika, domen i oblik podataka je samo do-
davalo te�ine tom zadatku, sve do pojave Kloda Xenona na sceni. On je prvi doxao na ideju
”neodre�enosti” koja je zauvek promenila naqin posmatraǌa naxeg sveta i postavila temeǉe
za poqetak ”digitalno-informacione ere”.

Xenon je predlo�io da je semantiqki aspekt podataka zapravo nebitan i da priroda i znaqeǌe
podataka nisu znaqajni kada je req o informacionom sadr�aju. On je definisao kvantifikaciju
informaciju u terminima verovatnosnih mera i ”neodre�enosti”. Ove revolucionarne ideje
ne samo da su postavili Teoriju informacije kao zasebnu granu, ve� i otvorili ogromnu
mogu�nost napretka oblasti poput vextaqke inteligencije. Daǉe �emo razmotriti neke bitne
pojmove sa i intuicije koja stoja iza tih ideja.

Neodre�enost(Entropija)
Entropija nam daje meru neodre�enosti prilikom izvo�eǌa nekog eksperimenta. Razmotrimo
slede�a dva:

1. Bacamo homogen novqi� i posmatrajmo ishod, recimo, pismo
2. Bacamo nehomogen novqi� (P (pismo) = 0.99) i posmatrajmo ishod, recimo, pismo

Ako uporedimo ova dva eksperimenta, oqigledno je da u sluqaju ovog drugog lakxe predvideti
ishod. Mo�emo re�i da je prvi eksperiment znaqajno neodre�eniji nego drugi. I bax tu
neodre�enost entropija i ima za ciǉ da kvantifikuje. Bax raspodela verovatno�a ishoda se
koristi za raqunaǌe neodrejednosti.

Deterministiqki eksperiment, koji je u potpunosti predvidiv, ima neodre�enost jednaku
nuli. A eksperiment koji je u potpunosti (bacaǌe homogenog novqi�a) nasumiqan je najte�e
predvidiv i ima najve�u neodre�enost od svih eksperimenata tog tipa.

Uzajamna informacija
Uzajamna informacija je mera uzajamne zavisnosti izme�u dve verovatnosne raspodele ili
sluqajnih veliqina. Pomo�u ǌe vidimo koliko informacija o jednoj promenǉivoj je sadr�ano
u drugoj.

Uzajamna informacija detektuje zavisnosti me�u sluqajnim veliqinama i mnogo je opxtija
nego prosti koeficijent korelacije, koji detektuje samo linearne zavisnosti.

Kulbak-Lajblerovo(KL) razila�eǌe
KL razila�eǌe je jox jedna mera sliqnosti izme�u dve verovatnosne raspodele. Pomo�u ǌe
mo�emo izmeriti koliko jedna raspodela odstupa od druge.

Pretpostavimo da imamo podatke, koji su iz neke raspodele P . Me�utim u praksi, mi nikad ne
znamo tu pravu raspodelu P , zato biramo neku raspodelu Q koja aproksimira P i odgovara
dobijenim podacima. Kako je Q samo aproksimacija ona ne�e mo�i bax idealno da pogodi
podatke kao raspodela P i stvori�e se neko informaciono razila�eǌe. Bax to razila�eǌe
zovemo Kulbak-Lajblerovim.

KL razila�eǌe izme�u P i Q nam govori koliko mnogo informacija gubimo ako aproksimi-
ramo raspodelu P sa raspodelom Q.
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Neke znaqajne jednakosti za rexavaǌe zadataka:

I.1. H(X) = −
∑
i P{X = i} log2(P{X = i}) = −

∑
i p(xi) log2 p(xi)

I.2. H(X,Y ) = −
∑
i

∑
j p(xi, yj) log2 p(xi, yj)

I.3. H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X) = H(Y ) +H(X|Y )

I.4. I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(X) +H(Y )−H(X,Y )

I.5. H(Y |X) =
∑
i p(xi)H(Y |X = xi)

I.6. H(X1, . . . , Xn) =
∑n
i=1H(Xi|Xi−1, . . . , X1)

I.7. I(X;Y |Z) = H(X|Z)−H(X|Z, Y ) = H(Y |Z)−H(Y |Z,X)

I.8. I(X1, . . . , Xn|Y ) =
∑n
i=1 I(Xi;Y |Xi−1, . . . , X1)

I.9. KL(p||q) =
∑
i p(xi) log2

(
p(xi)
q(xi)

)
I.10. I(X;Y ) =

∑
i

∑
j p(xi, yj) log2

p(xi,yj)
p(xi)p(yj))

Neodre�enost i Uzajamna Informacija

1. Baca se fer novqi� do prve pojave pisma. Neka je X sluqajna veliqina koja predstavǉa broj
potrebnih bacaǌa. Na�i neodre�enost sluqajne veliqine X.

Rexeǌe 1. Mo�emo zakǉuqiti da X ima Geometrijsku G( 1
2 ) raspodelu. Neodre�enost je, po defini-

ciji,

H(X) = −
∞∑
i=1

P{X = i} log2 (P{X = i}) .

U naxem sluqaju

P{X = i} = (1− p)i−1p =
1

2i
,

odakle direktno dobijamo

H(X) = −
∞∑
i=1

2−i log2(2−i) =

∞∑
i=1

i

2i
= E(X) = 2.

N

2. Pokazati da za diskretnu sluqajnu veliqinu X va�i nejednakost

H(g(X)) ≤ H(X),

gde je g(·) proizvoǉna nesluqajna funkcija.

Rexeǌe 2. Va�i formula

H(X, g(X)) = H(X) +H(g(X)|X) = H(X),

jer H(g(X)|X) = 0 - nema neodre�enosti za vrednost g(X) ako je poznata vrednost sluqajne veliqine X.
Sliqno

H(X, g(X)) = H(g(X)) +H(X|g(X)) ≥ H(g(X)),

odakle dobijamo tvr�eǌe iz postavke zadatka. N

3. Strujno kolo qine 22 sijalice. Ako jedna pregori, ostale ne mogu da sijaju, jer je elektriqno kolo
prekinuto. Na raspolagaǌu imamo ommetar kojim mo�emo da izmerimo otpor izme�u svake dve taqke u
strujnom kolu. Koliki je minimalan broj mereǌa potreban da bi pronaxli pregorenu sijalicu?

Rexeǌe 3. Za doma�i.

4. Data je zajedniqka dvodimenziona raspodela
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Y = 0 Y = 1

X = 0 1
3

1
3

X = 1 0 1
3

Na�i H(X), H(Y ), H(X|Y ), H(Y |X), H(X,Y ) i I(X;Y ).

Rexeǌe 4. Iz dvodimenzione raspodela iz postavke zadatka dobijamo marginalne raspodele

X :

(
0 1

2/3 1/3

)

Y :

(
0 1

1/3 2/3

)
Na osnovu qega daǉe primenom formula navedenih u startu fajla dobijamo

H(X) = −
(

1

3
log2

1

3
+

2

3
log2

2

3

)
= log2 3− 2

3
∼ 0.918

Primetimo da je H(Y ) = H(X).
Daǉe, prema formuli (I.5.)

H(X|Y ) = P{Y = 0}H(X|Y = 0) + P{Y = 1}H(X|Y = 1) =
1

3
· 0 +

2

3
· 1 =

2

3
,

jer

X|Y = 0 :

(
0 1
1 0

)

X|Y = 1 :

(
0 1

1/2 1/2

)
Sliqno,

H(Y |X) = P{X = 0}H(Y |X = 0) + P{X = 1}H(Y |X = 1) =
2

3
.

H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X) = log2 3.

I na kraju

I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ) = log2 3− 4

3
.

N

5. Kockica se baca jednom. Ako padne broj 1, 2, 3 ili 4 novqi� se baca jednom, a inaqe dva puta.
Na�i informaciju o broju koji je pao na kockici na osnovu broja palih glava.

Rexeǌe 5. Za samostalnu ve�bu. N

6. Neka su X1 i X2 diskretne sluqajne veliqine koje uzimaju razliqite vrednosti i X sluqajna
veliqina definisana kao

X =

{
X1, sa verovatno�om α

X2, sa verovatno�om 1− α

Na�i neodre�enost H(X) u funkciji od H(X1), H(X2) i α.

Rexeǌe 6. Definixemo θ kao funkciju od X na slede�i naqin

θ =

{
1, X = X1

2, X = X2

I primenom formula (I.1.), (I.2.) i (I.5.) sa poqetka skripte dobijamo

H(X) = H(X, θ)

= H(θ) +H(X|θ)
= −α log2 α− (1− α) log2(1− α) + αH(X1) + (1− α)H(X2).

N
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7. Sa verovatno�om 1
2 u jednoj od 8 fioka se nalazi pismo. Redom je otvoreno 7 fioka i ni u jednoj

nema pisma, na�i verovatno�u da je pismo u posledǌoj fioci.

Rexeǌe 7. Zamislimo da zapravo imamo 16 fioka - od kojih je 8 pravih, a 8 virtuelnih. Sa verovatno�om
1

2
imamo da je pismo u prvih 8 (pravih) fioka ili isto sa verovatno�om

1

2
u drugih 8 (virtuelnih)

fioka. Nakon xto smo otvorili 7 fioka preostalo je jox 9. Verovatno�a da se pismo nalazi u toj

tra�enoj fioci je
1

9
. N

8. Od 27 novqi�a jedan je faliqan i lakxi od ostalih. Na raspolagaǌu imamo vagu za mereǌe sa dva
tasa. Koliko mereǌa je potrebno da se sigurno odredi faliqan novqi�?

Rexeǌe 8. U startu su svi podjednako verovatni i verovatno�a je 1
27 .

H(
1

27
, . . . ,

1

27
) = log2 27 ∼ 4.76.

U svakom mereǌu mo�emo imati tri mogu�a ixoda, stoga da izvuqemo vixe informacija delimo nax
poqetni skup na 9−9−9 novqi�a. Uzmemo dve grupe i izmerimo, nakon qega taqno znamo u kojoj od grupa
po 9 novqi�a se nalazi taj jedan faliqan. Tu grupu od 9 ponovo podelimo na tri grupe 3− 3− 3. Nakon
drugog mereǌa preosta�e samo tri novqi�a, nakon jox jednog mereǌa odmah znamo koji je faliqan.
Dakle, dovoǉno je 3 mereǌa. N

9. Od 27 novqi�a jedan je faliqan, lakxi ili te�i od ostalih. Na raspolagaǌu imamo vagu za
mereǌe sa dva tasa. Koliko mereǌa je potrebno da se sigurno odredi faliqan novqi� sa informacijom
da li je lakxi ili te�i?

Rexeǌe 9. Za doma�i.

10. Koriste�i znaǌa iz oblasti verovatno�e i statistike pokazati da va�i∫ ∞
−∞

e−x
2

dx =
√
π.

Rexeǌe 10. Setimo se da je funkcija gustine normalne N (µ, σ2) raspodele zapravo

f(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R.

I primetimo da za vrednosti µ = 0 i σ2 = 1
2 dobijamo tra�enu jednakost. N

11. Pokazati da je neodre�enost raspodele verovatno�a P = (p1, . . . , pi, . . . , pj , . . . , pm) maǌa ili jednaka
od neodre�enosti raspodele Q = (p1, . . . ,

pi+pj
2 , . . . ,

pi+pj
2 , . . . , pm), tj.

H(P ) ≤ H(Q).

Rexeǌe 11.

H(Q)−H(P ) = −2
pi + pj

2
log2

pi + pj
2

+ pi log2 pi + pj log2 pj

Uoqimo da je funkcija f(x) = x log2 x konveksna1, odakle dobijamo da va�i Jensenova nejednakost, tj.

f(x) + f(y)

2
≥ f

(
x+ y

2

)
.

Odakle direktno dobijamo da je H(Q)−H(P ) ≥ 0. N

12. Dokazati pomo�u Jensenove nejednakosti da je I(X;Y ) ≥ 0.

Rexeǌe 12. Uzajamna informacija se mo�e zapisati na slede�i naqin

I(X;Y ) = −
∑
i

∑
j

p(xi, yj) log2

p(xi)p(yj)

p(xi, yj)

Kako je funkcija f(x) = − log2(x) konveksna i
∑
i

∑
j p(xi, yj) = 1 mo�emo primeniti Jensenovu nejednakost,

tj. dobijamo

−
∑
i

∑
j

p(xi, yj) log2

p(xi)p(yj)

p(xi, yj)
≥ − log2

∑
i

∑
j

p(xi, yj)
p(xi)p(yj)

p(xi, yj)

 = − log2 1 = 0

N
1poka�ite to
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13. Dokazati da je ln(x) ≤ x− 1, x > 0.

Rexeǌe 13. Definixemo funkciju
f(x) = ln(x)− x+ 1.

Ova funkcija dosti�e svoj maksimum za x = 1 na skupu (0,∞) i f(1) = 0. Dakle, va�i navedena nejed-
nakost. N

14. Koriste�i nejednakost iz prethodnog zadatka pokazati da je KL(p||q) ≥ 0.

Rexeǌe 14.

−KL(p||q) = −
∑
x

p(x) log2

p(x)

q(x)

=
∑
x

p(x)
1

ln(2)
ln
q(x)

p(x)

= /ln(x) ≤ x− 1/

≤ 1

ln(2)

∑
x

p(x)

(
q(x)

p(x)
− 1

)
=

1

ln(2)

∑
x

(q(x)− p(x)) = 0

N

15. Pokazati da za sluqajne veliqine X, Y i Z va�e slede�e nejednakosti i na�i uslove pri kojima
va�e jednakosti

(a) H(X,Y |Z) ≥ H(X|Z)

(b) I(X,Y ;Z) ≥ I(X;Z)

(v) H(X,Y, Z)−H(X,Y ) ≤ H(X,Z)−H(X)

(g) I(X;Z|Y ) ≥ I(Z;Y |X)− I(Z;Y ) + I(X;Z)

Rexeǌe 15. (a)

H(X,Y |Z) = H(X|Z) +H(Y |X,Z) ≥ H(X|Z),

jer je proizvoǉna neodre�enost nenegativna. Jednakost va�i ako je Y u funkciji od X i Z.

(b)

I(X,Y ;Z) = I(X;Z) + I(Y ;Z|X) ≥ I(X : Z),

jer je uzajamna informacija nenegativna. Jednakost va�i ako je Y |X nezavisno od Z|X.

(v) Mo�emo drugaqije da zapixemo nejednakost

H(X,Y, Z)−H(X,Y ) = H(Z|X,Y ) ≤ H(Z|X) = H(X,Z)−H(X).

Daǉe, primenom formule
I(Y ;Z|X) = H(Z|X)−H(Z|X,Y ) ≥ 0

dobijamo tra�eno tvr�eǌe. Jednakost va�i u sluqaju nezavisnosti Y |X i Z|X.

(g) Mo�emo drugaqije da zapixemo nejednakost

I(X;Z|Y ) + I(Z;Y ) ≥ I(Z;Y |X) + I(X;Z)

i vidimo da zapravo sa obe strane imamo primenu jednakosti (I.8.) na izraz I(X,Y ;Z). U ovom
sluqaju uvek va�i jednakost.

N

16. Na�i primer sluqajnih veliqina X, Y i Z tako da va�i

(a) I(X;Y |Z) < I(X;Y )
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(b) I(X;Y |Z) > I(X;Y )

Rexeǌe 16. (a) Neka va�i

X = Y = Z :

(
0 1

1/2 1/2

)
.

Tada

I(X;Y ) = I(X;X) = H(X)−H(X|X) = H(X)− 0 = 1.

Dok je

I(X;Y |Z) = I(X;X|X) = H(X|X)−H(X|X,X) = 0.

(b) Neka su X i Y nezavisne jednako raspodeǉene sluqajne veliqine sa zakonom raspodele(
0 1

1/2 1/2

)
.

A za sluqajnu veliqinu Z = X + Y . Tada va�i

I(X;Y ) = 0

zbog nezavisnosti, dok je

I(X;Y |Z) =
1

2
.

N

17. Neka su X i Y sluqajne veliqine koje uzimaju vrednosti x1, . . . , xr i y1, . . . , ys respektivno i neka
je Z = X + Y .

(a) Pokazati da va�i H(Z|X) = H(Y |X);

(b) Ako su X i Y nezavisne, tada va�i

H(X) ≤ H(Z) i H(Y ) ≤ H(Z);

(v) Na�i primer (zavisnih) sluqajnih veliqina za koje va�e nejednakosti

H(X) > H(Z) i H(Y ) > H(Z);

(g) Pod kojim uslovom va�i jednakost H(Z) = H(X) +H(Y )?

Rexeǌe 17. (a) Va�i slede�i niz jednakosti

H(Z|X) =
∑
i

p(xi)H(Z|X = xi) (1)

= −
∑
i

p(xi)
∑
k

p(zk|xi) log2 p(zk|xi) (2)

= /P{Z = zk|X = xi} = P{Y = zk − xi|X = xi}/ (3)

= −
∑
i

p(xi)
∑
k

p(yk|xi) log2 p(zk|xi) (4)

=
∑
i

p(xi)H(Y |X = xi) (5)

= H(Y |X). (6)

(b) Iz zadatka 12. znamo da je uzajamna informacija nenegativna. Stoga posmatrajmo

I(X;Z) = H(Z)−H(Z|X) ≥ 0 =⇒ H(Z) ≥ H(Z|X) = H(Y |X) = H(Y ), (7)

gde poslendǌa jednakost va�i zbog uslova nezavisnosti X i Y . Analogno se pokazuje za sluqaj
H(Z) ≥ H(X) preko uzajamne informacije I(Y ;Z).
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(v) Definixemo sluqajne veliqine X i Y na slede�i naqin.

Neka je X proizvoǉna sluqajna veliqina sa pozitivnom neodre�enox�u, dok je Y ≡ −X. Time dobi-
jamo da je Z ≡ 0. Primer: X ∼ Unif(2) - ravnomerna diskretna raspodela. Tada H(X) = H(Y ) = 1,
dok je H(Z) = 0.

(g) Iz zadatka 2. vidimo da va�i slede�a nejednakost

H(Z) = H(X + Y ) ≤ H(X,Y ), (8)

gde je g(x, y) = x+ y. Tako�e,
H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X)

a to je jednako H(X) + H(Y ) u sluqaju nezavisnosti sluqajnih veliqina X i Y . Da bismo jox i
nejednakost u (8) pretvorili u jednakost mora da va�i da je g(x, y) 1− 1 funkcija.2

N

18. Igraqi A i B igraju karte. Pobe�uje onaj igraq koji prvi pobedi u 4 partije. Neka je X sluqajna
veliqina koja predstavǉa ishode ove igre, a Y sluqajna veliqina koja predstavǉa broj odigranih
partija. Ako pretpostavimo da igraqi imaju jednake xanse da dobiju svaku partiju i da su partije
nezavisne, izraqunati H(X), H(Y ), H(Y |X), H(X|Y ).

Rexeǌe 18. Sluqajna veliqina Y ima slede�u raspodelu

Y :

(
4 5 6 7

1/8 1/4 5/16 5/16

)
.

Odakle direktno dobijamo

H(Y ) = −
(

1

8
log2

1

8
+

1

4
log2

1

4
+

5

16
log2

5

16
+

5

16
log2

5

16

)
Sluqajna veliqina X ima slede�u raspodelu

X :

(
AAAA BBBB AAABA BBBAB . . . AABBAA . . . AABBBAA
1/16 1/16 1/32 1/32 . . . 1/64 . . . 1/128

)
.

Primetimo da �e svi ishodi jednake du�ine imati istu verovatno�u. Dakle, samo je bitno preraqunati
koliko ih ima.

• Ishoda du�ine qetiri je svega 2

• Ishoda du�ine pet je svega 8 = 2
(
4
1

)
• Ishoda du�ine xest je svega 20 = 2

(
5
2

)
• Ishoda du�ine sedam je svega 40 = 2

(
6
3

)
Dobijamo na kraju

H(X) = 2
1

24
log2 24 + 8

1

25
log2 25 + 20

1

26
log2 26 + 40

1

27
log2 27

=
1

2
+

40

32
+

120

64
+

280

128
= 5.8125

Kako je Y zapravo funkcija od X te odmah znamo da je H(Y |X) = 0, time dobijamo iz jednakosti (I.3.)
sa poqetka skripte da je H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X) = H(X).

Dok

H(X|Y ) = H(X,Y )−H(Y ) = H(X)−H(Y ).

N

19. U kutiji se nalazi c crvenih, b belih i p plavih kuglica. Da li ve�u neodre�enost ima izvlaqeǌe
k kuglica sa ponavǉaǌem ili bez ponavǉaǌa?

2videti kad je to zadovoǉeno u ovom zadatku
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Rexeǌe 19. Razmotrimo svaki sluqaj pojedinaqno.

• Sluqaj sa ponavǉaǌem.

H(X1, X2, . . . , Xk) = H(Xk|Xk−1, . . . , X1) +H(Xk−1|Xk−2, . . . , X1) + · · ·+H(X2|X1) +H(X1) = kH(X1).

• Sluqaj bez ponavǉaǌa. Sa X∗i obele�avamo i-to izvlaqeǌa bez ponavǉaǌa.

H(X1, X
∗
2 , . . . , X

∗
k) = H(X∗k |X∗k−1, . . . , X1) +H(X∗k−1|X∗k−2, . . . , X1) + · · ·+H(X∗2 |X1) +H(X1)

≤ H(X∗k) +H(X∗k−1) + · · ·+H(X∗2 ) +H(X1)

≤ H(Xk) +H(Xk−1) + · · ·+H(X2) +H(X1) = kH(X1).

Vidimo da je neore�enost sa ponavǉaǌem ve�a. N

20. Pokazati da ako je Z = f(Y ), onda je X → Y → Z lanac Markova.

Rexeǌe 20. Za samostalnu ve�bu. N

21. Pokazati da ako je X → Y → Z lanac Markova, onda va�i I(X;Y ) ≥ I(X : Z).

Rexeǌe 21. Krenemo od uzajamne informacije

I(X;Y,Z) = I(X;Z) + I(X;Y |Z)

= I(X;Y ) + I(X;Z|Y ) = I(X;Y )

Znamo da je uzajamna informacija nenegativna (tj. I(X;Y |Z) ≥ 0), jox ostalo da poka�emo da je
I(X;Z|Y ) = 0 pod pretpostavkama zadatka. Primenimo jednakost (I.7.) sa poqetka skripte

I(X;Z|Y ) = H(X|Y )−H(X|Z, Y ) (9)

= H(Z|Y )−H(Z|X,Y ) (10)

Daǉe, kako je u pitaǌu lanac Markova, znamo da drugi sabirak u (10) jednak H(Z|Y ) i time cela
uzajamna informacija jednaka nuli. Kad skupimo na jedno mesto ovaj zakǉuqak i to da je uzajamna
informacija nenegativna dobijamo i tvr�eǌe zadatka.

N

22. Ako je X1 → X2 → · · · → Xn lanac Markova, odnosno ako va�i jednakost

p(x1, x2, . . . , xn) = p(x1)p(x2|x1) . . . p(xn|xn1
),

uprostiti izraz I(X1;X2, . . . , Xn).

Rexeǌe 22. Primenom jednakosti (I.10.) sa poqetka skripte dobijamo

I(X1;X2, . . . , Xn) = −
∑

(x1,...,xn)∈Xn
p(x1, . . . , xn) log2

p(x1)p(x2, . . . , xn)

p(x1, x2, . . . , xn)
(11)

= −
∑

(x1,...,xn)∈Xn
p(x1, . . . , xn) log2

p(x1)p(x2)p(x3|x2) . . . p(xn|xn−1)

p(x1)p(x2|x1)p(x3|x2) . . . p(xn|xn−1)
. (12)

Jednakost (12) va�i prema uslovu zadatka. U logatirmu se pokrati sve sem p(x1)
p(x2|x1)

, tj. va�i

I(X1;X2, . . . , Xn) = −
∑

(x1,...,xn)∈Xn
p(x1, . . . , xn) log2

p(x1)

p(x2|x1)

= H(X2)−H(X2|X1)

= I(X1;X2).

N

23. Dokazati da je uslovna neodre�enost H(X0|Xn) neopadaju�a po n za svaki lanac Markova.

9



Rexeǌe 23. Primenom zadatka (22) znamo I(X0;Xn) ≤ I(X0;Xn−1), tj.

H(X0)−H(X0|Xn) ≤ H(X0)−H(X0|Xn−1)

=⇒
H(X0|Xn) ≥ H(X0|Xn−1)

Odakle indukcijom vidimo da va�i tvr�eǌe zadatka.
N

24. Neka je X → Y → Z lanac Markova, takav da X ∈ {1, 2, . . . , n}, Y ∈ {1, 2, . . . , k} i Z ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Pokazati da je I(X;Z) ≤ log2 k.

Rexeǌe 24. Po�imo od slede�e uzajamne informacije

I(X;Y,Z) = I(X;Y ),

jednakost va�i prema rexeǌu u zadatku (22).

I(X;Y, Z) = I(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X) ≤ log2 k,

jer H(Y ) ≤ log2 k (raspodela sa najve�om neodre�enox�u sa k elemenata je uniformna), a H(Y |X) ≥ 0.
Odakle dobijamo slede�i niz nejednakosti

log2 k ≥ I(X;Y ) ≥ I(X;Z),

posledǌa nejednakost va�i prema zadatku (22).
N

25. Ako je I(X;Z|Y ) = 0, pokazati da je I(X;Y ) ≥ I(X;Z). Pod kojim uslovima va�i jednakost?

Rexeǌe 25. Po�imo od uzajamne informacije

I(X;Y, Z) = I(X;Z) + I(X;Y |Z) = I(X;Y ) + I(X;Z|Y ) = I(X;Y ).

Odavde se direktno vidi da va�i tra�ena nejednakost zbog nenegativnosti uzajamne informacije.

Jednakost �e da va�i u sluqaju da je I(X;Y |Z) = 0. N

26. Neka sluqajna veliqina X uzima tri mogu�e vredno sti {a , b, c}. Posmatrajmo dve raspodele
verovatno�e ove sluqajne veliqine

p(x) q(x)
a 1/2 1/3
b 1/4 1/3
c 1/4 1/3

Izraqunati H(p), H(q), KL(p||q) i KL(q||p).

Rexeǌe 26.
H(p) =

1

2
log2(2) + 2

1

4
log2(4) =

1

2
+ 1 =

3

2
.

H(q) = 3
1

3
log2(3) = log2(3).

Daǉe, primenom jednakosti (I.9.) sa poqetka skripte dobijamo

KL(p||q) =
∑
i

p(xi) log2

p(xi)

q(xi)

=
1

2
log2

3

2
+ 2

1

4
log2

3

4

= log2 3− 3

2
∼ 0.085.
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Dok va�i

KL(q||p) =
∑
i

q(xi) log2

q(xi)

p(xi)

=
1

3
log2

2

3
+ 2

1

3
log2

4

3

=
5

3
− log2 3

∼ 0.0817.

N

27. Prethodni zadatak govori da je u opxtem sluqaju KL(p||q) 6= KL(q||p). Na�i primer dve raspodele
verovatno�e p i q tako da u Kulbak-Lajblerovom razila�eǌu va�i jednakost.

Rexeǌe 27. Za doma�i.

28. Neka su X, Y i Z sluqajne veliqine sa zajedniqkom raspodelom p(x, y, z). Kulbak-Lalblerovo
razila�eǌe izme�u zajedniqke raspodele i proizvoda odgovaraju�ih marginalnih je

Kl(p(x, y, z)||p(x)p(y)p(z)) = E

[
log2

p(x, y, z)

p(x)p(y)p(z)

]
.

Izraziti Kulbak-Lajblerovo razila�eǌe preko neodre�enosti. Kada je ovo razila�eǌe jednako nuli?

Rexeǌe 28. Primetimo da generalno va�i slede�a jednakost

H(X) = −
∑
i

p(xi) log2 p(xi) = E(− log2 p(X)).

Dakle,

Kl(p(x, y, z)||p(x)p(y)p(z)) = E(log2 p(X,Y, Z))− E(log2 p(X))− E(log2 p(Y ))− E(log2 p(Z))

= −H(X,Y, Z) +H(X) +H(Y ) +H(Z).

Razila�eǌe jednako nuli ako su X, Y i Z nezavisni. N

29. Posmatrajmo niz od n binarnih sluqajnih veliqina. Svaki niz sa parnim brojem jedinica ima
verovatno�u 2−n+1 i svaki niz sa neparnim brojem jedinica ima verovatno�u nula. Na�i uzajamne
informacije:

I(X1;X2), I(X2;X3|X1), . . . , I(Xn−1;Xn|X1, . . . , Xn−2).

Rexeǌe 29. Dakle, nizovi su du�ine n oblika 10010101 . . . 0101. Ako je k ≤ n−1, onda su Xk nezavisni,
tj.

I(X1;X2) = 0,

jer X1 i X2 nezavisni. I iz istog argumenta nezavisnosti sve su nule, sem I(Xn−1;Xn|X1, X2, . . . , Xn−2) =
1, jer tek u sluqaju kada znamo sve cifre sem jedne imamo dodatnu informaciju o parnosti i tada mo�emo
nexto da zakǉuqimo. N

30. Neka su X, Y i Z tri par po par nezavisne sluqajne veliqine sa Bernulijevom Ber( 1
2 ) raspodelom.

(a) Odrediti minimalnu vrednost neodre�enosti H(X,Y, Z).

(b) Navesti primer sluqajnih veliqina za koje se posti�e minimum.

Rexeǌe 30. (a) Prema formuli (I.6.) sa poqetka skripte va�i

H(X,Y, Z) = H(X) +H(Y |X) +H(Z|X,Y ) (13)

= H(X) +H(Y ) +H(Z|X,Y ) (14)

≥ H(X) +H(Y ) (15)

= 2 log2 2 (16)

= 2, (17)

jednakost (14) va�i zbog nezavisnosti u parovima, dok nejednakost (15) jer je H(Z|X,Y ) ≥ 0.
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(b) U sluqaju da je Z = X +2 Y.
N

31. Pod kojim uslovima va�i slede�a jednakost

H(X|g(Y )) = H(X|Y )?

Rexeǌe 31. Za doma�i.

32. Odrediti uzajamnu informaciju izme�u gorǌe i doǌe strane homogenog novqi�a.

Rexeǌe 32. Definixemo slede�e skupove doga�aja: G - gorǌa strana novqi�a, D - doǌa strana
novqi�a. Dobijamo slede�e:

I(G;D) = H(G)−H(G|D) = log2 2− 0 = log2 2,

neodre�enost gorǌe strane je uniformna raspodela sa dve vrednosti, dok uslovna neodre�enost je
jednaka nuli. N

33. Uporediti slede�e izraze

(a) H(X) i H(5X);

(b) I(g(X);Y ) i I(X;Y );

(v) H(X,Y )
H(X)+H(Y ) i 1.

Rexeǌe 33. (a) Doka�imo opxtiji sluqaj

Teorema 1. Neka je X proizvoǉna diskretna sluqajna veliqina, i a ∈ R proizvoǉna konstanta
razliqita od nule, tada va�i

H(X) = H(aX).

Dokaz 1. Sluqajna veliqina aX od sluqajne veliqine X se razlikuje samo po vrednostima koje
uzima. Verovatno�e ostaje nepromeǌene. Kako po definiciji neodre�enosti samo verovatno�e
igraju ulogu, to je i H(X) = H(aX). �

Iz date teoreme direktno dobijamo i da su ove dve neodre�enosti jednake.

(b) Kako je Y → X → g(X) uvek lanac Markova to imamo

I(X, g(X);Y ) = I(X,Y ) + I(g(X);Y |X) (18)

= I(g(X);Y ) + I(X;Y |g(X)) (19)

=⇒ I(X;Y ) ≥ I(g(X);Y ), (20)

jer I(g(X);Y |X) = 0, a I(X;Y |g(X)) ≥ 0.

(v) H(X,Y ) ≤ H(X) +H(Y ), dok jednakost va�i samo u sluqaju nezavisnosti.
N

34. Pretpostavimo da imamo n novqi�a me�u kojima je jedan faliqan (lakxi ili te�i od ostalih).
Na raspolagaǌu imamo terazije koje mogu imati tri ishoda. Neka je k najmaǌi broj mereǌa potrebnih
da se utvrdi koji novqi� je faliqan kao i da li je lakxi ili te�i.

(a) Pokazati da va�i 3k ≥ 2n;

(b) Neka je n = 12 i k = 3. Opisati ta tri mereǌa pomo�u kojih se mo�e odrediti faliqan novqi�.

Rexeǌe 34. (a) Kako terazije imaju tri mogu�a ishoda te u jednom mereǌu mo�emo da dobijemo
najvixe log2 3 bitova informacije. Neodre�enost celog sistema je log2(2n), jer imamo 2n mogu�nosti
n koji mogu te�i da budu i n koji mogu lakxi. Dakle, dobijamo

log2(2n)

log2 3
≤ k,

korix�eǌem svojstva logaritamskih funkcija dobijamo

log3(2n) ≤ k =⇒ 2n ≤ 3k.
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(b) Za samostalno rexavaǌe.
N

35. Neka su X1, X2, .. nezavisne jednako raspodeǉene sluqajne veliqine sa funkcijom raspodele p(x).
Na�i

lim
n→∞

[p(X1, X2, . . . , Xn)]
1
n .

Rexeǌe 35. Kako su nezavisne to va�i

lim
n→∞

[p(X1, X2, . . . , Xn)]
1
n = lim

n→∞

(
n∏
i=1

p(Xi)

) 1
n

= 2limn→∞
1
n

∑n
i=1 log2 p(Xi) → 2E(log2 p(X)) = 2−H(X)

xto smo dobili primenom Zakona velikih brojeva i definicije neodre�enosti sluqajne veliqine. N

36. Neka su X1, X2, .. nezavisne jednako raspodeǉene sluqajne veliqine sa funkcijom raspodele sa
raspodelom

X =


1, sa verovatno�om 1

2

2, sa verovatno�om 1
4

3, sa verovatno�om 1
4

Na�i graniqnu vrednost izraza
(X1X2 . . . Xn)

1
n

Rexeǌe 36. Oznaqimo sa An = (X1X2 . . . Xn)
1
n . Tada

log2An =
1

n

n∑
i=1

log2Xi → E(log2X) =
1

2
log2 1 +

1

4
log2 2 +

1

4
log2 3 =

1

4
(1 + log2 3)

Odakle direktno dobijamo

lim
n→∞

(X1X2 . . . Xn)
1
n = 2

1
4 (1+log2 3)

N

37. Neka su (Xi, Yi) nezavisni jednako raspodeǉeni sluqajni vektori za svako i ∈ N sa funkcijom
raspodele p(x, y). Formiramo koliqnik verodostojnosti za testiraǌe hipoteze da su X i Y nezavisne.
Na�i graniqnu vrednosti izraza

1

n
log2

n∏
i=1

p(Xi)p(Yi)

p(Xi, Yi)
.

Rexeǌe 37.

1

n
log2

n∏
i=1

p(Xi)p(Yi)

p(Xi, Yi)
=

1

n

n∑
i=1

[log2 p(Xi) + log2 p(Yi)− log2 p(Xi, Yi)]

→ E(log2 p(X)) + E(log2 p(Y ))− E(log2 p(X,Y ))

N

38. Nezavisno se bacaju homogena kockica i homogen novqi�. Neka je X vrednost na kockici, a Y je
indikator da je palo pismo. Neka je Z = X + Y , na�i H(Z) i I(Z;X).

Rexeǌe 38. Za doma�i. N

39. Definisati preko informacije dovoǉne statistike. Pokazati da je statistika T (X) =
∑n
i=1Xi

dovoǉna za parametar θ ako je uzorak X1, . . . , Xn iz Bernulijeve Ber(θ) raspodele.

Rexeǌe 39. Za doma�i. N

40. Funkcija d(x, y) je metrika ako za sve x, y va�i

1. d(x, y) ≥ 0

2. d(x, y) = d(y, x)
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3. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

Ispitati da li je d(X,Y ) = H(X|Y ) +H(Y |X) metrika.

Rexeǌe 40. Krenemo korak po korak.

1. d(x, y) ≥ 0
Kako su neodre�enosti nenegativne to je ovo ispuǌeno.

2. d(x, y) = d(y, x)
Simetriqnost oqigledno va�i iz definicije funkcije d(X,Y ).

3. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y
Jedan smer je oqigledan (ako va�i X = Y ). Drugi smer:

d(X,Y ) = 0 = H(Y |X) +H(X|Y ),

xto znaqi da obe neodre�enosti moraju biti jednake nuli, tj.

H(X|Y = y) = 0, ∀y

i
H(Y |X = x) = 0, ∀x

Znaqi da poznavaǌem jedne vrednosti u potpunosti imamo i drugu. Me�utim to ne mora da bude
ispuǌeno samo za X = Y , mo�e da bude i za X = f(Y ) gde je f(·) neka bijektivna funkcija, koja
jednaznaqno odre�uje X poznavaǌem Y i obratno.

Ne moramo ni proveravati nejednakost trougla, ve� vidimo da nije metrika. N

41. Pokazati da va�e slede�e jednakosti

H(X) +H(Y )− 2I(X;Y ) = H(X,Y )− I(X;Y ) = 2H(X,Y )−H(X)−H(Y ).

Rexeǌe 41. Svaki deo posebno �emo da dovedemo na oblik H(X|Y ) +H(Y |X).

H(X) +H(Y )− 2I(X;Y ) = H(X) +H(Y )− 2H(Y ) + 2H(Y |X)

= H(X)−H(Y ) +H(Y |X) +H(Y |X)

= H(X)− I(X;Y ) +H(Y |X)

= H(X)−H(X) +H(X|Y ) +H(Y |X)

= H(X|Y ) +H(Y |X)

H(X,Y )− I(X;Y ) = H(X) +H(Y |X)−H(X) +H(X|Y )

= H(Y |X) +H(X|Y )

2H(X,Y )−H(X)−H(Y ) = (H(X) +H(Y |X)) + (H(Y ) +H(X|Y ))−H(X)−H(Y )

= H(Y |X) +H(X|Y )

N

42. Jensen-Xenonovo razila�eǌe definisano je kao

JSD(p‖q) =
1

2
KL(p‖s) +

1

2
KL(q‖s),

gde je s = 1
2 (p + q). Ispitati da li je Jensen-Xenonovo razila�eǌe metrika. A da li je

√
JSD(p‖q)

metrika?

Rexeǌe 42. Za doma�i. N
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43. Neka je

X =

{
Y, ako je T = 1

Z, ako je T = 0,

gde Y ima raspodelu p, a Z raspodelu q, dok je T indikator doga�aja qija je verovatno�a 1
2 . Pokazati

da je
JSD(p||q) = I(X;T ).

Rexeǌe 43. Prema postavci zadatka vidimo da je raspodela X zapravo neka mexavina raspodela p i
q i to takva da obe po�ednako uqestvuju. Stoga, vidimo da je raspodela za X zapravo r = p+q

2 .
Va�i slede�i niz jednakosri

I(X;T ) = H(X)−H(X|T )

= −
∑
i

r(xi) log2 r(xi) +
1

2

∑
j

p(yj) log2 p(yj) +
1

2

∑
k

q(zk) log2 q(zk)

= −
∑
i

p(yi)

2
log2 r(xi)−

∑
i

q(zi)

2
log2 r(xi) +

1

2

∑
j

p(yj) log2 p(yj) +
1

2

∑
k

q(zk) log2 q(zk)

=
1

2

∑
j

p(yj)(log2 p(yj)− log2 rj) +
1

2

∑
k

q(zk)(log2 q(zk)− log2 r(xk))

=
1

2

∑
j

p(yj) log2

p(yj)

r(xj)
+

1

2

∑
k

q(zk) log2

q(zk)

r(xk)

= KL(p||r) +KL(q||r)
= JSD(p||q)

N
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Teorija kodiraǌa

44. Neka je data sluqajna veliqina S sa slede�im zakonom raspodele

S =

(
S1 S2 S3 S4 S5 S6

p1 p2 p3 p4 p5 p6

)
gde su Si kodirane azbukom koja ima D simbola. Ako su du�ine kodiranih reqi (l1, l2, l3, l4, l5, l6) =
(1, 1, 2, 3, 2, 3) na�i odgovaraju�u doǌu granicu za D.

Rexeǌe 44. Probajmo razliqite brojeve za D:
- Pretpostavimo da D ima samo jedan simbol, tada ne mogu da postoje dve reqi du�ine 1.
- Pretpostavimo da D ima dva simbola, tada je mogu�e slede�e kodiraǌe:

{S1 : 0, S2 : 1, S3 : 00, S4 : 110, S5 : 01, S6 : 111}.

Dakle, doǌa granica za D je 2.
- Ukoliko jox dodamo zahtev da kod mora da bude prefiksni (nijedna req ne sme da poqiǌe sa nekom
reqju koja ve� postoji) onda D > 2, inaqe ne mogu dve reqi du�ine jedan da postoje. Probajmo za D = 3

{S1 : 0, S2 : 1, S3 : 20, S4 : 220, S5 : 21, S6 : 221}.

- Ukoliko na prethodni uslov jox dodamo uslov da kod mora da bude afiksan, onda D = 4, i takvo jedno
kodiraǌe je

{S1 : 0, S2 : 1, S3 : 22, S4 : 202, S5 : 23, S6 : 203}.

N

45. Razmotrimo sluqajnu veliqinu

S =

(
S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7

0.49 0.26 0.12 0.04 0.04 0.03 0.02

)
(a) Na�i binarni Hafmanov kod za S.

(b) Na�i sredǌu du�inu reqi za to kodiraǌe.

(a) Na�i trojni (trinarni) Hafmanov kod za S.

Rexeǌe 45. (a) Dobijamo slede�i graf:

1

0.51

S2 : 0.26 0.25

0.13

0.08

S4 : 0.04 S5 : 0.04

0.05

S6 : 0.03 S7 : 0.02

S3 : 0.12

S1 : 0.49

0

0 1

0

0

0 1

1

0 1

1

1

Pa je dobijen kod: {S1 : 1, S2 : 00, S3 : 011, S4 : 01000, S5 : 01001, S6 : 01010, S7 : 01011}.
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(b) Sredǌa du�ina koda je

7∑
i=1

pidi = 0.49 · 1 + 0.26 · 2 + 0.12 · 3 + 0.04 · 5 + 0.04 · 5 + 0.03 · 5 + 0.02 · 5 = 2.02.

(v) Za doma�i.
N

46. Na�i binarni Hafmanov kod za raspodelu p = (1/3, 1/5, 1/5, 2/15, 2/15). Pokazati da je ovaj kod
tako�e optimalan za raspodelu q = (1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5).

Rexeǌe 46. Dobijamo slede�i Hafmanov kod za raspodelu p:

1

9
15

1
3

4
15

2
15

2
15

2
5

1
5

1
5

0

0 1

0 1

1

0 1

kodiraǌe je slede�e (00, 10, 11, 010, 011).
Za raspodelu q dobijamo (01, 10, 11, 000, 001) i vidimo da je zapravo isto, do na permutacije 0 i 1. Sredǌa
du�ina je

d(K) =
6

5
+

6

5
=

12

5
= 2.4,

dok je neodre�enost ovog izvora
H(q) = log2 5 =∼ 2.322,

a znamo da va�i nejednakost
H(q) ≤ d(K) < H(q) + 1.

N

47. Koji od ponu�enih kodova nije binarni Hafmanov ni za jednu raspodelu verovatno�a?

(a) {0, 10, 11};

(b) {00, 01, 10, 110};

(v) {10, 01}.

Rexeǌe 47. (a) Jeste Hafmanov za proizvoǉnu raspodelu za koju va�i p1 ≥ p2 ≥ p3.

(b) Nije Hafmanov, jer bi dve reqi sa najmaǌim verovatno�ama bile iste du�ine i razlikovale se
samo u posledǌoj cifri.

(v) Nije Hafmanov kod ni za jednu raspodelu verovatno�a, jer bi bilo kodirano sa po jednim simbolom.
N

48. Na�i binarni i trojni Hafmanov kod za sluqajnu veliqinu S qija je raspodela verovatno�e

p =

(
1

21
,

2

21
,

3

31
,

4

21
,

5

21
,

6

21

)
.

Kolika je sredǌa du�ina reqi u oba sluqaja?

Rexeǌe 48. Za samostalnu ve�bu. N

17



49. Slova {A, E, I, O, U} javǉaju se redom u frekvencijama {0.3, 0.2, 0.1, 0.25 i 0.15}. Odrediti
optimalno binarno kodiraǌe i sredǌu du�inu kodiranih reqi.

Rexeǌe 49. Dobijamo slede�i graf Hafmanovog koda:

1

0.55

A:0.3 O:0.25

0.45

0.25

U:0.15 I:0.1

E:0.2

0

0 1

1

0

0 1

1

Kodiraǌe je slede�e:

• A: 00

• E: 11

• I: 101

• O: 01

• U : 100

Sredǌa du�ina:
5∑
i=1

pidi = 2 · 0.3 + 2 · 0.2 + 3 · 0.1 + 2 · 0.25 + 3 · 0.15 = 2.25,

gde smo sa pi oznaqili frekvenciju pojavǉivaǌa i-tog slova, a sa di broj cifara i-tog slova u dobijenom
kodu. N

50. Neka je Kr proizvoǉno r−arno Hafmanovo kodiraǌe.

(a) Koliko je potrebno bitova da bi se poslala poruka ”matematika” kodiraǌem K2? Verovatno�e
pojavǉivaǌa slova su broj pojavǉivaǌa slova u reqi ”matematika” podeǉen sa 10.

(b) Da li bi se razlikovao Xenonov binarni kod za req ”matematika”?

(v) Koliko je potrebno bitova da se poxaǉe poruka ”tematika” istim kodiraǌem kao u delu pod (a)?
Da li postoji neko drugo trenutno kodiraǌe za koje je potrebno maǌe bitova?

Rexeǌe 50. (a) Izdvojimo slova koje imamo {M, A, T, E, I, K}, ǌihove odgovaraju�e frekvencije
su { 2

10 ,
3
10 ,

2
10 ,

1
10 ,

1
10 ,

1
10}.
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1

0.6

A:0.3 0.3

0.2

I:0.1 K:0.1

E:0.1

0.4

M:0.2 T:0.2

0

0 1

0

0 1

1

1

0 1

Kodiraǌe je slede�e:

– M : 10

– A: 00

– T : 11

– E: 011

– I: 0100

– K: 0101

Da bi kodirala poruka MATEMATIKA, moramo svako slovo da zamenimo sa neophodnim kodom i
dobijamo da je potrebno

2 + 2 + 2 + 3 + 2 + 2 + 2 + 4 + 4 + 2 = 25bitova.

(b) Na�emo neophodne du�ine kodnih reqi.

– M : − log2(0.2) = 2.32 =⇒ d = 3

– A : − log2(0.3) = 1.74 =⇒ d = 2

– T : − log2(0.2) = 2.32 =⇒ d = 3

– E : − log2(0.1) = 3.32 =⇒ d = 4

– I : − log2(0.1) = 3.32 =⇒ d = 4

– K : − log2(0.1) = 3.32 =⇒ d = 4

A odgovaraju�i niz za razvoj {0, 0.3, 0.5, 0.7, 0.8, 0.9}, sad gledamo razvoje tih cifara u binarne
brojeve. Dakle razvoj 0 je 00, jer gledamo do druge cifre (to odgovara slovu A), razvoj 0.3 i
gledamo prve tri decimalne cifre 010 (slovo M), razvoj 0.5 je 100 (slovo T), razvoj 0.7 je 1011
(slovo E), razvoj 0.8 je 1100 (slovo I), razvoj 0.9 je 1110 (slovo K).
Na kraju dobijamo:

– M : 010

– A: 00

– T : 100

– E: 10111

– I: 1100

– K: 1110

Vidimo da kodovi nisu isti.
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(v) Za req tematika potrebno je

2 + 3 + 2 + 2 + 2 + 4 + 4 + 2 = 21 bitova,

xto nije optimalno. Kada bismo kreirali kod bax za tu req dobili bismo optimalan kod.
N

51. Na�i binarni Hafmanov kod za slede�e raspodele

(a) p = (
10

41
,

9

41
,

8

41
,

7

41
,

7

41
);

(b) p = (
9

10
,

9

10

1

10
,

9

10

(
1

10

)2

,
9

10

(
1

10

)3

, . . . );

Rexeǌe 51. (a) Dobijamo slede�i kod:

1

24
41

p1 : 10
41

14
41

p4 : 7
41 p5 : 7

41

17
41

p2 : 9
41 p3 : 8

41

0

0 1

0 1

1

0 1

Pa su reqi redom: (00, 10, 11, 010, 011).

(b) Kodne reqi su redom: (0, 10, 110, 1110, . . . ), k-ta req ima k − 1 jedinica i nulu na kraju.
N

52. Na�i uslov da Hafmanov binarni kod sa 4 simbola i raspodelom p1 = p2 ≥ p3 = p4 ima sve reqi
du�ine 2.

Rexeǌe 52. Neophodni uslovi za to su

p1 < 2p4

2p1 + 2p4 = 1

Iz ova dva uslova dobijamo da va�i

p1 =
1

2
− p4

1

2
− p4 < 2p4

1

6
< p4,

posledǌa nejednakost predstavǉa tra�eni uslov. N

53. Neka Hafmanov kod ima 5 kodnih reqi nad azbukom {0, 1} i neka je p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ p4 ≥ p5 = q. Na�i
najve�u mogu�u vrednost za q, tako da req koja se pojavǉuju sa verovatno�om q ima du�inu 4.

Rexeǌe 53. Neophodno je da Hafmanov graf izgleda ovako
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1

p1 p2 + p3 + p4 + p5

p2 p3 + p4 + p5

p3 p4 + p5

p3 p4

0
1

0
1

0 1

0 1

Tada req sa verovatno�om q(p5) ima du�inu 4. Tj. va�e slede�i uslovi:

p1 ≥ 3p5 (21)

p2 ≥ 2p5 (22)

p1 + p2 + p3 + p4 + p5 = 1 (23)

Ubacimo uslove (21) i (22) u (23) i dobijamo:

3p5 + 2p5 + p5 + p5 + p5 ≤ 1 (24)

=⇒ p5 ≤
1

8
. (25)

Takav kod se mo�e dobiti za slede�e verovatno�e: ( 3
8 ,

2
8 ,

1
8 ,

1
8 ,

1
8 ). Najve�a vrednost za q je 1

8 .
N

54. Na�i najmaǌu i najve�u vrednost za q, tako da binarni Hafmanov kod sa qetiri kodne reqi sa
verovatno�ama p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ p4 = q ima sve reqi jednake du�ini 2.

Rexeǌe 54. Jasno da je q ≤ 1
4 , to predstavǉa gorǌu granicu za q. Dok za doǌu va�e slede�i uslovi

p2 ≤ p1 ≤ p3 + p4 (26)

p1 + p2 + p3 + p4 = 1 (27)

te dobijamo:

3p3 + 3p4 ≥ 1 (28)

=⇒ p4 ≥
1

6
. (29)

Dakle doǌa granica je 1
6 , tako da za proizvoǉne verovatno�e p1, p2, p3, p4 sve reqi budu du�ine 2.

Napomena: inaqe postoji i raspodela verovatno�a tako da doǌa granica mo�e biti i nula! Raspodela
je {0.5, 0.25, 0.25, 0}. Ali to je specijalan sluqaj a prema zadatku smo agnostiqni prema taqnim vrednos-
tima verovatno�a. N

55. Izvor ima tri simbola sa verovatno�ama p1 ≥ p2 ≥ p3. Pokazati da binarni Hafmanov kod
ima sredǌu du�inu reqi 2 − p1. Xta je odgovaraju�i rezultat ako izvor ima qetiri simbola sa
verovatno�ama p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ p4?
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Rexeǌe 55. Ako izvor ima tri simbola sa zadatim uslovom za verovatno�e, onda su spajaǌa u Haf-
manovom kodu uvek striktna! Va�e slede�e du�ine d1 = 1, d2 = 2, d3 = 2.
Raqunamo sredǌu du�inu

p1 + 2p2 + 2p3 = 1 + p2 + p3 = 2− p1,

jer p1 + p2 + p3 = 1.

U sluqaju sa qetiri simbola probajte za doma�i. Izdvoji�e se dva sluqaja. U jednom (p1 ≤ p3 + p4) je
sredǌa du�ina 2, dok u drugom (p1 ≥ p3 + p4) 3− p2 − 2p1. N
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Kapaciteti

56. Neka je Y = X + Z(mod 11) = X +11 Z diskretan kanal bez memorije, gde je

Z =

(
1 2 3
1

3

1

3

1

3

)
,

i sluqajna veliqina X uzima vrednosti iz skupa {0, 1, . . . , 10}. Ako pretpostavimo da su X i Z nezavisne
sluqajne veliqine, na�i kapacitet datog kanala.

Rexeǌe 56. Kapacitet kanala je
C = max

pX
I(X;Y ),

gde je maksimum po svim mogu�im raspodelama za X. Daǉe raqunamo

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X)

= H(Y )−H(X +11 Z|X)

= H(Y )−H(Z),

Neodre�enost H(Z) = log2 3 - prema raspodeli koja je data. A maksimum uzajamne informacije se posti�e
za H(Y ) = log2 11, tj. za uniformnu raspodelu. Odnosno kapacitet kanala je

C = log2 11− log2 3.

N

Teorema 2. Neka je dat simetriqan kanal Y sa L vrednosti za Y i m vrednosti za X. Tada va�i

C = log2 L−H(Y |X = xi), ∀i ∈ {1, . . . ,m}.

57. Na�i kapacitet kanala sa datom matricom uslovnih verovatno�a

Y = 0 Y = 1
X = 0 1/4 3/4
X = 1 3/4 1/4
X = 2 3/4 1/4
X = 3 1/4 3/4

Rexeǌe 57. Tra�imo C = maxpX I(X;Y ). Primetimo da je kanal simetriqan, tada va�i teorema2.
Primenom te teoreme dobijamo

max
pX

I(X;Y ) = max
pX

(H(Y )−H(Y |X))

= max
pX

(log2 2−H(Y |X = 0)) ,

Samo izraqunamo jox ovu neodre�enost

H(Y |X = 0) =
1

4
log2 4 +

3

4
log2

4

3
,

tj kapacitet kanala je

C =
1

2
− 3

4
log2

4

3
.

N

58. Na�i kapacitet kanala sa datom matricom uslovnih verovatno�a

Y = 0 Y = 1 Y = 2
X = 0 1/2 1/6 1/3
X = 1 1/3 1/2 1/6
X = 2 1/6 1/3 1/2

Rexeǌe 58. Primenom Teoreme 2 dobijamo

C = log2 3− 1

2
log2 2− 1

6
log2 6− 1

3
log2 3 =

1

2
log2 3− 2

3
.

N
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59. Na�i kapacitet kanala i raspodelu na ulazu za koji se on posti�e

Y = 0 Y = 1 Y = 2
X = 0 1/4 0 3/4
X = 1 0 1 0
X = 2 3/4 0 1/4

Rexeǌe 59. Mo�emo drugaqije da postavimo matrica prelaza (permutacijom da promenimo polo�aj)

Y = 0 Y = 2 Y = 1
X = 0 1/4 3/4 0
X = 2 3/4 1/4 0
X = 1 0 0 1

Tako dobijamo da je kanal ”delimiqno” simetriqan. Ukupan kapacitet dobijamo iz formule za matrice
koja je blok matrica sa disjunknim vrednostima

2C = 2C1 + 2C2 ,

gde je C1 - kapacitet prvog kanala (prve dve vrste i kolone), a C2 - kapacitet drugog kanala (odnosno
tre�a vrsta i tre�a kolona).

Odmah vidimo da je C2 = 0, dok je C1 simetriqan pa ǌegovu vrednosti dobijamo iz teoreme 2:

C1 = 1− 1

4
log2 4− 3

4
log2

4

3
=

1

2
− 3

4
log2

4

3
.

Dok je ukupna vrednost kapaciteta datog kanala u zadatku

C = log2

(
2

1
2−

3
4 log2

4
3 + 1

)
.

Raspodelu na ulazu raqunamo na slede�i naqin. Posmatrajmo posebno disjunktne delove kanala veze:

XC1
=

(
0 1 2
1
2 0 1

2

)

XC2
=

(
0 1 2
0 1 0

)
Tako�e, moramo da uzmemo u obzir te�ine svakog bloka.

p =
2C1

2C1 + 2C2
,

xto predstavǉa te�inu prvog bloka, dok 1− p drugog.
Konaqnu raspodelu dobijamo na slede�i naqin:

p · [1/2, 0, 1/2] + (1− p) · [0, 1, 0] =
[p

2
, 1− p, p

2

]
.

N

60. Na�i kapacitet kanala

a b c d

0
1− p

2

1− p
2

p

2

p

2

1
p

2

p

2

1− p
2

1− p
2

Rexeǌe 60. Kanal je simetriqan i ima rexeǌe u profesorovoj skripti. Probajte sami da izvedete.
Rexeǌe je:

C = 1−H(p, 1− p),

gde je H(p, 1− p) - neodre�enost sluqajne veliqine koja uzima verovatno�e p i 1− p. N

61. Posmatrajmo 26 slova na tastaturi.

(a) Ako se pritisne tipka, rezultat je odgovaraju�e slovo. Odrediti kapacitet takvog kanala.
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(b) Ako se pritisne tipka, rezultat je to slovo ili slovo do ǌega sa jednakim verovatno�ama. Prema
tome: A→ A ili A→ B, ..., Z → Z ili Z → A. Odrediti kapacitet takvog kanala.

Rexeǌe 61. (a) Imamo da je X ≡ Y, jer nema nikakve sluqajnosti u kanalu. Kapacitet je

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(Y ) ≤ log2 26,

xto se maksimizuje naravno za ravnomernu raspodelu pa je kapacitet

C = log2 26.

(b) U ovom sluqaju imamo neke sluqajnosti, odnosno smetǌe, pa dobijamo:

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X) ≤ log2 26− log2 2 = log2 13 = C.

N

62. Na�i kapacitet kanala sa datom matricom uslovnih verovatno�a

Y = 0 Y = 1
X = 0 1 0
X = 1 1/2 1/2

Rexeǌe 62. U ovom zadatku data matrica prelaza nije simetriqna, a nije ni blok-dijagonalna. U
tom sluqaju tra�imo kapacitet direktno po definiciji.

C = max
P (x)

(H(Y )−H(Y |X)) (30)

= max
P (x)

(−p
2

log2

p

2
− (1− p

2
) log2(1− p

2
)−H(Y |X = 0)P{X = 0} −H(Y |X = 1)P{X = 1}) (31)

= max
P (x)

(−p
2

log2

p

2
− (1− p

2
log2(1− p

2
))− p) (32)

Da bismo daǉe naxli maksimum oznaqimo funkciju unutar maksimuma sa f(p) i na�imo izvod po p.
Maksimum se dosti�e za p = 2

5 .
N

63. Na�i kapacitet kanala C1 · C2 sa datom matricama uslovnih verovatno�a C1 odnosno C2 respek-
tivno:

Y = 0 Y = 1
X = 0 1/3 2/3
X = 1 2/3 1/3

Z = 0 Z = 1
Y = 0 5/9 4/9
Y = 1 4/9 5/9

Rexeǌe 63. Na�imo proizvod ove dve matrice:

Z = 0 Z = 1
X = 0 13/27 14/27
X = 1 14/27 13/27

Dobili smo simetriqnu matricu pa prema teoremi 2 nalazimo kapacitet. N

64. Neka je C kapacitet kanala

Y = 0 Y = 1
X = 0 1/3 2/3
X = 1 2/3 1/3

Ako je Cn kapacitet n redno vezanih kanala Cn = C · C · · · · · C, na�i limn→∞ Cn.
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Rexeǌe 64. Nalazimo proizvod matrica pomo�u metodu dijagonalizacije.

M = TDT−1,

gde je D - dijagonalna matrica. Tada
Mn = TDnT−1.

Matricu D nalazimo pomo�u sopstvenih vrednosti matrice prelaza. I dobijamo da je to

a1 = 1, a2 = −1

3

I onda matrica D je oblika

D =

[
1 0
0 −1/3

]
Stepenujemo matricu

Dn =

[
1 0
0 (−1/3)n

]
I kad pustimo limes vidimo da je kapacitet kanala zapravo 0.

N

65. Na�i qemu te�i kapacitet kanala Cn ako je Cn = C ·Cn−1, gde je C1 = C a C je kanal sa slede�om
matricom prelaza:

Y = 0 Y = 1 Y = 2
X = 0 1/3 0 2/3
X = 1 0 1 0
X = 2 1/4 0 3/4

Rexeǌe 65. Data je blok dijagonalna matrica pa kapacitet kanala nalazimo iz formule

2C = 2C1 + 2C2 ,

kapacitet kanala koji sadr�i samo jednu vrednost je nula. A kapacitet drugog nalazimo sliqno kao
u prethodnom zadatku. Sopstvene vrednosti su 1 i 1

12 . Stoga je kapacitet i ovog dela zapravo nula u
graniqnoj vrednosti. Ukupan kapacetet kanala je samim tim 1. N

66. Na�i kapacitet kanala

Y = 0 Y = 1 Y = 2 Y = 3 Y = 4 Y = 5
X = 0 1/8 1/8 1/8 1/8 1/4 1/4
X = 1 1/8 1/8 1/4 1/8 1/8 1/8
X = 2 1/4 1/4 1/8 1/8 1/8 1/8

Rexeǌe 66. Kanal je simetriqan pa se sve rexava primenom teoreme 2. Za samostalnu ve�bu. N

67. Na�i kapacitet kanala i raspodelu na ulazu za koju se ostvaruje

Y = 0 Y = 1 Y = 2 Y = 3 Y = 4
X = 0 1/4 1/4 1/2 0 0
X = 1 1/2 1/4 1/4 0 0
X = 2 1/4 1/2 1/4 0 0
X = 3 0 0 0 1/4 3/4
X = 4 0 0 0 3/4 1/4

Rexeǌe 67. Blok dijagonalna matrica prelaza je data u zadatku. Svaki od blokova je simetriqna
matrica prelaza pa se oba rexavaju primenom teoreme 2.

Konaqan kapacitet kanala je

C = log2

(
3

23/2
+

33/4

2

)
,

dok je raspodela na ulazu: [
p

3
,
p

3
,
p

3
,

1− p
2

,
1− p

2

]
,

gde je p =
2C1

2C1 + 2C2
. N
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68. Data je raspodela na ulazu

X :

(
1 2 3

0.3 0.2 0.5

)
,

i kanal veze sa matricom prelaza:

Y = 1 Y = 2 Y = 3
X = 1 0.2 0.6 0.2
X = 2 0.3 0.3 0.4
X = 3 0.1 0.1 0.8

(a) Na�i xemu dekodiraǌa za idealnog posmatraqa;

(b) Na�i xemu dekodiraǌa za posmatraqa maksimalne verodostojnosti (idealnog posmatraqa pri
ravnomernoj raspodeli na ulazu).

Rexeǌe 68. Xema dekodiraǌa idealnog posmatraqa podrazumeva uzimaǌe u obriz ulaznih verovatno�a.
Dok posmatraq maksimalne verodostojnosti uzima u obzir samo matricu prelaska.

(a) U sluqaju idealnog posmatraqa napravimo matricu mogu�ih vrednosti za ǌega:

1) Ako smo primili 1 koja je verovatno�a da je 1 bila poslata? To dobijamo pomo�u:

p(1|1) = P{X = 1|Y = 1} =
P{Y = 1|X = 1}P{X = 1}

P{Y = 1}
=

0.2 · 0.3
P{Y = 1}

=
0.06

P{Y = 1}
Ako smo primili 1 koja je verovatno�a da je 2 bila poslata? To dobijamo pomo�u:

p(2|1) = P{X = 2|Y = 1} =
P{Y = 1|X = 2}P{X = 2}

P{Y = 1}
=

0.3 · 0.2
P{Y = 1}

=
0.06

P{Y = 1}
Ako smo primili 1 koja je verovatno�a da je 3 bila poslata? To dobijamo pomo�u:

p(3|1) = P{X = 3|Y = 1} =
P{Y = 1|X = 3}P{X = 3}

P{Y = 1}
=

0.1 · 0.5
P{Y = 1}

=
0.05

P{Y = 1}

Dakle zakǉuqak ako smo primili 1 najverovatnije je poslata 1 ili 2 pa �emo 1 da dekodiramo
kao 1 ili 2, svejedno je.

2) Ako smo primili 2 koja je verovatno�a da je 1 bila poslata? To dobijamo pomo�u:

p(1|2) = P{X = 1|Y = 2} =
P{Y = 2|X = 1}P{X = 1}

P{Y = 2}
=

0.6 · 0.3
P{Y = 2}

=
0.18

P{Y = 2}
Ako smo primili 2 koja je verovatno�a da je 2 bila poslata? To dobijamo pomo�u:

p(2|2) = P{X = 2|Y = 2} =
P{Y = 2|X = 2}P{X = 2}

P{Y = 2}
=

0.3 · 0.2
P{Y = 2}

=
0.06

P{Y = 2}
Ako smo primili 2 koja je verovatno�a da je 3 bila poslata? To dobijamo pomo�u:

p(3|2) = P{X = 3|Y = 2} =
P{Y = 2|X = 3}P{X = 3}

P{Y = 2}
=

0.1 · 0.5
P{Y = 2}

=
0.05

P{Y = 2}

Dakle zakǉuqak ako smo primili 2 najverovatnije je poslata 1 pa �emo 2 da dekodiramo kao
1.

3) Ako smo primili 3 koja je verovatno�a da je 1 bila poslata? To dobijamo pomo�u:

p(1|3) = P{X = 1|Y = 3} =
P{Y = 3|X = 1}P{X = 1}

P{Y = 3}
=

0.2 · 0.3
P{Y = 3}

=
0.06

P{Y = 3}
Ako smo primili 3 koja je verovatno�a da je 2 bila poslata? To dobijamo pomo�u:

p(2|3) = P{X = 2|Y = 3} =
P{Y = 3|X = 2}P{X = 2}

P{Y = 3}
=

0.4 · 0.2
P{Y = 3}

=
0.08

P{Y = 3}
Ako smo primili 3 koja je verovatno�a da je 3 bila poslata? To dobijamo pomo�u:

p(3|3) = P{X = 3|Y = 3} =
P{Y = 3|X = 3}P{X = 3}

P{Y = 3}
=

0.8 · 0.5
P{Y = 3}

=
0.4

P{Y = 3}

Dakle zakǉuqak ako smo primili 3 najverovatnije je poslata 3 pa �emo 3 da dekodiramo kao
3.
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(b) U ovoj xemi sve je znaqajno prostije - biramo maksimum po kolonama u matrici prelaska. Dakle,
ako smo primili 1 to dekodiramo kao 2, ako smo primili 2 to dekodiramo kao 1 i ako smo primili
3 to dekodiramo kao 3.

N

69. Dat je kanal C

Y = 1 Y = 2 Y = 3
X = 1 1 0 0
X = 2 0 a 1− a
X = 3 0 b 1− b

Koji uslov treba da zadovoǉavaju a i b tako da idealni posmatraq za ravnomernu raspodelu na ulazu
dekodira primǉenu vrednost kao onu koja je poslata?

Rexeǌe 69. Za samostalnu ve�bu. N

70. Neka je Γ kanal veze koji ima kapacitet C. Pokazati da je kapacitet kanala Γ + Γ + · · · + Γ (m
puta) jednak C + log2m.

Rexeǌe 70. I u ovom sluqaju imamo blok dijagonalne matrice.
Formula je

2Csvi =

m∑
i=1

2Ci ,

za svako i vrednost u sumi je 2Ci = 2C . Na kraju dobijamo da je

Csvi = log2(m · 2C) = log2m+ C

N

71. Dat je binarni ponavǉaju�i kod Kn neparne du�ine n = 2t + 1 kojim se kodiraju poruke koje se
prenose kroz binarni simetriqni kanal u kome je verovatno�a pogrexnog prenosa jednaka q < 1

2 . Na�i
pravila maksimalne verodostojnosti δ i pokazati da je verovatno�a grexke tog pravila

pe ≤
(2t+ 1)!

(t!)2
(1− q)t qt+1 (33)

i da te�i nuli.
Zbog qega ovo nije dobar primer koda sa taqke gledixta fundamentalne teoreme teorije informacije?

Rexeǌe 71. Pokaza�emo na primeru za sluqaj n = 3 zbog kompaktnosti zapisa pri objaxǌeǌu. Sve
se podjednako uopxtava na sluqaj ve�eg n.

Kod ponavǉaju�eg binarnog koda matrica prelaza izgleda ovako

Y = 000 Y = 001 Y = 010 Y = 100 Y = 011 Y = 101 Y = 110 Y = 111
X = 0 (1− q)3 q(1− q)2 q(1− q)2 q(1− q)2 q2(1− q) q2(1− q) q2(1− q) q3

X = 1 q3 q2(1− q) q2(1− q) q2(1− q) q(1− q)2 q(1− q)2 q(1− q)2 (1− q)3

Kako je u pitaǌu pravilo maksimalne verodostojnosti, to biramo maksimume po kolonama uzimaju�i
u obzir da je q < 0.5. Dakle, xema dekodiraǌa je slede�a:

• 000→ 0

• 001→ 0, 010→ 0, 100→ 0

• 011→ 1, 101→ 1, 110→ 1

• 111→ 1

Dok je verovatno�a grexke u ovom sluqaju

pe =
(
q3 + 3q2(1− q)

)
= q3 + 3q2(1− q) ≤ 3!

1
(1− q) q2,

jer q ≤ 1− q. Sliqno se uopxtava za proizvoǉno t, odnosno n.

Kod ǌe dobar zbog ekstremno niske brzine prenosa sa porastom broja ponavǉaǌa. Zamislite da svaki
put nekoj osobi otkucate i poxaǉete 100 istih poruka umesto 1, jasno da je brzina time unixtena. N
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72. Dat je binarni kanal veze svojom matricom prelaznih verovatno�a

Y = 0 Y = 1
X = 0 1 0
X = 1 q 1− q

Zbog pove�aǌa pouzdanosti 0 se kodira kao 000, a 1 kao 111. Neka je δ1 pravilo maksimalne verodosto-
jnosti, δ2 pravilo kojim zakǉuqujemo da je poslata 0, ukoliko primǉena req ima bar dve nule, a 1 ako
ima bar dve jedinice.

(a) Koje od ova dva pravila ima ve�u verovatno�u grexke? Raspodela na ulazu p(0) = p, p(1) = 1−p = w.

(b) Kolika je brzina ovakvog prenosa?

(v) Xta se sa brzinom prenosa i verovatno�om grexke dexava ukoliko kodiramo ponavǉaju�im kodom
du�ine n?

Rexeǌe 72. Pravi se matrica prelaza sliqno kao u prethodnom zadatku samo xto nije simetriqan
kanal u pitaǌu.

Y = 000 Y = 001 Y = 010 Y = 100 Y = 011 Y = 101 Y = 110 Y = 111
X = 0 1 0 0 0 0 0 0 0
X = 1 q3 q2(1− q) q2(1− q) q2(1− q) q(1− q)2 q(1− q)2 q(1− q)2 (1− q)3

(a) Sa Q oznaqi�emo matricu prelaza. Verovatno�a grexke pravila δ1 nalazimo pomo�u

Rδ1 =

[
p 0
0 w

]
Q

=

[
p 0 0 0 0 0 0 0
wq3 wq2(1− q) wq2(1− q) wq2(1− q) wq(1− q)2 wq(1− q)2 wq(1− q)2 w(1− q)3

]
,

biramo maksimume po kolonama. Dakle dekodiraǌe je uvek 0, sem u sluqaju da je dobijena poruka
000. Odakle dobijamo grexku:

pδ1 = wq3 = (1− p)q3

Dok za δ2 je

Rδ2 =

[
p 0
0 w

]
Q

=

[
p 0 0 0 0 0 0 0
wq3 wq2(1− q) wq2(1− q) wq2(1− q) wq(1− q)2 wq(1− q)2 wq(1− q)2 w(1− q)3

]
,

biramo prema opisanom pravilu. Dakle prvih 4 (000, 001, 010, 100) dekodiramo kao 0, dok pre-
ostale kao 1. Odakle dobijamo grexku:

pδ2 = wq3 + 3wq2(1− q)

(b) Brzina ponavǉaju�eg koda je definisana na slede�i naqin

R =
1

n
,

gde je n broj ponavǉaǌa. Pa je u ovom zadatku R = 1
3 .

(v) Brzina se smaǌuje pove�aǌem broja ponavǉaǌa prema gore navedenoj definiciji.

N
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Linearni kodovi

73. Neka je

H =

1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0


matrica provere linearnog koda. Odrediti broj informacionih bitova, broj bitova provere i kodne
reqi.

Rexeǌe 73. Data je matrica provere a za ǌu va�i H · v = 0, gde je v-kodna req.

H · v =

1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0

 ·

v1
v2
v3
v4
v5
v6

 =

v1 + v3 + v5
v2 + v3 + v6
v1 + v2 + v4

 =

0
0
0



Iz ovih jednaqina i qiǌenice da va�i −x = x (mod 2), dobijamo

v5 = v1 + v3

v6 = v2 + v3

v4 = v1 + v2,

tj. znaju�i vrednosti prva tri znaka mo�emo dobiti i sve ostale. Odavde odmah vidimo da je broj
informacionih bitova zapravo

k = |{v1, v2, v3}| = 3,

dok je broj bitova provere n−k = 3, tj. tako�e tri. Sa prva tri bita xaǉe se poruka, dok sa preostala
tri proverava da li je dobijena poruka taqna.

Broj kodnih reqi je 2k = 23 = 8 i to su:

redni broj v1 v2 v3 kodna req
1 0 0 0 000000
2 0 0 1 001011
3 0 1 0 010101
4 1 0 0 100110
5 0 1 1 011110
6 1 0 1 101101
7 1 1 0 110011
8 1 1 1 111000

N

74. Neka je

H =

1 0 0 1 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 0


matrica provere linearnog koda. Odrediti broj informacionih bitova, broj bitova provere i kodne
reqi. Ako se ispravǉaju obrasci grexaka najmaǌe te�ine u kosetu, na�i jedan naqin dekodiraǌa.

Rexeǌe 74. Sliqno kao i prethodnom zadatku3 otkrivamo da su kodne reqi

redni broj v4 v5 kodna req
1 0 0 00000
2 0 1 11001
3 1 0 11110
4 1 1 00111

3uradite to za ve�bu
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Broj informacionih bitova je 2, dok je broj bitova provere 3.

Koseti:

redni broj grexka(e) e+ v2 e+ v3 e+ v4
1 00000 11001 11110 00111
2 00001 11000 11111 00110
3 00010 11011 11100 00101
4 00100 11101 11010 00011
5 01000 10001 10110 01111
6 10000 01001 01110 10111
7 01100 10101 10010 01011
8 01010 10011 10100 01101

Pomo�u ovih koseta smo pokrili sve mogu�e vrednosti sa 5 binarnih cifara.

Nakon toga za svaku pristiglu req gledamo u kom se kosetu nalazi i na tu dobijenu poruku dodajemo
grexku koja se javǉa u tom redu gde smo naxli primǉenu req. Tako se vrxi dekodiraǌe i ispravǉaǌe
grexaka. N

75. Date su kodne reqi 00010, 11001 i 11111. Odrediti matricu provere linearnog koda sa najve�im
mogu�im brojem bitova provere. Koliki je broj informacionih, a koliko je broj bitova provere tog
koda?

Rexeǌe 75. Date su nam kodne reqi, koje su i linearno nezavisne. Takve kodne reqi mogu da qine
generatornu matricu.

G =

0 0 0 1 0
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1


U generatornoj matrici G tra�imo linearno nezavisne kolone(!). Kolone oznaqimo redom sa c1, c2, c3,
c4, c5. Linearno nezavisne kolone su npr. druga(c2), tre�a(c3) i qetvrta(c4) kolone. Imamo i slede�e
jednakosti

c1 + c2 = 0 (34)

c5 + c2 = 0, (35)

i ovo mo�emo zapisati u obliku matrice provere:

H =

[
1 1 0 0 0
0 1 0 0 1

]
,

odnosno gledamo koja kolona iz generatorne matrice se javǉa u jednaqini i na ǌenom rednom broju
stavǉamo 1 i 0 ukoliko se ne javǉa. Tako u jednaqini (34) se javǉaju prva i druga kolone pa je prvi red
u matrici provere 11000, dok u (35) se javǉaju druga i peta kolona pa je drugi red u matrici provere
01001.

Broj informacionih bitova je k = 3, dok je broj bitova provere n− k = 5− 3 = 2. Kako znamo da je to
najve�i mogu�i broj bitova provere? Prema zadatku vidimo da je du�ina svake kodne reqi 5, a imamo
bar tri kodne reqi, dakle k ≥ 3. Stoga najve�i broj bitova provere je n − k ≤ 2, odnosno 2. A bax to
smo i dobili u rexeǌu. N

76. Date su kodne reqi 0000, 1001, 111 i 0110.

(a) Na�i matricu provere linearnog koda, broj bitova provere i broj informacionih bitova.

(b) Ako se ispravǉaju obrasci grexaka najmaǌe te�ine u kosetu, na�i jedan naqin dekodiraǌa.

Rexeǌe 76. Za samostalnu ve�bu. N

77. Neka je C binarni (5, 3) kod sa generatornom matricom

G =

1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
0 1 0 0 1

 .
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(a) Na�i standardni oblik generatorne matrice.

(a) Na�i matricu provere.

(b) Na�i kodne reqi dualnog koda G>.

Rexeǌe 77. (a) Standardni oblik je

G =

1 0 0 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 0

 ,
tako xto smo prvu kolonu sabrali sa drugom i petom, tre�u kolonu sabrali sa qetvrtom i sve
permutovali na ovaj oblik.

(b) Naxa generatorna matrica je

G =

1 0 0 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 0

 ,
dakle tra�imo linearno nezavisne kolone, to su c1, c2 i c3. Jednaqine su

c2 + c3 + c4 = 0 (36)

c1 + c2 + c5 = 0, (37)

Odakle direktno dobijamo i matricu provere:

H =

[
0 1 1 1 0
1 1 0 0 1

]
.

(v) Dualni kod se dobija kada matricu provere postavimo da bude generatorna matrica. Tj. genera-
torna matrica dualnog koda je

G> =

[
0 1 1 1 0
1 1 0 0 1

]
.

ǋegova matrica provere je

H =

1 1 1 0 0
0 0 1 1 0
1 0 0 0 1

 ,
A sve kodne reqi ovog koda su

redni broj v1 v3 kodna req
1 0 0 000 00
2 0 1 011 10
3 1 0 110 01
4 1 1 101 11

N

78. Matrica provere linearnog koda nad azbukom je

H =


1 2 0 0 0
0 1 2 0 0
0 0 1 2 0
0 0 0 1 2


Na�i kodne reqi i generatornu matricu. Koliko ima informacionih, a koliko bitova provere. Kako
se zove ovakav kod?
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Rexeǌe 78.

H · v =


1 2 0 0 0
0 1 2 0 0
0 0 1 2 0
0 0 0 1 2

 ·

v1
v2
v3
v4
v5

 =


v1 + 2v2
v2 + 2v3
v3 + 2v4
v4 + 2v5

 =


0
0
0
0


Va�e jednakosti

v1 + 2v2 = 0

v2 + 2v3 = 0

v3 + 2v4 = 0

v4 + 2v5 = 0

I vidimo da su ove sve jednakosti zapravo zavisne. Ako je v1 = 1 onda i svi ostali bitovi moraju da
budu 1, ako je v1 = 0 tako�e i svi ostali su 0, a ako je v1 = 2 i svi ostali su dva. Odatle sledi da
imamo samo jedan informacioni bit

k = 1

dok su preostalih n− k = 4 bitovi provere. Kodne reqi su

00000,

11111,

22222.

Ovaj kod je ponavǉaju�i kod gde je broj ponavǉaǌa 5. N
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Hamingova i Gilbert-Varxamova granice

Teorema 3. [Hamingova granica] Neka je C q-arni kod i ispravǉa t grexaka, n je du�ina reqi, a
M broj kodnih reqi. Tada va�i

M

(
1 +

(
n

1

)
(q − 1) +

(
n

2

)
(q − 1)2 + · · ·+

(
n

t

)
(q − 1)t

)
≤ qn, (38)

ili drugaqije

logq
(
M
(
1 +

(
n
1

)
(q − 1) +

(
n
2

)
(q − 1)2 + · · ·+

(
n
t

)
(q − 1)t

))
n

≤
logq q

n

n
= 1. (39)

A sa R oznaqavamo brzinu prenosa definisanu kao

R =
logqM

n
(40)

79. Neka je azbuka binarna (q = 2), a t = 1. Koliki je najve�i mogu�i broj kodnih reqi takvog koda?

Rexeǌe 79. Prema teoremi 3

M(1 + n(2− 1)) ≤ 2n, (41)

odnosno odavde dobijamo broj broj kodnih reqi takvog koda

M =

[
2n

1 + n

]
,

uzimamo ceo deo, jer broj kodnih reqi mora da bude ceo broj.
N

80. Za svaki linearni kod LK(n, k) koji ispravǉa t grexaka nad poǉem Fq va�i

t∑
i=0

(
n

i

)
(n− i)i ≤ qn−k

Rexeǌe 80. Kako je kod linearan sa k informacionih bitova, to je broj kodnih reqiM = qk. Ubacimo
ovo u teoremu 3 i dobijamo direktno tvr�eǌe zadatka. N

Definicija 1. Ka�emo da je kod C savrxen ukoliko va�i jednakost u (38) u teoremi 3.

81. Pokazati da je linearni kod savrxen ako i samo ako ispravǉa sve grexke te�ine t i nixta vixe.

Rexeǌe 81. Za samostalnu ve�bu. N

82. Neka je K binarni ponavǉaju�i kod du�ine n (neparne), tj LK(n, 1), q = 2 i t = n−1
2 . Da li je

takav kod savrxen?

Rexeǌe 82. Prema teoremi 3 va�i

t∑
i=0

(
n

i

)
=

1

2

n∑
i=0

(
n

i

)
= 2n−1

gde jednakost va�i zbog t = n−1
2 i qiǌenici da je

(
n
i

)
=
(
n
n−i
)
. N
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Definicija 2. Linearan kod LK(n, k) je Hamingov ako va�i n = 2r − 1 i k = 2r − r − 1 za neko r ∈ N.

83. Pokazati da je LK(7, 4) Hamingov i savrxen.

Rexeǌe 83. Direktno primenom teoreme 3 dobijamo da je taj kod savrxen:

1∑
i=0

(
7

i

)
(2− 1)i =

(
7

0

)
+

(
7

1

)
= 8 = 27−4 = 23.

A kako je n = 7 = 23 − 1 i k = 4 = 23 − 3− 1 to je kod i Hamingov. N

84. Na�i Hamingove kodove.

Rexeǌe 84. Neki drugi Hamingovi kodovi su

• LK(7, 4)

• LK(15, 11)

• ...

N

Teorema 4. [Gilbert-Varxamova granica] Neka je Aq(n, d) broj kodnih reqi q-arnog koda C du�ine
n i Hamingovim rastojaǌem d, takvo da n ≥ d ≥ 1. Tada va�i

Aq(n, d)

(
1 +

(
n

1

)
(q − 1) +

(
n

2

)
(q − 1)2 + · · ·+

(
n

d− 1

)
(q − 1)d−1

)
≥ qn. (42)

85. Neka je dat kod C za koji va�i nad binarnom azbukom i Hamingovim rastojaǌem 3. Na�i mini-
malan i maksimalan broj reqi ovog koda ako

(a) n = 3

(b) n = 4

(v) n = 5

(g) n = 8

Rexeǌe 85. Kako je Hamingovo rastojaǌe d = 3 to odmah mo�emo dobiti i t, odnosno broj koliko
grexaka ispravǉa.

t =
d− 1

2
= 1.

Odakle va�i da je maksimalan broj kodnih reqi prema teoremi 3

A2(n, 3) = M ≤ 2n

1 + n
(43)

Dok je doǌa granica iz teoreme 4

A2(n, 3) ≥ 2n

1 + n+ n(n−1)
2

(44)

Naravno u sluqaju gorǌe granice uzimamo ceo deo, dok u sluqaju doǌe granice zaokru�ujemo na gorǌi
ceo deo

(a) 2 ≤ A2(3, 3) ≤ 2
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(b) 2 ≤ A2(4, 3) ≤ 3

(v) 2 ≤ A2(5, 3) ≤ 5

(g) 7 ≤ A2(8, 3) ≤ 28

N

86. Dat je binarni kod C. Svaka kodna req je du�ine 4, minimalno Hamingovo rastojaǌe koda je 3.
Na�i takav kod da va�i da je ǌegov broj kodnih reqi 2.

Rexeǌe 86. Kako je Hamingovo rastojaǌe ovog koda 3 to je t = 1 (broj grexaka koje ispravǉa). Iz
prethodnog zadatka vidimo da je broj kodnih reqi takvog koda 2 ili 3.
Dakle, potreban nam je kod gde svaka kodna req ima du�inu 4 a svega ih imamo 2, gde je pritom minimalno
Hamingovo rastojaǌe 3. Takve kodne reqi mogu biti 1110 i 0000. Generatorna matrica takvog koda je

G =

[
1 1 1 0
0 0 0 0

]
.

Odnosno matrica provere

H =

0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0

 .
I zaista dobijamo da su kodne reqi 1110 i 0000. N

87. Dat je trinarni kod C. Svaka kodna req je du�ine n, minimalno Hamingovo rastojaǌe je 3. Na�i
doǌu granicu za broj reqi takvog koda.

Rexeǌe 87. Prema teoremi 4

A3(n, 3) ≥ 3n

1 + 2n+ 2n(n− 1)
(45)

N

88. Na�i generatornu matricu i matricu provere za Hamingov LK(7, 4) kod.

Rexeǌe 88. Za samostalnu ve�bu. N

Teorema 5. Neka je C linearan LK(n, k) kod sa minimanlnim Hamingovim rastojaǌem d. Tada je broj
linearno nezavisnih kolona u matrici provere bax d.

89. Ispitati da li je binarni linearni LK(23, 12) kod savrxen ako mu je minimalno Hamingovo
rastojaǌe 7.

Rexeǌe 89. Za samostalnu ve�bu. N

90. Neka je

G =

[
J + I I −I

0 H −H

]
generatorna matrica koda, gde je I jediniqna matrica 4x4, J matrica koja se sastoji samo od jedinica
dimenzije 4x4, a H je

H =

[
1 1 1 0
1 2 0 1

]
Pokazati da je G generatorna matrica za ternarni LK(12, 6) sa minimalnim Hamingovim rastojaǌem

6. Taj kod je Golajev G12 kod.

Rexeǌe 90. N
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Drugi zadaci

91. U beloj kutiji nalaze se 2 bele, 3 crvene i 3 plave kuglice, u crvenoj 6 belih, 3 crvene i 1
plava, a u plavoj 2 bele i 2 crvene kuglice. Sluqajno se bira kutija, a onda iz ǌe kuglica. Zatim
se ta kuglica stavǉa u kutiju isto obojenu kao ta kuglica. Na�i uzajamnu informaciju boje izvuqene
kuglice i broja kuglica u beloj kutiji na kraju eksperimenta.

92. Date su diskretne sluqajne veliqine X, Y i Z.

(a) Dokazati da za svako k ∈ N va�i

H(Z2k+1)−H(Z|Z2k) = H(Z2).

(b) Dokazati da va�i
1

2
[H(X,Y ) + H(X,Z) + H(Y,Z)] ≥ H(X,Y, Z).

(v) Ako va�i H(X) ≤ H(Y ) ≤ H(Z), na�i doǌu i gorǌu granicu izraza H(X,Y, Z), kao i uslove pod
kojim se te granice dosti�u.

93. Data je izvorna azbuka A koja ima xest slova, a verovatno�e ǌihovih pojavǉivaǌa su: p(a1) =
0.33, p(a2) = 0.25, p(a3) = 0.22, p(a4) = 0.08, p(a5) = 0.07, p(a6) = 0.05. Na�i sredǌe du�ine Hafmanovih i
Xenonovih binarnih i ternarnih kodova azbuke A.

94. Odrediti minimalan prirodan broj n tako da postoji trenutni binarni kod qije su reqi redom
du�ina n, n, n+ 1, n+ 1, n+ 1, n+ 2, n+ 2, n+ 2.

95. Odrediti neodre�enost H(X) sluqajne veliqine X qiji je zakon raspodele

p(x) =
1

C · x log2
2 x

, x = 2, 3, . . . ,

gde je C =
∑∞
x=2

1
x log2

2 x
.

96. Neka kod K ⊂ An, gde je A azbuka od s slova, ispravǉa t grexaka.

a) Formulisati i dokazati Hamingovu granicu za kod K.

b) Odrediti maksimalnu brzinu koda K.

v) Napisati definiciju savrxenog linearnog koda preko Hamingove granice.

g) Koja od slede�ih faktorizacija mo�e biti faktorizacija Hamingove granice linearnog binarnog
savrxenog koda? Ako jeste napisati kog taqno.

1) 1 +
(
23
1

)
+
(
23
2

)
+
(
23
3

)
;

2) 1 +
(
11
1

)
· 2 +

(
11
2

)
· 22;

3) 1 +
(
90
1

)
+
(
90
2

)
.

97. Neka je X0, X1, X2, . . . sluqajno lutaǌe po celobrojnim vrednostima definisano na slede�i naqin.
Polazi se iz taqke X0 = 0, prvi korak ima jednaku verovatno�u u obe strane (X1 = ±1 s jednakim
verovatno�ama), a svaki slede�i ima verovatno�u od 0.9 da bude u smeru prethodnog koraka, a 0.1 da
bude u suprotnom smeru. Izraqunati neodre�enost H(X1, . . . , Xn).

98. Neka je K binarni linearni kod dat svojom generatornom matricom

G =

1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1


a) Na�i matricu provere H koda K.

b) Odrediti ukupan broj kodnih reqi i brzinu koda. Obrazlo�iti odgovor.

v) Na�i ∆(K), minimalno rastojaǌe koda K. Objasniti kako uklaǌaǌe nekih koordinata utiqe na
minimalno rastojaǌe i brzinu koda.
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g) Koliko ima koseta datog koda qija je Hamingova te�ina jednaka 1? Postoji li neki koset qija je
Hamingova te�ina jednaka 2?

d) Konstriuxite tabelu sindroma a zatim pomo�u ǌe dekodirajte primǉene reqi 100010, 010001,
001100. Da li biste dekodiraǌem dobili druge kodne reqi da ste uzeli neke druge predstavnike
koseta?

99. Data je matrica provere linearnog koda K

H =


1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1


a) Odrediti broj kodnih reqi, broj cifara provere i generatornu matricu koda K.

b) Odrediti minimalno rastojaǌe koda K. Koliko prostih grexaka on ispravǉa?

v) Neka je primǉena req 1101001. Na�i ǌen sindrom i dekodirati poruku.

100. Izvor informacije emituje slede�e simbole: 0, 1, −1, 2 i −2. Me�utim, prilikom slaǌa poruke
dodaju se smetǌe, koje uzimaju vrednosti: −1, 0 i 1, sa jednakim verovatno�ama.

a) Odrediti kapacitet takvog kanala.

b) Pokazati da va�i
I(X;Y |Z) =

∑
z

I(X;Y |Z = z)P{Z = z}.

v) Pretpostavimo da je poznato Z = |E|, gde je E smetǌa iz postavke zadatka. Odrediti kapacitet
kanala u ovom sluqaju.

101. Neka je azbuka du�ine n i p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pn. Dokazati da ako je p1 ≥ 4
10 , tada je najkra�a req u

binarnom Hafmanovom kodu du�ine 1.

102. Ako je matrica prelaska blok-dijagonalna oblika

Q1 0
0 Q2

tada va�i da je ukupan kapacitet kanala log2(2C1 +2C2), gde su C1 i C2 kapaciteti Q1 i Q2, respektivno.
Dokazati.
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