10.

11.

. . 2 2
. Heka je a > 0. 3padynaru nmoBpuimHy CKyrna y paBHH KOjU OrpaHUYaBa KPUBa T3 + Y3 = a3.

3aganu 3a gomahn

1. KpuBOoJIMHMjCKN U MOBPIIMHCKN MHTerpaau. Tpu BakHe TeopeMme.

2
3

. OapeuTu NOBPIIMHY CKYIIa Y PABHU OI'PAHUYEHOr KPUBOM T = sintcost, y = sint, t € R.

. Heka je I = /f(m + ) ((1 4 322 + y*)dz + (1 + 2 + 3y?)dy), rae je ¢ xpusa y ry—pasuu u f(t)

C
mudepennujabuina dbyuknuja taksa 1a je f(1) = 4. Oxpenuru f(t) Tako ga [ He 3aBucH 0O myTa U
3a TakBO [ ofpeauTn morennujan u(z,y). V3padyHaTn MHTErpas ako je ¢ KpuBa Koja CIaja MmovYeTHY
trauky A(—1,—1) u kpajmwy Tauxky B(1,1).

. Uzpauynaru [ = /F -dr, ako je F(z,y) = (y, —2x), a KpuBa ¢ je HETATUBHO OPHjeHTHCAHA U JOOH]eHA

C
Ha caeqehm wmaumn: ¢ = c; U ¢y, e je ¢; geo xpyxuune k; : x? + y> = 27 Koju ce HaTa3W BaH
KPyTa OTPaHMYeHOT KPYXKHUIOM ko : 22 + y? = 2y, a ¢y 1e0 Kpy:KHHUIE ko KOjU ce HaTa3W BaH KPyra
OTpaHHYeHOr ca k.

. Uzpaaynatn /F -dr, ako je F(z,y,2) = (z,y,2% + y?), a ¢ rpanuna napabononga z = 1 — 22 — y? y

C
IIPBOM OKTAHTY, OPMjEHTHCAHA MO3UTUBHO ako ce rieaa u3 tauxe (1000, 1000, 0).

. JIokazaTl 712 3a CBaKy 3aTBOPEHY KPHBY € Y HpOCTOpPY W 3a Timatke ¢yukmmje f,g : R* — R Baxmu

/(ng+gi)-dr:0.

c

. Heka je F(z,y, z) = (2x,2y, 2z). N3pauynaru /F -dr, rze je ¢ Heka KpuBa Ha cdepn 2+ 4%+ 2% = 1.

C

. Heka je T temo y R? ca rmatkom rpamumom S u u rrarka dyskmmja ma 7. Ozmaunmo ca Dy, u3Bo1 y

upaBly jejuHudHe HopMaJse n Ha S. Jlokazaru:

a) //anudS:///(uAu+||Vu||2)dxdydz.
6) / / DpudS = / / / A dzdydz.

B) AKO je u XapMOHHjCKa ¥ TaKBa Ja je Ha S WIEHTHYKH jeJHAKA HYJIM, TOKA3aTH Ja je u = const.

. Uspaaynaru //F -dS, axo je F(z,y,2) = (°z, % + tgz, %2 + y?), a S ropma cTpaHa IIOBPLIX

S
24y +22=1,220.

Ako je S jenuamuna chepa u F 3ag0BospaBa yeaose CTOKCOBe TeopemMe, IOKa3aTH 14 je / VxF-dS =

s
0.

dS, ako je S jeo jejgHorpanor xuuepooJiouia % +9% — 2% = 1 usmeby

1
Uszpauynaru / /
g V3y2+ 522 +1

paBHI/Iz:OI/Iz:2\/§.



12.

Hexa cy Py,..., P, n rauaka y R® y kojuma ce Hajiaze HaeJeKTpucama qi, - - ,q, (€ R). ITorennujan
y taukn P(z,y,2) € R® xoju HacTaje yc/aes oBor cucTeMa HaeleKTpucama je GpyHKIHja

o(p) =3 "

. —_—
e ¢y Iy,...,r, BeKTOPH I0I0XkKaja Tadaka F; y oxuocy Ha taduky P (r; = PP;), ar; = |rj||. Ako
n
je E = —V¢ enexTpuuno nospe, S I1aTKa 3aTBOpeHa HOBPII Koja obyxBaTa cBe Tauke P n () = E q;

j=1
TOTaJIHO HaeJieTpucame, JOKa3aTu FayCOB 3aKOH:

//SE~dS:47TQ.

2. HIudepennujaane popme. Nurerpamumja. de PamoBa koxomoJsoruja.

10.

11.

12.

. Hoxazaru ga je d(dn) = 0 3a ceaxy 1—dopmy 1 kiaace C? na V C R3,
. Heka je w = 2%ydx + y?2dy + 2%2dz n n = do + dy + 2xyzdz. Uspauynarn w An u n Aw. Uctnrarn ga

JIL CY W U 1) TA4HEe U 3aTBOPEHe.

. AKo Bake O3HAKe ca Jaca, JOKazaTh Ja je g Ay = Beyn 1 ag A By = W)
. Oapeauru npumurusny (opmy dhopme o = yda + (z cos (yz) + x)dy + (y cos (yz))dz.

. Axo cy a u [ 3arBOpene dopme, J0Ka3aTh Ja je nu o A 5 3arBopeHa. AKo je o 3aTBOpeHa, a [ TavHa,

JOKa3aTH 12 je o A [ TadHa.

. 3a koje speanoctu a,b,c € R je dopma (ay? + 2czz)dz + y(bx + cz)dy + (ay? + cx?)dz Tauna?
. Ilposepuru ga je da = 0, a sarum nahu f € Q°(R3) = C*(R3) ako je

(a) o = [ye™ — zsin(xz)] dx + [ze™ + 22| dy + [~z sin(zz) + 2yz + 327] dz;
(6) a = 2zyP2tdr + [3x%y?2* — ze¥ sin(zeY)] dy + [42%y32® — eV sin(ze?) + €] dz.

. Heka cy U C R™, V C R" orBopenu ckynosu u ¢ : U — V riarko npeciukabamwe u f : )V — R

nysia—dopma, Tj. riarka dynkiuja. lokazaru j1a Baxku

" (df) = d(¥" ).

. Hexa cy U C R?, V C R? oropennu cxynosu u ¢ : U — V riarko npeciukasame. Heka je a € Q%()),

B € QYV). JlokazaTu 1a BazKu
e (anB) = (a) A" (B).

Heka ¢ : R® = R® 5 (u,v,w), ¢ : (2,9,2) = (vy,22,y2). Hahu ¢*(du), ¢*(dv), ¢*(dw), ¢*(uvw),
©*(du A dv), ¢*(du A dv A dw).

Hexa ¢ : R® — R3 nedunucano ca:
©:(r,¢,0)— (rsinpsind,rcospsinf, rcosd) = (x,y, z).
Hahwu dx, dy, dz, dx A dy, dz N dz, dy N dz, de A dy A dz.
Hexka ¢ : R? — R* nedunucano ca:
o (2,y,2) = (2%, 2%y, 2y%, ¥°) = (w1, ug, us, uy).

Hahu ¢* (ug + 3ug + 3us + ua), ¢*(dur), ¢*(dug), ¢*(dus), ¢*(dug), ¢*(dus A dusg).



13.

14.

15.

16.

17.

Heka je 7 : [-1,1]*> — R3 nato ca r(z,y) = (z,y,ry) u mexa je S = r([—1,1]?). Ako je w = 3zdy A
dz + (22 + y*)dz A dx + zzdx A dy, uzpaaynatn [ w.
s

Hexka je S cdepa y R? nara ca 22 + y? + 2° = 42. Uspaaynaru unrerpas /w, ako je w = zdx Ady u

S

aKo je w = dy A dz.

x
z2+y24(2—2)2

Nzpauynarn /a ako je a = rzdx A dw, a T? = S x S' 2—ropyc y R%.
’I[‘Q
Heka je X = RQ\{(%, b1), (az,b)}.

(a) Uspauynatu HY (X).

~(y=b;)de+ (z—a;)dy
(=0, P+ y=5,)”

(B) Hdokasatu na 3a 8 € Z;(X) nocroje ¢y, ¢ Taksu ja je [8] = ci[an] + caaw], na uspauynarn HJ,.(X).

(6) Heka je o = Jj =1,2. lokazaru ga cy dbopme j 3aTBOpEHe, aju J1a HUCY TadHe.

. . : *
Nspauynaru e PamoBy Koxomosorujy (mpousBoJbHe aumensuje) mpocropa X, kopucrehn na je HJ,
XOMOTOIICKA MHBapHjaHTa, aKo je:

(a) X = (0,1) x (0,1) C R
(6) X = R3\p, rje je p npousso/bHa mpasa.
() X =S?\{p,q,r} rae cy p,q,r Tpu paznuuure Tauke Ha cdepu.

3. Muorocrpykoctu. OpujeHTabUIIHOCT.

1.

2.

3.

Heka je nar ckyn M, = {(x,y, 2) € R3|2? +9? — 22 = a}.

(a) Hokasaru ja je M, nBoauMen3noHa HA MHOTOCTPYKOCT 3a a # 0. Crunmparu M,.

(6) Hokazaru ga My HEje MHOrOCTPYKOCT. YIIyTCTBO: HPETIOCTABHTH Ja nocroju judeomopduszam
g:U — VN M,y, e je U orsopen y R? a V N My okomuna tauke (0,0,0). Heka je u taksa ga
je g(u) = (0,0,0). UsBectu KOHTPaJAMKIM]y HA OCHOBY GPOja KOMIIOHEHTH MOBE3aHOCTU CKYTIOBA

V A Mo\(0,0,0) 1 U\{ul.

(B) Hokazaru ja ako ¢y a u b ucror 3uaka, onjga Baxku jga cy M, u M, nudeomopdhu.

Heka je M = RP? npojektusra paBaH, Tj. mpocTop Koju ce mobuja ma caegehn maumm: M = R3/ ~,
IIpH 9eMy je ~ peJalfja jgaTa ca:

(xlaanIfi) ~ (91792793) And (El)\ 7é 0) T, = /\y’w 1= 17273'

(a) Heka je U; = {(z1, 72, 73) € R3|z; # 0}/ ~, i =1,2,3 u Heka cy naTa npecinKkapama @1 : Uy — R?,

P11, 02, 3) = (22, 22), g : Uy — R?, pa(w1, @9, 23) = (2, 22) u 3 : Uz — R?, p3(w1, 19, 73) =
(i—;, i—;) [Tokazaru 1a cy ¢; 100po aedunmcana mpeciukaBama u jga je Uy UUs U U = M.

(6) Hokazaru ja je @;, i = 1,2,3 ynarame.
(B) Oapeauru p; o <pj’1 c;(U; NU;j) = ¢;(U; N U;) n nokasatu fa je knace C*°.
(r) TlokazaTu ma JakoOujaH MATPHIE HPEJACKA Pp0 @] & MeIba 3HAK Ha JOMeHy, Ia KopucTehn 3amarax

ca BexkOM, u3BecTH 3aK/bydak jga M Huje opujeHTAOUIHA.

Ba dyukmujy f : R™\ {0} — R kaxkemo jga je XOMOreHa CTEImeHa XOMOTEHOCTH P ako Baxku f(Ax) =
NP f(x) 3a cBako x € R", A > 0.

(a) Mdoxasarn ja cy dymxuuje f(z,y) = 574, g(x,y) = /2% + % 1 h(z,y,2) = (2225 + 3a2%y?) V2

XOoMoOrede 1 oApeJuTn mbUXOB CTelleH XOMOI'€HOCTHU.

(6) Axko je f nedbununcana u'y 0 u HenpekuHA CBY/Ia, J0Ka3aTn 1a je p > 0. Ako je jour p = 0 jmokasaru
na je [ KOHCTaHTHA.



(B) Ako je f xomorena (pyHKIMja cTelleHA XOMOT€HOCTH P U IJIATKA, JOKA3ATH [ je

[VoyrerBo: mudepennuparu mo t uzpas f(tx) = t* f(x).]

(r) Ako je f xomorena dyHnkuja crenena xomorenocru p # 0 m riarka, gokasatu ga je 0 jeamna
Moryha cuHTYIapHA BPEIHOCT.

(1) Ako je ¢ # 0 u f kao y UPeTX0/HO] TauKu, jJoKazaTu ja je [ '(c) wiu npasaH CKyll WJH MHO-
rocrpykoct. Koje numensuje?

4. Heka F : R? — R*,
F:(x,y) = (2% 2%y, 2% ).
(a) Hokazaru ja je F 1-1.
(6) Hokaszaru ma je dF(x) 1-1 3a x # 0.
(8) Jokazaru ga je F : (R*\ {0,0}) — R* ynarame u jga je M := F(R?\ {0,0}) muorocrpykocr
JUIMeH3uje 2.
(r) Hahwu jexny Ga3y raurentue pasuu Tg(1,1)M.

5. Heka je M,(R) npocrop kBaaparaux marpuia, S,(R) npocrop cumerpuanux marpuia u O(n) npoctop
OPTOrOHAJIHUX MaTpuna. /leduHummMo npecinkapame

F:M,(R) = S,(R), F(A):=AA*-.

n(n+1)

(a) Toxasaru xa je M, 2R, S, ~R" 2 .
(6) Hoxazaru dF(A)(§) = EA+ + ¢LHA.
[Viyrerso: Wckopucrurn dF(A)(€) = 4 t OF(fy(t)), 3a y(t) € M,(R), v(0) = A, ¥(0) = &/]

(6) Hokasaru aa je, 3a A € On(R), dF(A) cypjexrusuo. [Yuyrcrso: uposepuru na je & = $1BA
pememe jenmaunne AL + (LA = (O

(r) Jdokaszaru na je ckyn oproronasaunx marpuna O(n) riarka MHOrOCTPYKOCT M OJPEIUTH jOj JUMEH-
3mjy.

(n) Hoxazaru na je TgO(n) = AS,(R), rae je AS,(R) upocrop aHTHCHMETPUYHUX MATPUIIA.

6. (a) Heka je vy,...,Vv, 6a3a Bekropckor npocropa V u o : {1,...,n} — {1,...,n} nepmyranuja ckyna
{1,...,n}. Joxazaru na je [vi,...,V,] =sgn(0)[Vea), -, Vow)], L€ je [Vi,...,V,] opujenTanuja
upocropa V.

(6) Hokazaru [—vy, V] = —[vy, Vo).
(B) Hokazaru [3vy,2vs| = vy, Vo).

7. Heka je M riarka MHOTOCTPYKOCT KoOja je mokpusena ca jase kapre (U, @) u (V 1), M = U UV. Axko
je U NV nowesan, nokazatu na je M opujentadmnna. O6jacHuTu Kako je moryhe na je Mebujycosa
Tpaka IOKPUBEHA Ca JiBe Kapre (CKUIUPATH WU UX eKCILITMIUTHO OJPEUTH), & HUje OpUjeHTabu/HA.



