
Zadaci za doma�i

1. Krivolinijski i povrxinski integrali. Tri va�ne teoreme.

1. Neka je a > 0. Izraqunati povrxinu skupa u ravni koji ograniqava kriva x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

2. Odrediti povrxinu skupa u ravni ograniqenog krivom x = sin t cos t, y = sin t, t ∈ R.

3. Neka je I =

∫
c

f(x + y)((1 + 3x2 + y2)dx + (1 + x2 + 3y2)dy), gde je c kriva u xy−ravni i f(t)

diferencijabilna funkcija takva da je f(1) = 4. Odrediti f(t) tako da I ne zavisi od puta i
za takvo f odrediti potencijal u(x, y). Izraqunati integral ako je c kriva koja spaja poqetnu
taqku A(−1,−1) i kraj�u taqku B(1, 1).

4. Izraqunati I =

∫
c

F ·dr, ako je F(x, y) = (y,−2x), a kriva c je negativno orijentisana i dobijena

na slede�i naqin: c = c1 ∪ c2, gde je c1 deo kru�nice k1 : x2 + y2 = 2x koji se nalazi van
kruga ograniqenog kru�nicom k2 : x2 + y2 = 2y, a c2 deo kru�nice k2 koji se nalazi van kruga
ograniqenog sa k1.

5. Izraqunati

∫
c

F · dr, ako je F(x, y, z) = (x, y, x2 + y2), a c granica paraboloida z = 1 − x2 − y2 u

prvom oktantu, orijentisana pozitivno ako se gleda iz taqke (1000, 1000, 0).

6. Dokazati da za svaku zatvorenu krivu c u prostoru i za glatke funkcije f, g : R3 → R va�i∫
c

(f∇g + g∇f) · dr = 0.

7. Neka je F(x, y, z) = (2x, 2y, 2z). Izraqunati

∫
c

F ·dr, gde je c neka kriva na sferi x2+ y2+ z2 = 1.

8. Neka je T telo u R3 sa glatkom granicom S i u glatka funkcija na T . Oznaqimo sa Dn izvod u
pravcu jediniqne normale n na S. Dokazati:

a)

∫∫
S

uDnudS =

∫∫∫
T

(u△u+ ||∇u||2)dxdydz.

b)

∫∫
S

DnudS =

∫∫∫
T

△u dxdydz.

v) Ako je u harmonijska i takva da je na S identiqki jednaka nuli, dokazati da je u ≡ const.

9. Izraqunati

∫∫
S

F · dS, ako je F(x, y, z) = (z2x, y
3

3
+ tgz, x2z + y2), a S gor�a strana povrxi

x2 + y2 + z2 = 1, z > 0.

10. Ako je S jediniqna sfera i F zadovo	ava uslove Stoksove teoreme, pokazati da je

∫∫
S

∇×F·dS =

0.

11. Izraqunati

∫∫
S

1√
3y2 + 5z2 + 1

dS, ako je S deo jednogranog hiperboloida x2

4
+y2− z2 = 1 izme�u

ravni z = 0 i z = 2
√
2.



12. Neka su P1, . . . , Pn n taqaka u R3 u kojima se nalaze naelektrisa�a q1, . . . , qn (∈ R). Potencijal
u taqki P (x, y, z) ∈ R3 koji nastaje usled ovog sistema naelektrisa�a je funkcija

ϕ(P ) =
n∑

j=1

qj
rj

gde su r1, . . . , rn vektori polo�aja taqaka Pj u odnosu na taqku P
(
rj =

−−→
PPj

)
, a rj = ∥rj∥. Ako

je E = −∇ϕ elektriqno po	e, S glatka zatvorena povrx koja obuhvata sve taqke Pj i Q =
n∑

j=1

qj

totalno naeletrisa�e, dokazati Gausov zakon:∫∫
S
E · dS = 4πQ.

2. Diferencijalne forme. Integracija. De Ramova kohomologija.

1. Dokazati da je d(dη) = 0 za svaku 1−formu η klase C2 na V ⊂ R3.

2. Neka je ω = x2ydx+ y2zdy+ z2xdz i η = dx+dy+ xyzdz. Izraqunati ω ∧ η i η ∧ ω. Ispitati da
li su ω i η taqne i zatvorene.

3. Ako va�e oznake sa qasa, dokazati da je αξ ∧ αη = βξ×η i αξ ∧ βη = ω⟨ξ,η⟩.

4. Odrediti primitivnu formu forme α = ydx+ (z cos (yz) + x)dy + (y cos (yz))dz.

5. Ako su α i β zatvorene forme, dokazati da je i α ∧ β zatvorena. Ako je α zatvorena, a β taqna,
dokazati da je α ∧ β taqna.

6. Za koje vrednosti a, b, c ∈ R je forma (ay2 + 2cxz)dx+ y(bx+ cz)dy + (ay2 + cx2)dz taqna?

7. Proveriti da je dα = 0, a zatim na�i f ∈ Ω0(R3) = C∞(R3) ako je

(a) α = [yexy − z sin(xz)] dx+ [xexy + z2] dy + [−x sin(xz) + 2yz + 3z2] dz;

(b) α = 2xy3z4dx+ [3x2y2z4 − zey sin(zey)] dy + [4x2y3z3 − ey sin(zey) + ez] dz.

8. Neka su U ⊂ Rm, V ⊂ Rn otvoreni skupovi i φ : U → V glatko preslikava�e i f : V → R
nula{forma, tj. glatka funkcija. Dokazati da va�i

φ∗(df) = d(φ∗f).

9. Neka su U ⊂ R3, V ⊂ R2 otvoreni skupovi i φ : U → V glatko preslikava�e. Neka je α ∈ Ω2(V),
β ∈ Ω1(V). Dokazati da va�i

φ∗(α ∧ β) = φ∗(α) ∧ φ∗(β).

10. Neka φ : R3 → R3 ∋ (u, v, w), φ : (x, y, z) 7→ (xy, xz, yz). Na�i φ∗(du), φ∗(dv), φ∗(dw), φ∗(uvw),
φ∗(du ∧ dv), φ∗(du ∧ dv ∧ dw).

11. Neka φ : R3 → R3 definisano sa:

φ : (r, φ, θ) 7→ (r sinφ sin θ, r cosφ sin θ, r cos θ) = (x, y, z).

Na�i dx, dy, dz, dx ∧ dy, dz ∧ dx, dy ∧ dz, dx ∧ dy ∧ dz.

12. Neka φ : R2 → R4 definisano sa:

φ : (x, y, z) 7→ (x3, x2y, xy2, y3) = (u1, u2, u3, u4).

Na�i φ∗(u1 + 3u2 + 3u3 + u4), φ
∗(du1), φ

∗(du2), φ
∗(du3), φ

∗(du4), φ
∗(du2 ∧ du3).



13. Neka je r : [−1, 1]2 → R3 dato sa r(x, y) = (x, y, xy) i neka je S = r([−1, 1]2). Ako je ω = 3zdy ∧
dz + (x2 + y2)dz ∧ dx+ xzdx ∧ dy, izraqunati

∫
S

ω.

14. Neka je S sfera u R3 data sa x2 + y2 + z2 = 4z. Izraqunati integral

∫
S

ω, ako je ω = zdx ∧ dy i

ako je ω = x
x2+y2+(z−2)2

dy ∧ dz.

15. Izraqunati

∫
T2

α ako je α = xzdx ∧ dω, a T2 = S1 × S1 2−torus u R4.

16. Neka je X = R2\{(a1, b1), (a2, b2)}.

(a) Izraqunati H0
dr(X).

(b) Neka je αj =
−(y−bj)dx+(x−aj)dy

(x−aj)2+(y−bj)2
, j = 1, 2. Dokazati da su forme αj zatvorene, ali da nisu taqne.

(v) Dokazati da za β ∈ Z1(X) postoje c1, c2 takvi da je [β] = c1[α1]+ c2[α2], pa izraqunati H
1
dr(X).

17. Izraqunati De Ramovu kohomologiju (proizvo	ne dimenzije) prostora X, koriste�i da je H⋆
dr

homotopska invarijanta, ako je:

(a) X = (0, 1)× (0, 1) ⊂ R2.

(b) X = R3\p, gde je p proizvo	na prava.
(v) X = S2\{p, q, r} gde su p, q, r tri razliqite taqke na sferi.

3. Mnogostrukosti. Orijentabilnost.

1. Neka je dat skup Ma = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 − z2 = a}.

(a) Dokazati da je Ma dvodimenzionalna mnogostrukost za a ̸= 0. Skicirati Ma.

(b) Dokazati da M0 nije mnogostrukost. Uputstvo: pretpostaviti da postoji difeomorfizam
g : U → V ∩M0, gde je U otvoren u R2, a V ∩M0 okolina taqke (0, 0, 0). Neka je u takva da
je g(u) = (0, 0, 0). Izvesti kontradikciju na osnovu broja komponenti povezanosti skupova
V ∩M0\(0, 0, 0) i U\{u}.

(v) Dokazati da ako su a i b istog znaka, onda va�i da su Ma i Mb difeomorfni.

2. Neka je M = RP2 projektivna ravan, tj. prostor koji se dobija na slede�i naqin: M = R3/ ∼,
pri qemu je ∼ relacija data sa:

(x1, x2, x3) ∼ (y1, y2, y3) ⇔ (∃λ ̸= 0) xi = λyi, i = 1, 2, 3.

(a) Neka je Ui = {(x1, x2, x3) ∈ R3|xi ̸= 0}/ ∼, i = 1, 2, 3 i neka su data preslikava�a φ1 : U1 → R2,
φ1(x1, x2, x3) = (x2

x1
, x3

x1
), φ2 : U2 → R2, φ2(x1, x2, x3) = (x1

x2
, x3

x2
) i φ3 : U3 → R2, φ3(x1, x2, x3) =

(x1

x3
, x2

x3
). Pokazati da su φi dobro definisana preslikava�a i da je U1 ∪ U2 ∪ U3 =M .

(b) Dokazati da je φi, i = 1, 2, 3 ulaga�e.

(v) Odrediti φi ◦ φ−1
j : φj(Ui ∩ Uj) → φi(Ui ∩ Uj) i pokazati da je klase C∞.

(g) Pokazati da Jakobijan matrice prelaska φ2 ◦φ−1
1 me�a znak na domenu, pa koriste�i zadatak

sa ve�bi, izvesti zak	uqak da M nije orijentabilna.

3. Za funkciju f : Rn \ {0} → R ka�emo da je homogena stepena homogenosti p ako va�i f(λx) =
λpf(x) za svako x ∈ Rn, λ > 0.

(a) Dokazati da su funkcije f(x, y) = x2−xy
x2+y2

, g(x, y) =
√
x3 + y3 i h(x, y, z) = (x2z6 + 3x4z2y2)−

√
2

homogene i odrediti �ihov stepen homogenosti.

(b) Ako je f definisana i u 0 i neprekidna svuda, dokazati da je p ≥ 0. Ako je jox p = 0 dokazati
da je f konstantna.



(v) Ako je f homogena funkcija stepena homogenosti p i glatka, dokazati da je

n∑
j=1

xj
∂f

∂xj
= pf.

[Uputstvo: diferencirati po t izraz f(tx) = tpf(x).]

(g) Ako je f homogena funkcija stepena homogenosti p ̸= 0 i glatka, dokazati da je 0 jedina
mogu�a singularna vrednost.

(d) Ako je c ̸= 0 i f kao u prethodnoj taqki, dokazati da je f−1(c) ili prazan skup ili mno-
gostrukost. Koje dimenzije?

4. Neka F : R2 → R4,
F : (x, y) 7→ (x3, x2y, xy2, y3).

(a) Dokazati da je F 1-1.

(b) Dokazati da je dF(x) 1-1 za x ̸= 0.

(v) Dokazati da je F : (R2 \ {0, 0}) → R4 ulaga�e i da je M := F(R2 \ {0, 0}) mnogostrukost
dimenzije 2.

(g) Na�i jednu bazu tangentne ravni TF(1,1)M.

5. Neka jeMn(R) prostor kvadratnih matrica, Sn(R) prostor simetriqnih matrica i O(n) prostor
ortogonalnih matrica. Definiximo preslikava�e

F :Mn(R) → Sn(R), F (A) := AA⊥.

(a) Dokazati da je Mn
∼= Rn2

, Sn
∼= R

n(n+1)
2 .

(b) Dokazati dF (A)(ξ) = ξA⊥ + ξ⊥A.

[Uputstvo: Iskoristiti dF (A)(ξ) = d
dt

∣∣∣
t=0
F (γ(t)), za γ(t) ∈Mn(R), γ(0) = A, γ̇(0) = ξ.]

(b) Dokazati da je, za A ∈ On(R), dF (A) surjektivno. [Uputstvo: proveriti da je ξ = 1
2
BA

rexe�e jednaqine ξA⊥ + ξ⊥A = C.]

(g) Dokazati da je skup ortogonalnih matrica O(n) glatka mnogostrukost i odrediti joj dimen-
ziju.

(d) Dokazati da je TEO(n) = ASn(R), gde je ASn(R) prostor antisimetriqnih matrica.

6. (a) Neka je v1, . . . ,vn baza vektorskog prostora V i σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} permutacija skupa
{1, . . . , n}. Dokazati da je [v1, . . . ,vn] = sgn(σ)[vσ(1), . . . ,vσ(n)], gde je [v1, . . . ,vn] orijentacija
prostora V .

(b) Dokazati [−v1,v2] = −[v1,v2].

(v) Dokazati [3v1, 2v2] = [v1,v2].

7. Neka je M glatka mnogostrukost koja je pokrivena sa dve karte (U,φ) i (V, ψ), M = U ∪ V . Ako
je U ∩ V povezan, dokazati da je M orijentabilna. Objasniti kako je mogu�e da je Mebijusova
traka pokrivena sa dve karte (skicirati ili ih eksplicitno odrediti), a nije orijentabilna.


