
СТОХАСТИЧКИ МОДЕЛИ У ОПЕРАЦИОНИМ ИСТРАЖИВАЊИМА 2014. 

 

 M|M|1 Queue – једноканални систем опслуживања 

 

 
 

 Може се моделирати процесом рађања и умирања, са инфинитезималним генератором 𝑄: 

𝑄 =

(

 
 

−𝜆 𝜆
𝜇 −(𝜆 + 𝜇) 𝜆

𝜇 −(𝜆 + 𝜇) 𝜆

𝜇 −(𝜆 + 𝜇) 𝜆

⋱ ⋱ ⋱)

 
 

 

 Стационарна (равнотежна, стабилна) расподела 𝝅 = (𝜋𝑛)𝑛∈ℕ0 дата је са: 

𝜋𝑛 = (
𝜆

𝜇
)
𝑛

𝜋0 

Уведе се ознака: 𝜌 ≔
𝜆

𝜇
 – вредност 𝜌 представља искоришћеност сервера. Захтева се: 𝜌 < 1. Из 

једначине нормирања добија се: 

𝜋0 = 1 − 𝜌, 𝜋𝑛 = 𝜌
𝑛(1 − 𝜌). 

 Просечан број клијената у систему 𝐿 

Нека је 𝑁 случајна величина која представља број клијената у систему у равнотежном стању, 

гледано на дуже стазе. Уведе се ознака: 𝐿 ≔ 𝐸𝑁. Тада је: 

𝐿 = ∑𝑛𝜋𝑛

+∞

𝑛=0

=
𝜌

1 − 𝜌
=

𝜆

𝜇 − 𝜆
. 

 Просечан број клијената у реду за чекање 𝐿𝑞 

𝐿𝑞 = ∑(𝑛 − 1)𝜋𝑛

+∞

𝑛=1

= 𝐿 − (1 − 𝜋0) = 𝐿 − 𝜌. 

 Просечна дужина временског периода боравка у систему 𝑊 

На основу Little-овог закона: 

𝑊 =
𝐿

𝜆
=

1

𝜇 − 𝜆
. 

 Просечна дужина временског периода чекања у реду 𝑊𝑞 

На основу Little-овог закона: 

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞
𝜆
= 𝑊 −

1

𝜇
. 

 Расподела дужине временског периода боравка у систему 𝑉 

Уведе се ознака: 𝐵𝑘 ≔дужина трајања опслуживања 𝑘-тог клијента, 𝑘 ∈ ℕ. Расподела дужине 

временског периода боравка у систему у равнотежном стању дата је са: 

 𝑃{𝑉 > 𝑡} = ∑𝑃 {∑𝐵𝑘

𝑛+1

𝑘=1

> 𝑡} 𝜋𝑛

+∞

𝑛=0

= ∑𝑒−𝜇𝑡∑
(𝜇𝑡)𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

+∞

𝑛=0

𝜌𝑛(1 − 𝜌) 

             = ∑𝑒−𝜇𝑡
(𝜇𝑡)𝑘

𝑘!
∑ 𝜌𝑛(1 − 𝜌)

+∞

𝑛=𝑘

+∞

𝑘=0

=∑𝑒−𝜇𝑡
(𝜇𝑡𝜌)𝑘

𝑘!

+∞

𝑘=0

= 𝑒−𝜇𝑡 ∙ 𝑒𝜇𝑡𝜌 = 𝑒−𝜇𝑡(1−𝜌), 𝑡 ≥ 0. 

 Расподела дужине временског периода чекања у реду 𝑉𝑞 

𝑃{𝑉𝑞 > 𝑡} = 𝜌𝑒
−𝜇𝑡(1−𝜌), 𝑡 ≥ 0. 

  



M|M|c Queue – вишеканални систем опслуживања 

 

 
 Може се моделирати процесом рађања и умирања, са инфинитезималним генератором 𝑄: 

𝑄 =

(

 
 
 

−𝜆 𝜆
𝜇 −(𝜆 + 𝜇) 𝜆

2𝜇 −(𝜆 + 2𝜇) 𝜆

⋱ ⋱ ⋱
𝑐𝜇 −(𝜆 + 𝑐𝜇) 𝜆

⋱ ⋱ ⋱)

 
 
 

 

 Стационарна (равнотежна, стабилна) расподела 𝝅 = (𝜋𝑛)𝑛∈ℕ0 дата је са: 

𝜋𝑛 =

{
 
 

 
 (

𝜆

𝜇
)
𝑛

∙
1

𝑛!
∙ 𝜋0 , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑐

(
𝜆

𝜇
)
𝑛

∙
1

𝑐!
∙
1

𝑐𝑛−𝑐
∙ 𝜋0 ,         𝑛 ≥ 𝑐

 

Уведе се ознака: 𝜌 ≔
𝜆

𝑐𝜇
 – вредност 𝜌 представља искоришћеност система. Захтева се: 𝜌 < 1. 

Из једначине нормирања добија се: 

𝜋0 = (∑
(𝑐𝜌)𝑛

𝑛!

𝑐−1

𝑛=0

+
(𝑐𝜌)𝑐

𝑐!
∙
1

1 − 𝜌
)

−1

 

Мере перформансе: 

 Просечан број клијената у реду за чекање 𝐿𝑞 

𝐿𝑞 =∑(𝑛 − 𝑐)𝜋𝑛

+∞

𝑛=𝑐

=
(𝜌𝑐)𝑐+1

𝑐 ∙ 𝑐! ∙ (1 − 𝜌)2
∙ 𝜋0. 

 Остале мере перформансе најлакше је одредити коришћењем Little-овог закона. 

 Просечна дужина временског периода чекања у реду 𝑊𝑞 

𝑊𝑞 =
𝐿𝑞
𝜆
. 

 Просечна дужина временског периода боравка у систему 𝑊 

𝑊 = 𝑊𝑞 +
1

𝜇
. 

 Просечан број клијената у систему 𝐿 

𝐿 = 𝜆𝑊. 


