
Glava 1

Aritmetiqki i

geometrijski nizovi

1.1 Teorijski uvod

Aritmetiqki niz je niz realnih brojeva kod kojeg se svaki slede�i qlan
niza dobija iz prethodnog dodava�em jednog istog broja d. Broj d se naziva
razlikom tog niza. Kod svakog niza n−ti qlan �emo oznaqiti sa an, n ∈ N.
Primer jednog aritmetiqkog niza je niz 2, 5, 8, 11, 14, 17, . . . Kod ovog niza
razlika je d = 3 i prvi qlan a1 = 2.
Dakle, aritmetiqki niz zadovo	ava relaciju

an+1 = an + d, n = 1, 2, 3 . . . (∀n ∈ N).

U aritmetiqkom nizu (an) sa prvim qlanom a1 i razlikom d va�i

an = a1 + (n− 1)d, (1.1)

za svaki prirodan broj n.
Va�i i slede�a jednakost

an =
an−k + an+k

2
, k < n (k, n ∈ N).

Specijalno za k = 1, an = an−1+an+1
2 (n > 1).

Zbir prvih n qlanova aritmetiqkog niza sa prvim qlanom a1 i razlikom
d iznosi

Sn =
n

2
[2a1 + (n− 1)d] =

n

2
(a1 + an). (1.2)

Geometrijski niz je niz kod kojeg se svaki qlan niza, poqevxi od drugog,
dobija iz prethodnog mno�e�em jednim istim brojem q (q 6= 0). Broj q je
koliqnik tog geometrijskog niza.
Primer jednog geometrijskog niza je niz 3, 12, 48, 192, 768, . . . Kod ovog niza

1



2 GLAVA 1. ARITMETIQKI I GEOMETRIJSKI NIZOVI

koliqnik je q = 4 i prvi qlan b1 = 3.
Dakle, geometrijski niz zadovo	ava relaciju

bn+1 = bn · q, n = 1, 2, 3 . . .

U geometrijskom nizu (bn) sa prvim qlanom b1 i koliqnikom q va�i

bn = b1 · qn−1, (1.3)

za svaki prirodan broj n.
Va�i i slede�a jednakost

b2
n = bn−k · bn+k, k < n.

Specijalno za k = 1, b2
n = bn−1 · bn+1 (n > 1).

Zbir prvih n qlanova geometrijskog niza sa prvim qlanom b1 i koliqnikom
q (q 6= 1) iznosi

Sn = b1
1− qn

1− q
, (1.4)

a ako je q = 1, onda je Sn = nb1.
Ako koliqnik geometrijskog niza zadovo	ava |q| < 1, onda se zbir svih
qlanova tog niza mo�e izraqunati pomo�u formule

S =
b1

1− q
. (1.5)

1.2 Rexeni zadaci

1.2.1. Da li je broj 347 qlan aritmetiqkog niza 1, 5, 9, 13, . . .?

Rexe�e. Dat je aritmetiqki niz kod koga je prvi qlan jednak a1 = 1 i
razlika d = 4. Na osnovu jednakosti (1.1), opxti qlan je oblika an =
a1 + (n − 1)d = 1 + 4(n − 1) = 4n − 3, odnosno to su svi brojevi koji pri
de	e�u sa 4 daju ostatak 1. Broj 347 pri de	e�u sa 4 daje ostatak 3, pa
nije qlan aritmetiqkog niza. 4

1.2.2. Mogu li
√

5 i 5 biti qlanovi aritmetiqkog niza qiji je prvi
qlan jednak 2?

Rexe�e. Neka je
√

5 = 2+(n−1)d i 5 = 2+(m−1)d. Tada je

√
5− 2

5− 2
=

n− 1
m− 1

,

a odavde
√

5 = 3 · n− 1
m− 1

, xto je nemogu�e, jer je
√

5 iracionalan broj. 4

1.2.3. Izme�u −2 i 46 umetnuti 15 brojeva, tako da svi zajedno formi-
raju aritmetiqki niz. Koliki je zbir ovih 17 brojeva?
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Rexe�e. Kada bi te brojeve umetnuli, onda bi 46 bio sedamnaesti broj, a
−2 prvi broj. Iz a1 = −2 i a1 + 16d = 46 sledi da je d = 3. Zbir je, prema

formuli (1.2), jednak S17 =
17
2

(2a1 + 16d) = 17 · 22 = 374. 4

1.2.4. Na�i prvi qlan i razliku aritmetiqkog niza (an) u kome je

a2 + a5 − a3 = 10 i a2 + a9 = 17.

Rexe�e. Iz jednakosti 10 = a2+a5−a3 = a1+d+a1+4d−(a1+2d) = a1+3d
i 17 = a1 + d + a1 + 8d = 2a1 + 9d dobijamo sistem

a1 + 3d = 10,

2a1 + 9d = 17,

qije je rexe�e a1 = 13 i d = −1. 4

1.2.5. Ako je kod aritmetiqkog niza an = m, am = n, m > n, na�i am−n.

Rexe�e. Rexava�em sistema n = a1 + (m − 1)d, m = a1 + (n − 1)d po a1 i
d dolazimo do d = m−n

n−m = −1 i a1 = m + n − 1. Tada je am−n = a1 + (m −
n− 1)d = m + n− 1− (m− n− 1) = 2n. 4

1.2.6. Odrediti prvi qlan i razliku aritmetiqkog niza (an), ako je
zbir prva tri qlana jednak −3, a zbir prvih pet qlanova sa parnim indek-
sima je 15.

Rexe�e. Zbir prva tri qlana niza je S3 =
3
2
(2a1 + 2d) = 3a1 + 3d = −3, a

zbir prvih pet qlanova sa parnim indeksima je a2 + a4 + a6 + a8 + a10 =
a1 + d + a1 + 3d + a1 + 5d + a1 + 7d + a1 + 9d = 5a1 + 25d = 15. Iz sistema

3a1 + 3d = −3,

5a1 + 25d = 15,

sledi da je a1 = −2 i d = 1. 4

1.2.7. Na�i zbir prvih 19 qlanova aritmetiqkog niza (an), ako je poz-
nato da je a4 + a8 + a12 + a16 = 224.

Rexe�e. Nakon slede�ih ekvivalencija a4 + a8 + a12 + a16 = 224 ⇔ a1 +
3d + a1 + 7d + a1 + 11d + a1 + 15d = 224 ⇔ 4a1 + 36d = 224 ⇔ a1 + 9d = 56

nalazimo jednu vezu izme�u a1 i d, pa je S19 =
19
2

[2a1 +18d] = 19(a1 +9d) =
19 · 56 = 1064. 4

1.2.8. Zbir tri uzastopna qlana aritmetiqkog niza je 2, a zbir �ihovih

kvadrata
14
9
. Na�i te brojeve.
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Rexe�e. Rexava�em sistema dobijamo slede�e ekvivalencije(
a1 + a2 + a3 = 2
a2
1 + a2

2 + a2
3 = 14

9

)
⇔

(
3a1 + 3d = 2

a2
1 + a2

1 + 2a1d + d2 + a2
1 + 4a1d + 4d2 = 14

9

)
⇔

(
3a1 + 3d = 2

3a2
1 + 6a1d + 5d2 = 14

9

)
.

Ako izrazimo a1 iz prve jednaqine i zamenimo u drugu jednaqinu dobijamo
slede�e ekvivalencije

3
(

2− 3d

3

)2

+ 6 · 2− 3d

3
d + 5d2 =

14
9

⇔

⇔ 4− 12d + 9d2

3
+ 4d− 6d2 + 5d2 =

14
9

⇔
⇔ 3(4− 12d + 9d2) + 36d− 9d2 = 14 ⇔

⇔ d =
1
3
∨ d = −1

3
.

Za tra�eni aritmetiqki niz dobijamo da je a1 = 1
3 , d = 1

3 ili je a1 = 1, d =
− 1

3 . Prva tri qlana niza su 1
3 , 2

3 , 1 ili 1, 2
3 , 1

3 . 4

1.2.9. Tri broja su uzastopni qlanovi rastu�eg aritmetiqkog niza.
Zbir tih brojeva je 3, a zbir �ihovih kubova je 4. Odrediti te brojeve.

Rexe�e. Iz uslova zadatka imamo slede�i sistem

a1 + a2 + a3 = 3,

a3
1 + a3

2 + a3
3 = 4,

koji je ekvivalentan sa slede�im sistemima

3a1 + 3d = 3,

a3
1 + a3

1 + 3a2
1d + 3a1d

2 + d3 + a3
1 + 6a2

1d + 12a1d
2 + 8d3 = 4

i

a1 + d = 1,

3a3
1 + 9a2

1d + 15a1d
2 + 9d3 = 4.

Ako izrazimo a1 iz prve jednaqine i zamenimo u drugu jednaqinu dobijamo
3(1− d)3 + 9(1− d)2d + 15(1− d)d2 + 9d3 = 4 ⇔

3− 9d + 9d2 − 3d3 + 9d− 18d2 + 9d3 + 15d2 − 15d3 + 9d3 = 4 ⇔

⇔ 6d2 = 1 ⇔ d1,2 = ±
√

6
6

.

S obzirom da je niz rastu�i prva tri qlana tog niza su 1−
√

6
6 , 1 i 1 +

√
6

6 .

4

1.2.10. U aritmetiqkom nizu je a4 = 5. Za koju vrednost razlike d tog
niza zbir kvadrata prva tri qlana �e biti najma�i?
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Rexe�e. Iz uslova imamo da je 5 = a4 = a1 + 3d, odnosno a1 = 5− 3d. Zbir
kvadrata prva tri qlana je a2

1 + (a1 + d)2 + (a1 + 2d)2 = 3a2
1 + 6a1d + 5d2.

Ako u posled�i izraz zamenimo a1 dobijamo
3a2

1 + 6a1d + 5d2 = 3(5− 3d)2 + 6(5− 3d)d + 5d2 =
= 75− 90d + 27d2 + 30d− 18d2 + 5d2 = 14d2 − 60d + 75.

Zbir kvadrata �e biti najma�i ako je d = −−60
28

=
15
7
. 4

1.2.11. Za koje vrednosti x brojevi log 2, log(2x − 1) i log(2x + 3) pred-
stav	aju u datom poretku tri uzastopna qlana aritmetiqkog niza?

Rexe�e. Na osnovu osobine aritmetiqkog niza ak = ak−1+ak+1
2 imamo

2 log(2x−1) = log 2+log(2x+3). Odavde je log(2x−1)2 = log 2(2x+3), odnosno
(2x− 1)2 = 2(2x + 3). Ako stavimo 2x = t dobijamo jednaqinu t2− 4t− 5 = 0,
qija su rexe�a t1 = 5 i t2 = −1. Kako je 2x > 0, mogu�e je samo t = 5, tj.
2x = 5. Dakle x = log2 5. 4

1.2.12. Ako su brojevi a1, a2, ..., an uzastopni qlanovi nekog aritmetiqkog
niza, pri qemu me�u �ima nema qlanova jednakih nuli, dokazati da je

1
a1a2

+
1

a2a3
+ . . . +

1
an−1an

=
n− 1
a1an

.

Rexe�e. Na osnovu jednakosti
1

akak+1
=

1
ak(ak + d)

=
1
d

(
(ak + d)− ak

ak(ak + d)

)
=

1
d

(
1
ak
− 1

ak+1

)
imamo

1
a1a2

+
1

a2a3
+ . . . +

1
an−1an

=
1
d

(
1
a1
− 1

a2
+

1
a2
− 1

a3
+ . . . +

1
an−1

− 1
an

)
=

=
1
d

(
1
a1
− 1

an

)
=

1
d
· an − a1

a1an
=

1
d
· (n− 1)d

a1an
=

n− 1
a1an

. 4

1.2.13. Dokazati da su brojevi
1

b + c
,

1
c + a

,
1

a + b
(a + b 6= 0, a + c 6=

0, b+c 6= 0) uzastopni qlanovi aritmetiqkog niza ako i samo ako su brojevi
a2, b2, c2 uzastopni qlanovi aritmetiqkog niza.

Rexe�e. Brojevi
1

b + c
,

1
c + a

i
1

a + b
su uzastopni qlanovi nekog arit-

metiqkog niza akko va�i
1

c + a
=

1
2

(
1

b + c
+

1
a + b

)
. Iz ekvivalencija

1
c + a

=
1
2

(
1

b + c
+

1
a + b

)
⇔ 2

c + a
=

a + 2b + c

(b + c)(a + b)
⇔

⇔ 2(b + c)(a + b) = (a + 2b + c)(c + a) ⇔
⇔ 2ab + 2b2 + 2ac + 2bc = ac + a2 + 2bc + 2ab + c2 + ac ⇔

⇔ 2b2 − a2 − c2 = 0 ⇔ b2 =
1
2
(a2 + c2),

sledi da su brojevi
1

b + c
,

1
c + a

i
1

a + b
uzastopni qlanovi aritmetiqkog

niza ako i samo ako su brojevi a2, b2 i c2 uzastopni qlanovi aritmetiqkog
niza. 4
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1.2.14. Neka je (an) aritmetiqki niz i Sk zbir prvih k �egovih qlanova.

Ako za neke m,n ∈ N (m 6= n) va�i
Sm

Sn
=

m2

n2
, dokazati da je

am

an
=

2m− 1
2n− 1

.

Rexe�e. Sre�iva�em datog izraza imamo
Sm

Sn
=

m2

n2
⇔

m
2 [2a1 + d(m− 1)]
n
2 [2a1 + d(n− 1)]

=
m2

n2
⇔ m[2a1 + d(m− 1)]

n[2a1 + d(n− 1)]
=

m2

n2
⇔

⇔ 2a1 + d(m− 1)
2a1 + d(n− 1)

=
m

n
⇔ n[2a1 + d(m− 1)] = m[2a1 + d(n− 1)] ⇔

⇔ 2a1n + dn(m− 1)− 2a1m− dm(n− 1) = 0 ⇔
⇔ 2a1(n−m)− d(n−m) = 0 ⇔

⇔ (2a1 − d)(n−m) = 0 ⇔ a1 =
d

2
.

Dobili smo da je a1 =
d

2
, pa je

am

an
=

a1 + (m− 1)d
a1 + (n− 1)d

=
d
2 + (m− 1)d
d
2 + (n− 1)d

=
d + 2(m− 1)d
d + 2(n− 1)d

=
2m− 1
2n− 1

.

4

1.2.15. Izraqunati zbir svih neparnih trocifrenih brojeva.

Rexe�e. Potrebno je izraqunati zbir S = 101 + 103 + . . . + 999. Broj

sabiraka ovog zbira je jednak
999− 101

2
+ 1 = 450, pa tra�eni zbir je zbir

prvih 450 qlanova aritmetiqkog niza sa prvim qlanom a1 = 101 i razlikom
d = 2. Na osnovu formule (1.2) imamo

S450 =
450
2

(2 · 101 + 449 · 2) = 247500.

4

1.2.16. Neki qlanovi aritmetiqkih progresija 17, 21, 25, . . . i 16, 21, 26, . . .
su jednaki. Na�i zbir svih 100 jednakih qlanova ovih progresija.

Rexe�e. Kod prvog aritmetiqkog niz je a1 = 17 i d1 = 4, a kod drugog
b1 = 16 i d2 = 5. Opxti qlan prvog niza je an = 17 + 4(n − 1), a drugog
niza je bm = 16 + 5(m − 1). Zajedniqki qlanovi zadovo	avaju jednakost
17+4(n− 1) = 16+5(m− 1), a odatle je 5m = 4n+2. Potrebno je da 5 deli
4n+2. To va�i za n = 2, 7, 12, 17, . . ., drugim reqima zajedniqki qlanovi su
slede�i qlanovi prvog niza a2 = 21, a7 = 41, a12 = 61, . . . Oni obrazuju niz
sa prvim qlanom 21 i razlikom 20, pa je zbir prvih 100 qlanova, primenom
formule (1.2), jednak

S100 =
100
2

(2 · 21 + 99 · 20) = 50 · 2022 = 101100.

4

1.2.17. Zbir prvih n qlanova jednog aritmetiqkog niza je Sn = 76, a
razlika niza je d = 2. Na�i n, ako znamo da je n > 1 i prvi qlan je ceo
broj.
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Rexe�e. Primenom formule za zbir prvih n qlanova aritmetiqkog niza

imamo Sn = 76 =
n

2
[2a1 +2(n−1)] = na1 +n(n−1). Iz prethodnog izrazimo

a1 i dobijamo a1 =
76− n(n− 1)

n
=

76
n
− (n − 1). Da bi a1 bio ceo broj

potrebno je da n deli 76. Pozitivni brojevi koji dele broj 76, a ve�i od 1,
su 2, 4, 19, 38 i 76. Rexe�e je n ∈ {2, 4, 19, 38, 76}. 4

1.2.18. Dokazati da za proizvod prvih n qlanova pozitivnog geometri-
jskog niza va�i b1b2 · · · bn =

√
(b1bn)n.

Rexe�e. Dokaz sledi na osnovu slede�ih ekvivalencija
b1b2 · · · bn =

√
(b1bn)n ⇔ b1 · b1q · b1q

2 · · · b1q
n−1 =

√
(b1b1qn−1)n ⇔

⇔ bn
1 · q1+2+...+(n−1) =

√
(b1b1qn−1)n ⇔ bn

1 q
n(n−1)

2 =
√

b2n
1 qn(n−1) ⇔

⇔ bn
1 q

n(n−1)
2 = bn

1 q
n(n−1)

2 . 4

1.2.19. Koliqnik geometrijskog niza je q =
1 +

√
5

2
. Dokazati da je

u ovom nizu svaki qlan poqevxi od drugog, jednak razlici dvaju �emu
susednih qlanova.

Rexe�e. Potrebno je dokazati da va�i bn = bn+1− bn−1 za svaki prirodan
broj n > 1. Naime, va�i bn = bn+1 − bn−1 ⇔ b1q

n−1 = b1q
n − b1q

n−2 ⇔

q = q2 − 1 ⇔ q2 − q − 1 = 0 ⇔ q1,2 =
1±

√
5

2
. Odavde vidimo, da ako je

q =
1 +

√
5

2
, onda va�i bn = bn+1 − bn−1 za n > 1. 4

1.2.20. Ako je koliqnik geometrijskog niza (bn) jednak 5, dokazati da
za �egove qlanove va�i relacija bn+2 = 4bn+1 + 5bn, n ∈ N.

Rexe�e. Opxti qlan geometrijskog niza je bn = b1q
n−1. Lako je uoqiti da

je zadovo	eno bn+2 = 4bn+1 + 5bn ⇔ b1q
n+1 = 4b1q

n + 5b1q
n−1 ⇔ q2 =

4q + 5 ⇔ q2 − 4q − 5 = 0 ⇔ q1 = 5 ∨ q2 = −1. Time smo dokazali da, ako
je q = 5, va�i bn+2 = 4bn+1 + 5bn, n ∈ N. 4

1.2.21. Zbir prvog i tre�eg qlana rastu�eg geometrijskog niza je 20, a
zbir prva tri qlana je 26. Na�i taj niz.

Rexe�e. Prvi zbir je a1 + a3 = a1 + a1q
2 = a1(1 + q2) = 20, a drugi

a1 + a2 + a3 = a1 + a1q + a1q
2 = a1(1 + q + q2) = 26. Imamo sistem

a1(1 + q2) = 20,

a1(1 + q + q2) = 26.

Iz druge jednaqine dobijamo a1 =
26

1 + q + q2
i zamenom u prvu jednaqinu

imamo
26

1 + q + q2
(1 + q2) = 20, a odavde 26 + 26q2 = 20 + 20q + 20q2. Dobili
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smo jednaqinu 3q2−10q+3 = 0 iz koje sledi q1 = 3 i q2 = 1
3 . Niz je rastu�i,

pa je q = 3 i a1 = 2. 4

1.2.22. Razlika prvog i petog qlana geometrijskog niza, qiji su svi
qlanovi pozitivni, iznosi 15, a zbir prvog i tre�eg qlana tog niza je 20.
Na�i zbir prvih pet qlanova tog niza.

Rexe�e. Iz uslova zadatka imamo

15 = a1 − a5 = a1 − a1q
4 = a1(1− q4),

20 = a1 + a3 = a1 + a1q
2 = a1(1 + q2).

Dobili smo sistem

a1(1− q4) = 15,

a1(1 + q2) = 20.

Ako podelimo prvu jednaqinu sa drugom i dobijamo
1− q4

1 + q2
=

15
20
, a odavde

20(1− q4) = 15(1 + q2) ⇔ 4q4 + 3q2 − 1 = 0 ⇔ q =
1
2
∨ q = −1

2
.

Niz je rastu�i, pa je q = 1
2 . Prvi qlan je a1 =

20
1 + q2

=
20
5
4

= 16, a zbir

S5 = a1
1− q5

1− q
= 16 ·

1− 1
32

1
2

= 32 · 31
32

= 31. 4

1.2.23. Qetvrti qlan geometrijskog niza je za 24 ve�i od drugog qlana,
a zbir drugog i tre�eg qlana je 6. Na�i taj niz.

Rexe�e. Iz prvog uslova sledi 24 = a4 − a2 = a1q
3 − a1q = a1(q3 − q), a iz

drugog 6 = a2 + a3 = a1q + a1q
2 = a1(q + q2). Dobili smo sistem

a1(q3 − q) = 24,

a1(q + q2) = 6.

(KAKO SE PIXE NE PRIPADA) Ako q ∈ {−1.0}, onda iz druge jedna-

qine imamo a1 =
6

q + q2
. Zamenom u prvu jednaqinu dobijamo

6
q + q2

(q3 −

q) = 24, odnosno q(q2 − 4q − 5) = 0. Rexe�a ove jednaqine su q1 = 0, q2 = 5
i q3 = −1. S obzirom da q1 = 0 i q3 = −1 ne zadovo	avaju jednakost

a1(q + q2) = 6, onda je q2 = 5 koliqnik naxeg niza i a1 =
1
5
. 4

1.2.24. Posmatrajmo prvih n qlanova rastu�eg geometrijskog niza. Ako
je zbir prvog i posled�eg qlana 66, proizvod drugog i pretposled�eg je 128,
a zbir svih qlanova je 126, odrediti broj n.
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Rexe�e. Iz jednakosti a1 + an = 66, a2an−1 = 128, Sn = 126 sledi

a1 + a1q
n−1 = 66, a1q · a1q

n−2 = 128, a1
1− qn

1− q
= 126 (q 6= 1),

odnosno

a1(1 + qn−1) = 66,

a2
1q

n−1 = 128,

a1
1− qn

1− q
= 126.

Kako je a1 6= 0, onda iz druge jednaqine imamo qn−1 = 128
a2
1
, pa zamenom u prvu

jednaqinu dobijamo a1(1+ 128
a2
1

) = 66 ⇔ a1
a2
1+128

a2
1

= 66 ⇔ a2
1−66a1 +128 =

0 ⇔ a1 = 2 ∨ a1 = 64.
Ako je a1 = 2 tada je qn−1 = 128

a2
1

= 32 i 2 · 1−qn

1−q = 126. Posled�a jednaqina

se mo�e zapisati kao 2 · 1−qn−1q
1−q = 126, odakle je (zamenom qn−1 = 32)

1− 32q = 63(1− q) ⇔ q = 2. Prema tome, n = 6.
Ako je a1 = 64 tada je qn−1 = 128

a2
1

= 1
32 i 2 · 1−qn

1−q = 126. Posled�a jednaqina

se mo�e zapisati kao 64 · 1−qn−1q
1−q = 126, odakle je (zamenom qn−1 = 1

32 )

32− q = 63(1− q) ⇔ q = 2. I u ovom sluqaju je n = 6. 4

1.2.25. Izraqunati zbir Sn = 1 + 2x + 3x2 + . . . + (n + 1)xn.

Rexe�e. Posmatrajmo jednaqine

Sn = 1 + 2x + 3x2 + . . . + (n + 1)xn,

xSn = x + 2x2 + 3x3 + . . . + (n + 1)xn+1.

Ako od prve oduzmemo drugu jednaqinu dobijamo

(1− x)Sn = 1 + x + x2 + . . . + xn − (n + 1)xn+1.

Saberimo desni izraz prime�uju�i formulu (1.4)

1 + x + x2 + . . . + xn − (n + 1)xn+1 =
{

1−xn+1

1−x − (n + 1)xn+1, x 6= 1;
0, x = 1.

Prema tome, razmatramo sluqajeve x 6= 1 i x = 1.

Ako je x 6= 1, onda je (1− x)Sn =
1− xn+1

1− x
− (n + 1)xn+1, a odatle

Sn =
1−xn+1

1−x − (n + 1)xn+1

1− x
=

1
1− x

[
1− xn+1

1− x
− (n + 1)xn+1

]
.

Ako je x = 1, onda je

Sn = 1+2x+3x2+. . .+(n+1)xn = 1+2+. . .+(n+1) =
(n + 1)(n + 2)

2
.

4
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1.2.26. Izraqunati Sn =
1
2

+
3
22

+ . . . +
2n− 1

2n
.

Rexe�e. Posmatrajmo jednaqine

Sn =
1
2

+
3
22

+ . . . +
2n− 1

2n

1
2
Sn =

1
22

+
3
23

+ . . . +
2n− 1
2n+1

.

Ako od prve jednaqine oduzmemo drugu imamo

1
2
Sn =

1
2

+
1
2

+
1
22

+ . . . +
1

2n−1
− 2n− 1

2n+1
.

Sre�iva�em izraza dobijamo

Sn = 2
(

1
2

+
1
2

+
1
22

+ . . . +
1

2n−1
− 2n− 1

2n+1

)
= 1 + 1 +

1
2

+
1
22

+ . . . +
1

2n−2
−

2n− 1
2n

= 1 +
1− 1

2n−1

1− 1
2

− 2n− 1
2n

= 1 + 2− 1
2n−2

− 2n− 1
2n

= 3− 4 + 2n− 1
2n

=

3− 3 + 2n

2n
. 4

1.2.27. Dokazati da izraz
Sn+2 − Sn

Sn − Sn−2
, gde je Sn zbir prvih n qlanova

geometrijskog niza, zavisi samo od odgovaraju�eg koliqnika q.

Rexe�e. Ako je q 6= 1, onda je, primenom formule (1.4),

Sn+2 − Sn

Sn − Sn−2
=

a1
1−qn+2

1−q − a1
1−qn

1−q

a1
1−qn

1−q − a1
1−qn−2

1−q

=
1− qn+2 − (1− qn)
1− qn − (1− qn−2)

=
−qn+2 + qn

−qn + qn−2
= q2,

a ako je q = 1, onda je
Sn+2 − Sn

Sn − Sn−2
=

n + 2− n

n− (n− 2)
= 1.

Dobili smo da je izraz jednak q2 za svako q 6= 0. 4

1.2.28. Zbir prvih n qlanova nekog geometrijskog niza je S, a zbir �i-
hovih reciproqnih vrednosti je t. Izraqunati proizvod P tih n qlanova.

Rexe�e. Neka je q 6= 1. Tada je S = a1
1− qn

1− q
i

t =
1
a1

+
1
a2

+ . . . +
1
an

=
1
a1

+
1

a1q
+ . . . +

1
a1qn−1

=

=
1
a1

(
1
1

+
1
q

+ . . . +
1

qn−1

)
=

1
a1

1− 1
qn

1− 1
q

=
1
a1

qn − 1
qn−1(q − 1)

.

Odavde je
S

t
= a2

1q
n−1, pa je tra�eni proizvod

P = a1a2 · · · an = an
1 q1+2+...+n−1 = an

1 q
n(n−1)

2 = (a2
1q

n−1)
n
2 =

(
S

t

)n
2

.
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Ako je q = 1, onda je S = a1n i t =
n

a1
, a odatle

S

t
= a2

1. Proizvod u ovom

sluqaju je P = a1 · a1 · · · a1 = an
1 = (a2

1)
n
2 = (

S

t
)

n
2 . 4

1.2.29. Neka je k > 1 i n paran prirodan broj. Na�i skup rexe�a
nejednaqine (po x)

log2 x−2k log22 x+3k2 log23 x−· · ·+n(−k)n−1 log2n x >
1− (−k)n

1 + k
log2(x

2−2).

Rexe�e. Skup dopustivih rexe�a nejednaqine je
D : x > 0 ∧ x2 − 2 > 0 ⇔ x ∈ (

√
2,+∞).

Izraz na levoj strani nejednakosti je
log2 x− 2k log22 x + 3k2 log23 x− . . . + n(−k)n−1 log2n x =

= log2 x− k log2 x + k2 log2 x− . . . + (−k)n−1 log2 x.

Posled�a suma je suma prvih n qlanova geometrijskog niza kod koga je prvi

qlan jednak log2 x, a koliqnik q = −k, pa je jednaka
1− (−k)n

1 + k
log2 x.

Ako dobijenu vrednost zamenimo u nejednakost dobijamo
log2 x < log2(x

2 − 2) ⇔ x < x2 − 2, x ∈ D ⇔ x2 − 2− x > 0 ⇔
⇔ x ∈ (−∞,−1) ∪ (2,+∞), x ∈ D.
Rexe�e nejednaqine je x ∈ (2,+∞). 4

1.2.30. Izraqunati zbir 1− 2
3

+
4
9
− . . . + (−1)n

(
2
3

)n

+ . . .

Rexe�e. Primenom formule (1.5) imamo

S = 1− 2
3

+
4
9
− . . . + (−1)n

(
2
3

)n

+ ... =
1

1−
(
− 2

3

) =
3
5
.

4

1.2.31. Odrediti koliqnik opadaju�eg geometrijskog niza qiji je prvi

qlan 3, a zbir svih qlanova
7
2
.

Rexe�e. Prvi qlan je b1 = 3, a zbir svih qlanova S =
b1

1− q
=

7
2
. Odavde

sledi da je 1− q =
2
7
· 3 =

6
7
, odnosno q =

1
7
. 4

1.2.32. Izraqunati zbir 0, 1 + 0, 01 + 0, 001 + . . . .

Rexe�e. Primenom formule (1.5) imamo

S =
1
10

+
1

102
+

1
103

+ . . . =
1
10
· 1
1− 1

10

=
1
9
.

4

1.2.33. Izraqunati zbir log 5 + log
√

5 + log 4
√

5 + log 8
√

5 + . . . .
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Rexe�e. Primenom formule (1.5) imamo

S = log 5+log
√

5+log 4
√

5+log 8
√

5+. . . = log 5+
1
2

log 5+
1
4

log 5+
1
8

log 5+. . . =

= log 5
(
1+

1
2

+
1
22

+
1
23

+ . . .
)

=
1

1− 1
2

log 5 = 2 log 5. 4

1.2.34. Izraqunati zbir Sn = 9 + 99 + 999 + . . . + 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n

.

Rexe�e. Ako iskoristimo qi�enicu da je 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
k

= 10k − 1, k = 1, 2, . . . , n,

dobijamo Sn = 9+99+999+ . . .+99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n

= 10−1+(102−1)+(103−1)+ . . .+

(10n−1) = 10+102+103+. . .+10n−n = 10· 1− 10n

1− 10
−n =

10
9

(10n−1)−n. 4

1.2.35. Dokazati da je:

3− 3
2

+
3
4
− 3

8
+ ... = 1 +

1
2

+
1
4

+
1
8

+ . . . .

Rexe�e. Izraz na levoj strani je beskonaqni zbir qlanova geometrijskog
reda, pa je jednak

S1 = 3− 3
2

+
3
4
− 3

8
+ . . . = 3

(
1− 1

2
+

1
4
− 1

8
+ . . .

)
= 3 · 1

1 + 1
2

=

= 3 · 1
1 + 1

2

= 2,

a izraz na desnoj S2 = 1 +
1
2

+
1
4

+
1
8

+ . . . =
1

1− 1
2

= 2. 4

1.2.36. Za koju vrednost a ∈ R je zbir geometrijskog reda

2a + a
√

2 + a + . . .

jednak 8?

Rexe�e. Ovo je beskonaqni zbir, kod koga je prvi sabirak a1 = 2a i koliq-
nik q = 1√

2
∈ (−1, 1), pa je na osnovu formule (1.5) jednak

S = 2a + a
√

2 + a + . . . = 2a
1

1− 1√
2

=
2a
√

2√
2− 1

.

Izjednaqimo zbir sa 8 i nalazimo a = 2(2−
√

2). 4

1.2.37. Izraqunati zbir 2 + 5 + 11 + . . . + (3 · 2n−1 − 1).

Rexe�e. Tra�eni zbir je jednak
2 + 5 + 11 + ... + (3 · 2n−1 − 1) =

= (3 · 21−1 − 1) + (3 · 22−1 − 1)) + . . . + (3 · 2n−1 − 1) =
= 3(21−1 +22−1 +23−1 + . . .+2n−1)−1−1−1− . . .−1 =
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= 3(1+21+22+. . .+2n−1)−1−1−. . .−1 = 3· 1− 2n

1− 2
−n =

= 3(2n − 1)− n. 4

1.2.38. Na�i skup rexe�a nejednaqine x + x2 + x3 + . . . < 1.

Rexe�e. Da bi suma bila konaqna potrebno je da va�i |x| < 1.
Tada je x+x2 +x3 + . . . =

x

1− x
< 1. Posled�a nejednaqina je ekvivalentna

nejednaqini x < 1− x, pa je rexe�e −1 < x < 1
2 . 4

1.2.39. Na�i opadaju�i geometrijski niz qiji je svaki qlan 10 puta
ve�i od zbira svih slede�ih iza �ega.

Rexe�e. Iz uslova an = 10(S−Sn) sledi a1q
n−1 = 10

(
a1

1
1− q

− a1
1− qn

1− q

)
,

a odatle qn−1(1 − q) = 10(1 − 1 + qn). Sre�iva�em posled�e jednaqine do-

bijamo qn−1 − qn = 10qn i na kraju q =
1
11

. Prvi qlan je proizvo	an. 4

1.2.40. Odrediti graniqnu vrednost izraza:

D =

√
3

√
5
√

3
√

5 · · ·.

Rexe�e. Korix�e�em formule za beskonaqni zbir (1.5) imamo

D =

√
3

√
5
√

3
√

5 · · · = 3
1
2 5

1
4 3

1
8 5

1
16 · · · = 3

1
2+ 1

8+ 1
32+... · 5 1

4+ 1
16+ 1

64+... =

= 3
1
2

1
1− 1

4 · 5
1
4

1
1− 1

4 = 3
2
3 · 5 1

3 = 3
√

9 · 5 = 3
√

45. 4

1.2.41. Nad visinom jednakostraniqnog trougla ABC stranice a, kon-
struisan je novi jednakostraniqan trougao (qija je stranica visina pr-
vobitnog trougla), pa je nad visinom novog trougla konstruisan slede�i
jednakostraniqan trougao, itd, videti sliku ... . Izraqunati zbir obima
i zbir povrxina svih ovako konstruisanih jednakostraniqnih trouglova
(�ih beskonaqno mnogo).

Rexe�e. Stranice ovih trouglova qine geometrijski niz. Dati trougao
ABC ima stranicu b1 = a. Slede�i trougao AB1C1 ima stranicu b2 =
AC1 = a

√
3

2 , iza �ega je trougao AB2C2 sa stranicom b3 = b2

√
3

2 = 3a
4 , itd.

Zbir obima svih trouglova, koriste�i formulu (1.5), jednak je

O = O1+O2+O3+. . . = 3a

(
1 +

√
3

2
+

3
4

+ . . .

)
=

3a

1−
√

3
2

=
6a

2−
√

3
= 6a(2+

√
3).
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Zbir povrxina svih trouglova, koriste�i formulu (1.5), je

P = P1 + P2 + P3 + ... = a2

√
3

4
+

(
a
√

3
2

)2 √
3

4
+
(

3a

4

)2 √3
4

+ . . . =

= a2√3
4

(
1 + 3

4 + 9
16 + . . .

)
= a2

√
3

4
1

1− 3
4

= a2
√

3.

4

1.2.42. U krug polupreqnika r je upisan kvadrat, a onda u taj kvadrat je
upisan krug. Zatim je ponovo u dobijeni krug upisan kvadrat, pa u kvadrat
krug, i tako do beskonaqnosti. Izraqunati granicu kojoj te�e obimi svih
kvadrata i povrxine svih krugova.

Rexe�e. Prvi kvadrat je stranice r
√

2, zatim, upisan krug polupreqnika
r
√

2
2 , pa kvadrat stranice r

√
2

2

√
2, krug polupreqnika 1

2
r
√

2
2

√
2 i tako da	e.

Zbir obima svih kvadrata je

O = 4r
√

2 + 4
r
√

2
2

√
2 + 4

r
√

2
2

√
2

1√
2

+ . . . ,

xto je beskonaqni zbir sa prvim qlanom 4r
√

2 i koliqnikom 1√
2
, pa je

O = 4r
√

2
1

1− 1√
2

= 4r
√

2
√

2√
2− 1

= 4r
2√

2− 1
.

Zbir povrxina svih krugova je

P = r2π + (
r
√

2
2

)2π + . . . = r2π +
1
2
r2π + . . . ,

xto je beskonaqni zbir sa prvim qlanom r2π i koliqnikom 1
2 , pa je

P = r2π
1

1− 1
2

= r2π
1

1− 1
2

= 2r2π.

4

1.2.43. Izraqunati zbir
5
2

+ 5 +
19
2

+ 18 + . . . +
n + 2n+1

2
.

Rexe�e. Tra�eni zbir je jednak
5
2

+ 5 +
19
2

+ 18 + . . . +
n + 2n+1

2
=

=
1 + 21+1

2
+

2 + 22+1

2
+ . . . +

n + 2n+1

2
=

=
1
2
(1+2+ . . .+n)+

1
2
(21+1 +22+1 + . . .+2n+1) =

=
1
2

n(n + 1)
2

+ (21 + 22 + 23 + . . . + 2n) =
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=
n(n + 1)

4
+2 · 1− 2n

1− 2
=

n(n + 1)
4

+2(2n−1). 4

1.2.44. Ako je (bn) geometrijski niz i bn > 0 za svako n ∈ N, kakav niz
qine logaritmi qlanova datog niza? Na�i zbir prvih n qlanova dobijenog
niza.

Rexe�e. Definiximo niz an = log bn. Ako je q koliqnik niza bn, onda je

an+1 − an = log bn+1 − log bn = log b1q
n − log b1q

n−1 = log
b1q

n

b1qn−1
= log q, za

svako n ∈ N. Dokazali smo da je niz (an) aritmetiqki sa razlikom d = log q.

Tra�eni zbir je Sn =
n

2
[2a1 + d(n− 1)] =

n

2
[2 log b1 + (n− 1) log q]. 4

1.2.45. Ako su brojevi a, b i c istovremeno peti, sedamnaesti i
trideset sedmi qlan jedne aritmetiqke i jedne geometrijske progresije,
dokazati da je ab−c · bc−a · ca−b = 1.

Rexe�e. Oznaqimo sa (an) aritmetiqki niz sa razlikom d i sa (bn) ge-
ometrijski niz sa koliqnikom q. Tada je a = a1 + 4d, b = a1 + 16d, c =
a1 + 36d, a = b1q

4, b = b1q
16, i c = b1q

36. Zamenom u dati izraz dobijamo
ab−c · bc−a · ca−b =

= (b1q
4)a1+16d−(a1+36d)·(b1q

16)a1+36d−(a1+4d)·(b1q
36)a1+4d−(a1+16d) =

= (b1q
4)−20d · (b1q

16)32d · (b1q
36)−12d =

= b−20d+32d−12d
1 · q−80d+16·32d−36·12d = b0

1q
0 = 1. 4

1.2.46. Niz brojeva 1, 8, 22, 43, . . . ima osobinu da razlike �egovih uza-
stopnih qlanova obrazuju aritmetiqki niz 7,14,21. . . . Na�i indeks qlana
datog niza koji je jednak an = 35351.

Rexe�e. Oznaqimo prvi niz sa (an) i drugi niz (aritmetiqki) sa (bn).
Zadovo	ena je sede�a relacija bk = ak+1 − ak, za svako k ∈ N. Mo�emo
primetiti da je b1 +b2 + . . .+bn = a2−a1 +a3−a2 + ...+an−an−1 = an−a1,
odakle an = a1 + b1 + b2 + . . . + bn−1 = a1 + Sn−1, gde je Sn−1 zbir prvih
n− 1 qlanova aritetiqkog niza (bn).
Iz uslova zadatka je an = 35351, pa va�i a1 + n−1

2 [2b1 + d(n− 2)] = 35351.
Ako u jednaqinu ubacimo poznate vrednosti a1 = 1, b1 = 7 i d = 7 dobijamo
7n2 − 7n− 70700 = 0, a �eno pozitivno rexe�e je n = 101. 4

1.2.47. U aritmetiqkom nizu sa razliqitim qlanovima prvi, tre�i i
sedmi qlan obrazuju geometrijski niz. Ako je prvi qlan aritmetiqkog niza
20, na�i deseti qlan aritmetiqkog niza.

Rexe�e. Oznaqimo sa (an) aritmetiqki niz sa razlikom d. Prvi, tre�i i
sedmi qlan obrazuju geometrijski niz pa va�i a2

3 = a1a7, odnosno
(a1 + 2d)2 = a1(a1 + 6d). Kako je a1 = 20, to je (20 + 2d)2 = 20(20 + 6d) ⇔
⇔ 400 + 80d + 4d2 = 400 + 120d ⇔ d(d− 10) = 0 ⇔ d = 0 ∨ d = 10.
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S obzirom da su qlanovi aritmetiqkog niza me�usobno razliqiti, razlika
je d = 10, pa je a10 = 110. 4

1.2.48. Dati su aritmetiqki niz i geometrijski niz sa prvim qlanom
b1 = 1 i koliqnikom q > 0. Tre�i niz 1, 3, 6, . . . formiran je sabira�em
odgovaraju�ih qlanova aritmetiqkog i geometrijskog niza. Izraqunati
zbir prvih 10 qlanova tre�eg niza.

Rexe�e. Oznaqimo aritmetiqki niz sa (an), geometrijski niz sa (bn), a
tre�i niz sa (cn). Oqigledno je da iz a1 + b1 = 1, a2 + b2 = 3, a3 + b3 = 6
sledi da je a1 = 0, d + q = 3, 2d + q2 = 6, a odavde d = 1, q = 2. Zbir
je S10 = c1 + c2 + . . . + c10 = (a1 + b1) + (a2 + b2) + . . . + (a10 + b10) =

a1 + a2 . . . + a10 + b1 + b2 + . . . + b10 = 5[2a1 + 9d] + b1
1− q10

1− q
= 44 + 210. 4

1.2.49. Ako se sred�i od tri broja koji obrazuju geometrijski niz
pove�a za 10, dobija se aritmetiqki niz sa razlikom 20. Koliki je zbir
cifara tog sred�eg broja?

Rexe�e. Prva tri qlana geometrijskog niza su a1, a1q, a1q
2.Posle pove�a�a

dobija se aritmetiqki niz a1, a1q + 10, a1q
2 sa razlikom d = 20. Odavde

dobijamo sistem

a1q + 10− a1 = 20,

a1q
2 − (a1q + 10) = 20,

koji je ekvivalentan sistemu

a1(q − 1) = 10,
a1q(q − 1) = 30.

Ako je q 6= 1, onda de	e�em druge jednaqine sa prvom dobijamo q = 3, a
odatle a1 = 5. Za q = 1 sistem nema rexe�e.
Prema tome, drugi qlan je niza je a2 = a1q = 15. Zbir �egovih cifara je
6. 4

1.2.50. Niz (xn) je istovremeno aritmetiqki i geometrijski. Ako je
x128 = 2128, koliko je x1 + x2 + . . . + x128?

Rexe�e. S obzirom da je niz istovremeno i aritmetiqki i geometrijski,
va�i x1 + nd = x1q

n za svako n ∈ N. Iz sistema

x1q
127 = 2128,

x1 + 127d = 2128,

mo�emo izraziti x1 =
2128

q127
, pa zamenom u drugu jednaqinu dobijamo

2128

q127
+

127d = 2128, odakle imamo d =
1

127

(
2128 − 2128

q127

)
. Zamenom d u poqetnu
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jednaqinu dobijamo
2128

q127
+ n

1
127

(
2128 − 2128

q127

)
=

2128

q127
qn, za svako n ∈ N.

Mno�e�em sa
q127

2128
imamo 1 + n

1
127

(
q127 − 1

)
= qn, za svako n ∈ N, odnosno

qn − 1
n

=
q127 − 1

127
, za svako n ∈ N. Ovo je zadovo	eno samo za q = 1. Naime,

ako va�i za svako n ∈ N, onda va�i i za n = 1 i n = 2, pa je q1−1
1 = q2−1

2 ,

to jest (q − 1)2 = 0. Proverom vidimo da za q = 1 va�i
qn − 1

n
=

q127 − 1
127

,

za svako n ∈ N.
Dobili smo da je (xn) konstantan niz kod koga je x1 = 2128, d = 0, q = 1.
Tra�ena suma je x1 + x2 + . . . + x128 = 128 · 2128 = 2135. 4

1.3 Zadaci za ve�bu

1.3.51. Brojevi a, b, c su uzastopni qlanovi aritmetiqkog niza. Dokazati
da su i brojevi a2 +ab+b2, a2 +ac+c2, b2 +bc+c2 tako�e uzastopni qlanovi
aritmetiqkog niza.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da su brojevi a, b, c uzastopni qlanovi ar-
itmetiqkog niza akko va�i 2b = a + c. 4

1.3.52. Ako pozitivni brojevi a, b i c qine aritmetiqku progresiju,
dokazati da to va�i i za brojeve 1√

b+
√

c
, 1√

c+
√

a
i 1√

a+
√

b
.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da je 2b = a + c. 4

1.3.53. Ako brojevi a2, b2, c2 qine aritmetiqku progresiju, dokazati da
i brojevi 1

b+c , 1
a+c , 1

a+b qine aritmetiqku progresiju.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da je 2b2 = a2 + c2. 4

1.3.54. Ako su brojevi a1, a2, ..., an uzastopni qlanovi aritmetiqkog
niza, dokazati da je

1
√

a1 +
√

a2
+

1
√

a2 +
√

a3
+ . . . +

1
√

an−1 +
√

an
=

n− 1
√

a1 +
√

an
.

Rexe�e. Racionalisati sabirke. 4

1.3.55. Neka su pozitivni brojevi a1, a2, a3, . . . , an uzastopni qlanovi
aritmetiqkog niza. Dokazati da je

1
a1an

+
1

a2an−1
+ . . . +

1
ana1

=
2

a1 + an

(
1
a1

+
1
a2

+ . . . +
1
an

)
.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da je an = a1 + (n− 1)d. 4

1.3.56. Ako je za svako n zbir prvih n qlanova nekog aritmetiqkog niza
Sn = 4n2 − 3n, napisati prva tri qlana tog niza.
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Rexe�e. Prva tri qlana tog niza su 1, 9 i 17. 4

1.3.57. Ako za aritmetiqki niz va�i Sn = Sm(n 6= m), dokazati da je
Sm+n = 0.

Rexe�e. Iskoristiti formulu za sumu nekoliko prvih qlanova aritmetiqkog
niza. 4

1.3.58. Odrediti sve aritmetiqke nizove qija je razlika d = 2, a izraz
S3n

Sn
ne zavisi od n.

Rexe�e. Niz 1, 3, 5, 7, . . . . 4

1.3.59. Dati su realni brojevi a, b, c. Pod kojim uslovima postoji ar-
itmetiqki niz, takav da je za svako n zbir Sn prvih n �egovih qlanova
jednak an2 + bn + c?

Rexe�e. c = 0, a ∈ R, b ∈ R. 4

1.3.60. U aritmetiqkom nizu je am = n i an = m za neke m, n ∈ N, m 6=
n. Na�i ak.

Rexe�e. Opxti qlan niza je ak = n + m− k. 4

1.3.61. U jednom aritmetiqkom nizu prvi qlan je 11 i sedmi 35. �egov
qetvrti qlan je jednak qetvrtom qlanu drugog aritmetiqkog niza. Prvi i
posled�i qlan drugog niza su 38 i 13. Koliko qlanova ima drugi niz?

Rexe�e. Drugi niz ima 6 qlanova. 4

1.3.62. Na�i aritmetiqku progresiju kod koje zbir prvih n qlanova
iznosi 3n2 + 4n, za svako n ∈ N.

Rexe�e. a1 = 7, d = 6. 4

1.3.63. Data su dva aritmetiqka niza qije su razlike 13 i
√

13. Dokazati
da postoji najvixe jedan broj koji se pojav	uje u oba niza.

Rexe�e. Ne postoje m,n ∈ N tako da je zadovo	eno m · 13 = n ·
√

13. 4

1.3.64. Ako u geometrijskom nizu bn zbir prva dva qlana S2 = 25, a
zbir prva tri qlana S3 = 105, odrediti prvi qlan b1 i koliqnik q.

Rexe�e. q1 = −4
5
, b1 = 125 ili q2 = 4, b1 = 5. 4

1.3.65. Razlika qetvrtog i prvog qlana geometrijskog niza je 52, a zbir
prva tri qlana niza je 26. Na�i zbir prvih xest qlanova tog niza.

Rexe�e. Zbir prvih xest qlanova tog niza je S6 = 242. 4
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1.3.66. Na�i qetiri broja koji su uzastopni qlanovi geometrijskog niza
u kojem je drugi qlan ma�i od prvog za 35, a tre�i ve�i od qetvrtog za 560.

Rexe�e. 7,−28, 112,−448 ili −11 2
3 ,−46 2

3 ,−186 2
3 ,−746 2

3 . 4

1.3.67. Dokazati da je

(10n + 10n−1 + . . . + 1)(10n+1 + 5) + 1 =
(

10n+1 + 2
3

)2

.

Rexe�e. Iskoristiti formulu za zbir prvih n qlanova geometrijskog niza.
4

1.3.68. Izraqunati zbir 1 + 22q + . . . + (n + 1)2qn, q 6= 1.

Rexe�e.
2(1− qn+1)

(1− q)3
− 1 + (n + 1)qn+1

(1− q)2
− (n + 1)2qn+1

1− q
. 4

1.3.69. U geometrijskom nizu b1, b2, . . . va�i b1 + b5 = 51 i b2 + b6 = 102.
Ako je zbir prvih n qlanova niza Sn = 3069, na�i n.

Rexe�e. n = 10. 4

1.3.70. Na�i vrednost zbira 1 + z + z2 + z3 + . . . + z10 ako je z = 1+i√
2
.

Rexe�e. Vrednost zbira je (1+i)(1+
√

2)√
2

. 4

1.3.71. Zbir tri broja koji obrazuju opadaju�i geometrijski niz je 126.
Ako je sred�i qlan 24, koji je prvi qlan?

Rexe�e. a1 = 96. 4

1.3.72. U rastu�oj geometrijskoj progresiji zbir prva tri qlana je 52,
a proizvod prvog i tre�eg qlana je 144. Koliki je zbir prva dva qlana te
progresije?

Rexe�e. Zbir prva dva qlana je b1 + b2 = 16. 4

1.3.73. Neka su 375, a, b, c, d i −0, 12 uzastopni qlanovi geometrijskom
niza. Koliko je b + c?

Rexe�e. b + c = 12. 4

1.3.74. Izme�u 3 i 768 umetnuti tri broja, tako da svih pet brojeva
qine geometrijsku progresiju.

Rexe�e. 3, 12, 48, 192, 768. 4

1.3.75. Na du�i |AB| = 195cm na�i taqke C i D, tako da du�ine
dobijenih delova qine geometrijski niz i |BD| = |AC|+ 120cm.

Rexe�e. |AC| = 15cm, |CD| = 45cm, |DB| = 135cm. 4
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1.3.76. Na�i peti i osmi qlan geometrijskog niza (bn) ako je b2 = 3 i
q = −4.

Rexe�e. b5 = −192, b8 = 4 · 46. 4

1.3.77. Zbir tri broja koji su uzastopni qlanovi geometrijskog niza je
13, a zbir �ihovih kvadrata je 91. Na�i te brojeve.

Rexe�e. q = 3, b1 = 1 ili q = 1
3 , b1 = 9. 4

1.3.78. Na�i koliqnik geometrijskog niza (bn) ako je b2 = 6, b8 = 384.

Rexe�e. q = 2 ili q = −2. 4

1.3.79. Ako je Sn zbir prvih n qlanova geometrijskog niza, dokazati
da je Sn(S3n − S2n) = (S2n − Sn)2.

Rexe�e. Iskoristiti formulu za sumu n prvih qlanova geometrijskog
niza. 4

1.3.80. Izraqunati zbir 1 +
1
2

+ . . . +
1
2n

+ . . .

Rexe�e. S = 2. 4

1.3.81. Izraqunati zbir x + x2 + . . . + xn + . . . , |x| < 1.

Rexe�e. S =
x

1− x
. 4

1.3.82. Izraqunati zbir 1− x + x2 − x3 + . . . , |x| < 1.

Rexe�e. S = 1− x + x2 − x3 + . . . =
1

1 + x
. 4

1.3.83. Izraqunati zbir 1 + 2x + 4x2 + 8x3 + . . . , |x| < 1
2
.

Rexe�e. S =
1

1− 2x
. 4

1.3.84. Izraqunati zbir 1+sin x+sin2 x+sin3 x+ . . . , x 6= π
2 +kπ, k ∈ Z.

Rexe�e. S =
1

1− sinx
. 4

1.3.85. Dokazati da je:

1 +
2
3

+
4
9

+
8
27

+ . . . = 2
(

1 +
1
3

+
1
9

+
1
27

+ . . .

)
.

Rexe�e. Zbirovi na levoj i desnoj strani su jednaki i iznose S = 3. 4
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1.3.86. Za koju vrednost x zbir geometrijskog reda

1
7x + 1

+
1

(7x + 1)2
+

1
(7x + 1)3

+ . . .

iznosi 7?

Rexe�e. x = −1. 4

1.3.87. Rexiti jednaqinu 3 + 10 + 17 + . . . + x = 345.

Rexe�e. x = 66. 4

1.3.88. U krug polupreqnika r je upisan jednakostraniqan trougao,
a onda u taj trougao upisan je krug. Zatim je ponovo u dobijeni krug up-
isan jednakostraniqan trougao, pa u trougao krug, i tako do beskonaqnosti.
Izraqunati granicu kojoj te�e obimi i povrxine svih trouglova.

Rexe�e. O = 6r
√

3, P = r2
√

3. 4

1.3.89. Brojevi 5x−y, 2x+3y, x+2y su uzastopni qlanovi aritmetiqkog
niza, a brojevi (y +1)2, xy +1, (x− 1)2 su uzastopni qlanovi geometrijskog
niza. Na�i x i y.

Rexe�e. (x, y) = (0, 0) ili (x, y) = ( 10
3 , 4

3 ) ili (x, y) = (− 3
4 ,− 3

10 ). 4

1.3.90. Odrediti qetiri broja, tako da prva tri odre�uju geometrijski
niz, a posled�a tri aritmetiqki niz i pri tome je zbir prvog i posled�eg
14, a zbir ostala dva je 12.

Rexe�e. 2, 4, 8, 12 ili
25
2

,
15
2

,
9
2
,
3
2
. 4

1.3.91. Na�i zbir n razlomaka
3
2

+
7
4

+ . . ., ako brojioci razlomaka qine

aritmetiqku, a imenioci geometrijsku progresiju.

Rexe�e. Sn = 7− 4n− 1
2n

− 1
2n−3

(n ≥ 3). 4

1.3.92. Neka su a1, a2, a3, a4 uzastopni qlanovi rastu�eg aritmetiqkog
niza, a b1, b2, b3, b4 uzastopni qlanovi geometrijskog niza.
Ako je a1 = b1 = 1, a2 = b2 i b3 − a3 = 1, na�i b4 − a4.

Rexe�e. q = 2,a4 = 7 i b4 = 8. 4

1.3.93. Ako brojevi an, n ∈ N obrazuju aritmetiqki niz, dokazati da
brojevi bn = 2an , n ∈ N obrazuju geometrijski niz.

Rexe�e. Iskoristiti qi�enicu da je pozitivan niz (bn) geometrijski akko

bn =
√

bn+1bn−1. 4
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1.3.94. U geometrijskom nizu prvi, tre�i i peti qlan, redom su jed-
naki prvom, qetvrtom i xestnaestom qlanu nekog aritmetiqkog niza. Na�i
qetvrti qlan aritmetiqkog niza ako je �egov prvi qlan 5.

Rexe�e. Qetvrti qlan aritmetiqkog niza je a4 = a1 + 3d = 5 + 3 · 5 = 20
ili a4 = 5 + 3 · 0 = 5. 4

1.3.95. U aritmetiqkom nizu sa razliqitim qlanovima prvi, peti i
jedanaesti qlan obrazuju geometrijski niz. Ako je prvi qlan 24, koliki je
deseti qlan aritmetiqkog niza?

Rexe�e. a10 = 51. 4



Glava 2

Iracionalne jednaqine i

nejednaqine

2.1 Teorijski uvod

Pod iracionalnim jednaqinama podrazumevaju se jednaqine kod kojih se
nepoznata nalazi pod znakom korena. Takve jednaqine mogu biti slo�ene,
pa se mogu rexiti samo neke jednostavnijeg tipa. Osnovna ideja pri re-
xava�u iracionalnih jednaqina jeste da se eleminixe koren (pre svega,
stepenova�em), odnosno da se dobije ekvivalentna jednaqina u kojoj se ne
pojav	uje nepoznata pod korenom.
Stepenova�em jednaqine ne dobijamo uvek ekvivalentnu jednaqinu, ve�
mo�emo dobiti jednaqinu koja pored rexe�a polazne jednaqine mo�e imati
jox rexe�a. Jednostavan primer za ovo je jednaqina

√
x = −1 koja nema

realnih rexe�a, a ako je kvadriramo dobi�emo jednaqinu x = 1 koja ima
jedno realno rexe�e. Ili jednaqina x + 1 =

√
x + 7, koja se kvadrira�em

svodi na jednaqinu (x + 1)2 = x + 7 qija su rexe�a x = 2 i x = −3. Me�u-
tim, proverom mo�emo videti da x = 2 jeste rexe�e polazne jednaqine, a
x = −3 nije rexe�e.
Oblast definisanosti jednaqine (skup dopustivih rexe�a) je skup real-
nih brojeva za koji su definisane potkorene funkcije u iracionalnoj jed-
naqini.
Posmatrajmo iracionalne jednaqine oblika

√
a(x) = b(x). Vidimo da izrazi

a(x) i b(x) moraju biti nenegativni.
Kvadrira�em dobijamo slede�u ekvivalenciju√

a(x) = b(x) ⇔ a(x) = b2(x) ∧ a(x) ≥ 0 ∧ b(x) ≥ 0.

Nejednakost a(x) ≥ 0 nije potrebno pisati jer je sadr�ana u nejednakosti
a(x) = b2(x). Prema tome, va�i slede�a jednostavnija ekvivalencija√

a(x) = b(x) ⇔ a(x) = b2(x) ∧ b(x) ≥ 0. (2.1)

23
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Ako je iracionalna jednaqina oblika
√

a(x) =
√

b(x), onda va�i√
a(x) =

√
b(x) ⇔ a(x) = b(x) ∧ a(x) ≥ 0 ∧ b(x) ≥ 0. (2.2)

Mo�emo zak	uqiti, iracionalna jednaqina oblika n
√

a(x) = b(x), za neparan
broj n ∈ N, ekvivalentna je jednaqini a(x) = [b(x)]n, a za paran broj n ∈ N
sistemu a(x) = [b(x)]n, b(x) ≥ 0.

Kod iracionalnih nejednaqina je malo slo�enije rexava�e. Kvadri-
ra�e nejednakosti nije uvek dozvo	eno zato xto ako mno�imo sa nega-
tivnim brojem me�a se znak nejednakosti, a ako mno�imo sa pozitivnim
brojem znak jednakosti ostaje. Jednostavan primer za to je taqna nejed-
nakost −2 < −1, koju kada kvadriramo dobijamo netaqnu nejednakost 4 < 1.
Posmatrajmo slede�e oblike nejednakosti:
1◦
√

a(x) ≤ b(x)
Oqigledno je da mora biti b(x) ≥ 0 i a(x) ≥ 0, pa va�i slede�a ekvivalen-
cija √

a(x) ≤ b(x) ⇔ 0 ≤ a(x) ≤ b2(x) ∧ b(x) ≥ 0. (2.3)

2◦
√

a(x) < b(x)
Desni izraz mora biti pozitivan, odakle dobijamo√

a(x) < b(x) ⇔ 0 ≤ a(x) < b2(x) ∧ b(x) > 0. (2.4)

3◦
√

a(x) ≥ b(x)
Ovde nemamo uslov da b(x) mora da bude nenegativno, pa nejednakost mo�e
biti zadovo	ena i ako je b(x) negativno.
Ako je b(x) ≥ 0, potrebno je da va�i a(x) ≥ 0 i a(x) ≥ b2(x), a ako je b(x) < 0
dovo	no je da a(x) ≥ 0 i nejednakost je zadovo	ena.
Prema tome, va�i slede�a ekvivalencija√

a(x) ≥ b(x) ⇔
(
a(x) ≥ b2(x) ∧ b(x) ≥ 0

)
∨
(
a(x) ≥ 0 ∧ b(x) < 0

)
. (2.5)

4◦
√

a(x) > b(x)
Kao i u prethodnom obliku, ovde va�i√

a(x) > b(x) ⇔
(
a(x) > b2(x) ∧ b(x) ≥ 0

)
∨
(
a(x) ≥ 0 ∧ b(x) < 0

)
. (2.6)

Sada �emo posmatrati nejednaqine u kojima se jav	a n-ti koren.
Nejednaqina n

√
f(x) < g(x), za neparan broj n ∈ N, ekvivalentna je nejed-

naqini
f(x) < [g(x)]n,

a za paran broj n ∈ N, sistemu

0 ≤ f(x) < [g(x)]n, g(x) > 0.

Nejednaqina n
√

f(x) > g(x), za neparan broj n ∈ N, ekvivalentna je nejed-
naqini

f(x) > [g(x)]n,

a za paran broj n ∈ N, sistemu(
f(x) > [g(x)]n ∧ g(x) ≥ 0

)
∨
(
f(x) ≥ 0 ∧ g(x) < 0

)
.
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2.2 Rexeni zadaci

2.2.1. Rexiti jednaqinu x− 1 =
√

7− x.

Rexe�e. Jednaqina je oblika
√

a(x) = b(x), pa na osnovu (2.1) ekvivalentna
je slede�em sistemu

(x− 1)2 = 7− x ∧ x− 1 ≥ 0.

Rexe�e prve jednaqine je x1 = 3, x2 = −2, a uslov x ∈ [1, 7] zadovo	ava samo
rexe�a x1 = 3. Dobili smo da je rexe�e iracionalne jednaqine x = 3. 4

2.2.2. Rexiti jednaqinu
√

2x + 8 +
√

x + 5 = 7.

Rexe�e. Oblast definisanosti je skup realnih brojeva x za koje je 2x+8 ≥
0 i x + 5 ≥ 0, dakle oblast definisanosti je D = [−4,+∞). Poxto je
leva strana jednaqine zbir dva nenegativna korena, dakle nenegativna, a
desna strana pozitivna konstanta, kvadrira�em �emo dobiti ekvivalentan
sistem

2x + 8 + 2
√

2x + 8
√

x + 5 + x + 5 = 49 ∧ x ∈ D,

odnosno
2
√

2x + 8
√

x + 5 = 36− 3x ∧ x ∈ [−4,+∞).

Ovaj sistem je, sliqno kao (2.1), ekvivalentan sistemu

4(2x + 8)(x + 5) = (36− 3x)2 ∧ 36− 3x ≥ 0 ∧ x ∈ [−4,+∞),

pa i sistemu

x2 − 288x + 1136 = 0 ∧ x ≤ 12 ∧ x ∈ [−4,+∞).

Dobijena kvadratna jednaqina ima rexe�a x1 = 4 i x2 = 284, ali zbog
uslova x ≤ 12, jedino rexe�e ovog sistema je x1 = 4. 4

2.2.3. Rexiti jednaqinu
√

7x + 1−
√

3x− 18 = 5.

Rexe�e. Oblast definisanosti je D = {x ∈ R|7x + 1 ≥ 0 ∧ 3x − 18 ≥ 0},
dakle D = {x ∈ R| x ≥ 6}.
Ovde je leva strana jednaqine za neke vrednosti x ∈ D negativna, pa je
podesnije jednaqinu transformisati u oblik

√
7x + 1 =

√
3x− 18 + 5, x ∈ D,

a zatim kvadrirati. Posle sre�iva�a, dobija se ekvivalentan sistem

2x− 3 = 5
√

3x− 18, x ∈ D,

koji je da	e ekvivalentan sistemu

(2x− 3)2 = 25(3x− 18) ∧ x ≥ 3
2
∧ x ∈ D,
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odnosno
4x2 − 87x + 459 = 0 ∧ x ≥ 6.

Rexe�a kvadratne jednaqine su x1 = 9, x2 = 51
4 i oba zadovo	avaju uslov

x ≥ 6, pa su i rexe�a iraconalne jednaqine. 4

2.2.4. Rexiti jednaqinu
√

x2 − x +
√

2− x− x2 =
√

x− 1.

Rexe�e. Oblast definisanosti jednaqine je

x2 − x ≥ 0 ∧ 2− x− x2 ≥ 0 ∧ x ≥ 0,

a odavde
x ∈ (−∞, 0] ∪ [1,+∞) ∧ x ∈ [−2, 1] ∧ x ≥ 0,

xto daje x = 1. Prema tome, dopustiv skup rexe�a jednaqine je D = {1}.
Proverom mo�emo utvrditi da je to rexe�e jednaqine.

4

2.2.5. Rexiti jednaqinu (x2 − 2x− 3)
√

x2 − 7x + 6 = 0.

Rexe�e. Oblast definisanosti jednaqine je rexe�e sistema

x2 − 2x− 3 ≥ 0 ∧ x2 − 7x + 6 ≥ 0,

a odatle D = (−∞, 1] ∪ [6,+∞). Rexe�e jednaqine je(
x2 − 2x− 3 = 0 ∨ x2 − 7x + 6 = 0

)
∧ x ∈ D,

odnosno
x ∈ {−1, 1, 3, 6} ∧ x ∈ D.

Odavde x ∈ {−1, 1, 6}.
4

2.2.6. Rexiti jednaqinu 3
√

x + 3
√

2x− 3 = 3
√

12(x− 1)

Rexe�e. Oblast definisanosti ove jednaqine je D = R. Stepenova�em sa
tri dobijamo ekvivalentnu jednaqinu

x + 3 3
√

x 3
√

2x− 3( 3
√

x + 3
√

2x− 3) + 2x− 3 = 12x− 12.

U ovoj jednaqini pojav	uje se izraz 3
√

x + 3
√

2x− 3, koji je leva strana
poqetne jednaqine, pa �emo ga zameniti desnom stranom te jednaqine. Do-
bijamo

3
√

x 3
√

2x− 3 3
√

12(x− 1) = 3x− 3,

odakle stepenova�em sa tri dobijamo

12x(2x− 3)(x− 1) = 27x3 − 81x2 + 81x− 27.

Posled�a jednaqina je ekvivalentna jednaqini x3 − 7x2 + 15x − 9 = 0.
Rexe�a date jednaqine su x = 1, x = 3. Me�utim neophodna je provera!!!



2.2. REXENI ZADACI 27

Ako zamenimo oba rexe�a u poqetnu jednaqinu vide�emo da je zadovo	ena i
time smo dokazali da su rexe�a tra�ene jednaqine x = 1 i x = 3. Provera
je neophodna, jer smo u toku rada zamenili 3

√
x + 3

√
2x− 3 sa 3

√
12(x− 1), a

to ne mora da va�i. 4

2.2.7. Rexiti nejednaqinu
3
√

x +
√

x2 − 1 + 3
√

x−
√

x2 − 1 = 1

Rexe�e. Oblast definisanosti ove jednaqine je D = (−∞,−1] ∪ [1,+∞).
Stepenova�em sa tri dobijamo ekvivalentnu jednaqinu

x + 3
3
√

x +
√

x2 − 1
3
√

x−
√

x2 − 1(
3
√

x +
√

x2 − 1 +
3
√

x−
√

x2 − 1) + x = 1.

U ovoj jednaqini pojav	uje se izraz
3
√

x +
√

x2 − 1 + 3
√

x−
√

x2 − 1, koji
je leva strana poqetne jednaqine, pa �emo ga zameniti desnom stranom te
jednaqine. Dobijamo

3
3
√

x +
√

x2 − 1
3
√

x−
√

x2 − 1 = 1− 2x,

odakle stepenova�em sa tri dobijamo

27(x +
√

x2 − 1)(x−
√

x2 − 1) = 1− 6x + 12x2 − 8x3.

Posled�a jednaqina je ekvivalentna jednaqini 8x3 − 12x2 + 6x + 26 = 0.
Jedino realno rexe�e posled�e jednaqine je x = −1. Obrazlo�ili smo u
prethodnom zadatku da je neophodna provera. Zamenom u poqetnu jednaqinu
uveravamo se da x = −1 nije rexe�e. Prema tome, ova jednaqina nema
realnih rexe�a.

4

2.2.8. Rexiti jednaqinu 4
√

47− 2x + 4
√

35 + 2x = 4.

Rexe�e. Oblast definisanosti D je interval − 35
2 ≤ x ≤ 47

2 . Uvedimo

smenu 4
√

47− 2x = u, 4
√

35 + 2x = v. Dobijamo sistem jednaqina u4 + v4 =
82, u + v = 4. Ako oznaqimo uv = t, transformacijom leve strane prve
jednaqine imamo u4 + v4 = (u2 + v2)2 − 2u2v2 = [(u + v)2 − 2uv]2 − 2u2v2 =
(16 − 2t)2 − 2t2 = 2t2 − 64t + 256, tako da dobijamo kvadratnu jednaqinu
t2 − 32t + 87 = 0, a odavde t1 = 29, t2 = 3. Preostaje jox da se rexe sistemi

u + v = 4
uv = 3 i

u + v = 4
uv = 29 .

Reximo prvi sistem. Ako iz prve jednaqine izrazimo u preko v i ubacimo
u drugu jednaqinu dobi�emo (4 − v)v = 3, odnosno v1 = 3, v2 = 1, a u1 =
1, u2 = 3. Dobili smo ure�ene parove (u1, v1) = (1, 3) i (u2, v2) = (3, 1).
Odavde je x1 = 23 ∈ D,x2 = −17 ∈ D.
Na sliqan naqin rexavamo i drugi sistem i dobijamo jednaqinu v2 − 4v +
29 = 0 koja nema realna rexe�a. Znaqi, rexe�a tra�ene jednaqine su
x1 = 23 i x2 = −17. 4
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2.2.9. Rexiti jednaqinu
√

3x2 + 5x + 8−
√

3x2 + 5x + 1 = 1

Rexe�e. Ako uvedemo smenu t = 3x2+5x+1 dolazimo do jednaqine
√

t + 7−√
t = 1, qija je oblast definisanosti Dt = [0,+∞). Prebacimo

√
t na

desnu stranu i dobijamo
√

t + 7 =
√

t + 1, gde su obe strane nenegativne.
Ako je kvadriramo imamo 3 =

√
t, a odavde t = 9 ∈ Dt. Prema tome, va�i

9 = 3x2 + 5x + 1, odnosno x1 = 1, x2 = − 8
3 . 4

2.2.10. Rexiti jednaqinu
√

x + 3 + 2
√

x + 2 +
√

x + 3− 2
√

x + 2 = 2.

Rexe�e. S obzirom da je x+3+2
√

x + 2 = x+2+2
√

x + 2+1 = (
√

x + 2+1)2

i x + 3 − 2
√

x + 2 = x + 2 − 2
√

x + 2 + 1 = (
√

x + 2 − 1)2, datu jednaqinu
mo�emo napisati u obliku√

(
√

x + 2 + 1)2 +
√

(
√

x + 2− 1)2 = 2,

odnosno
|
√

x + 2 + 1|+ |
√

x + 2− 1| = 2.

Smenom t =
√

x + 2, gde je skup dopustivih vrednosti promen	ive t, Dt =
[0,+∞), dobija se jednaqina

|t + 1|+ |t− 1| = 2.

Imaju�i u vidu definiciju apsolutne vrednosti, mo�emo razlikovati
slede�e sluqajeve:

1) 0 ≤ t < 1. U ovom sluqaju je |t + 1| = t + 1, |t− 1| = 1− t. Jednaqina je
ekvivalentna jednaqini t+1− t+1 = 2, odnosno 2 = 2. Dakle, skup rexe�a
jednaqine u ovom sluqaju je [0, 1).

2) t ≥ 1. U ovom sluqaju je |t + 1| = t + 1, |t − 1| = t − 1. Jednaqina je
ekvivalentna jednaqini t + 1 + t− 1 = 2, odnosno 2t = 2. Rexe�e posled�e
jednaqine je t = 1.
Dobili smo da je [0, 1] skup rexe�a jednaqine |t + 1| + |t − 1| = 2 na Dt =
[0,+∞).
Prema tome, skup rexe�a poqetne jednaqine je skup rexe�a nejednaqine
0 ≤

√
x + 2 ≤ 1. Odavde dobijemo rexe�e x ∈ [−2,−1]. 4

2.2.11. Rexiti jednaqinu x
√

x +
√

x + 1 = 3x.

Rexe�e. Skup dopustivih rexe�a je Dx = [0,+∞). Ako uvedemo smenu
t =

√
x, gde je skup dopustivih vrednosti promen	ive t, Dt = [0,+∞)

dobi�emo slede�u jednaqinu po t

t3 + t + 1 = 3t2.

Reximo ovu jednaqinu. Jednaqina je tre�eg stepena, pa to mo�emo uraditi
na slede�i naqin: primetimo da je jedno rexe�e t1 = 1, onda podelimo
t3 − 3t2 + t + 1 sa t − 1 i dobijamo (t2 − 2t − 1). Prema tome, dobili smo
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(t−1)(t2−2t−1) = 0, a odavde t1 = 1, t2 = 1+
√

2, t3 = 1−
√

2. S obzirom da
rexe�e t3 ne zadovo	ava uslov t ≥ 0, onda su rexe�a jednaqine t1 = 1, t2 =
1 +

√
2. Vratimo ova rexe�a u smenu i dobijamo 1 =

√
x, 1 +

√
2 =

√
x,

odakle je x1 = 1, x2 = 3 + 2
√

2. 4

2.2.12. Rexiti jednaqinu
√

x− 3 = x + a, gde je a realan parametar.

Rexe�e. Prilikom rexava�a ove jednaqine, koristi�emo grafiqko pred-
stav	a�e odgovaraju�ih funkcija. Naime, skicira�emo grafike funkcija
y =

√
x− 3 i y = x + a.

Grafik prve funkcije dobija se translacijom grafika funkcije y =
√

x u
desno za 3. Grafik druge funkcije je prava paralelna pravoj y = x, a �en
taqan polo�aj zavisi od vrednosti parametra a, sl 1....

Sa slike vidimo da su mogu�a qetiri sluqaja:
1) kada prava i kriva nemaju zajedniqkih taqaka, pa jednaqina nema rex-
e�a;
2) kada prava dodiruje krivu, pa jednaqina ima jedno rexe�e;
3) kada prava seqe krivu u dvema taqkama i postoje dva rexe�a jednaqine
i
4) kada prava seqe krivu samo u jednoj taqki, pa je rexe�e jednaqine jedin-
stveno.
Kvadrira�em date jednaqine, dobija se jednaqina

x2 + (2a− 1)x + (a2 + 3) = 0,

qija su rexe�a x1,2 = 1−2a±
√
−4a−11

2 . Napred navedenim sluqajevima odgo-
vara slede�e:
1) ako je a > − 11

4 , rexe�a x1,2 nisu realna, pa data jednaqina nema rexe�a;
2) ako je a = − 11

4 , rexe�a se poklapaju; ovo je sluqaj kada prava dodiruje
krivu, a data jednaqina ima jedinstveno rexe�e x1 = 13

4 .
3) ako je −3 ≤ a ≤ − 11

4 , oba rexe�a x1 i x2 su i rexe�a polazne jednaqine;
pritom je u graniqnom sluqaju a = −3 jedno od tih rexe�a jednako 3 (obe
strane jednaqine su jednake nuli);

4) ako je a < −3, tada je samo rexe�e x1 = 1−2a+
√
−4a−11

2 ujedno i rexe�e
polazne jednaqine. 4

2.2.13. Rexiti nejednaqinu
√

x2 + 4x + 4 ≤ x + 6.

Rexe�e. Ovo je nejednaqina tipa
√

a(x) ≤ b(x) i prema (2.3) ekvivalentna
je sistemu

0 ≤ a(x) ≤ b2(x) ∧ b(x) ≥ 0.
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Prema tome, naxa jednaqina je ekvivalentna sistemu

0 ≤ x2 + 4x + 4 ≤ (x + 6)2 ∧ x + 6 ≥ 0,

odnosno
0 ≤ x2 + 4x + 4 ≤ x2 + 12x + 36 ∧ x ≥ −6.

Sistem mo�emo razdvojiti i dobi�emo

0 ≤ x2 + 4x + 4 ∧ x2 + 4x + 4 ≤ x2 + 12x + 36 ∧ x ≥ −6,

a odatle
0 ≤ x2 + 4x + 4 ∧ x ≥ −4 ∧ x ≥ −6.

Rexe�e kvadratne nejednaqine 0 ≤ x2 + 4x + 4 = (x + 2)2 je za svako x ∈ R.
Dobili smo sistem

x ∈ R ∧ x ≥ −4 ∧ x ≥ −6,

koji je ekvivalentan sa
x ≥ −4 ∧ x ≥ −6.

Konaqno, rexe�e je x ∈ [−4,+∞). 4

2.2.14. Rexiti nejednaqinu
√

x2 − 3x− 10 < 8− x.

Rexe�e. Ovo je nejednaqina tipa
√

a(x) < b(x) i prema (2.4) ekvivalentna
je sistemu

0 ≤ a(x) < b2(x) ∧ b(x) ≥ 0.

Prema tome, naxa jednaqina je ekvivalentna sistemu

0 ≤ x2 − 3x− 10 < (8− x)2 ∧ 8− x ≥ 0,

odnosno
0 ≤ x2 − 3x− 10 < 64− 16x + x2 ∧ x ≤ 8.

Sistem mo�emo razdvojiti i dobi�emo

0 ≤ x2 − 3x− 10 ∧ x2 − 3x− 10 < 64− 16x + x2 ∧ x ≤ 8,

a odatle

0 ≤ x2 − 3x− 10 ∧ x <
74
13

∧ x ≤ 8.

Rexe�e kvadratne jednaqine 0 ≤ x2 − 3x− 10 je x ∈ (−∞,−2] ∪ [5,+∞).
Dobili smo sistem(

x ∈ (−∞,−2] ∪ [5,+∞) ∧ x <
74
13
)
∧
(
x ≤ 8

)
,

koji je ekvivalentan sa(
x ∈ (−∞,−2] ∪ [5,

74
13

)
)
∧
(
x ≤ 8

)
.

Konaqno rexe�e je x ∈ (−∞,−2] ∪ [5, 74
13 ). 4
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2.2.15. Rexiti nejednaqinu
√

3x2 − 2x− 1 ≥ 2x− 2.

Rexe�e. Ovo je nejednaqina tipa
√

a(x) ≥ b(x) i prema (2.5) ekvivalentna
je sistemu (

a(x) ≥ b2(x) ∧ b(x) ≥ 0
)
∨
(
a(x) ≥ 0 ∧ b(x) < 0

)
.

Prema tome, naxa jednaqina je ekvivalentna sistemu(
3x2 − 2x− 1 ≥ (2x− 2)2 ∧ 2x− 2 ≥ 0

)
∨
(
3x2 − 2x− 1 ≥ 0 ∧ 2x− 2 < 0

)
,

odnosno(
− x2 + 6x− 5 ≥ 0 ∧ x ≥ 1

)
∨
(
3x2 − 2x− 1 ≥ 0 ∧ x < 1

)
.

Rexava�em kvadratnih nejednaqina dobijamo(
x ∈ [1, 5] ∧ x ≥ 1

)
∨
(
x ∈ (−∞,−1

3
] ∪ [1,+∞) ∧ x < 1

)
,

zatim

x ∈ [1, 5] ∨ x ∈
(
−∞,−1

3
]
.

Rexe�e iracionalne nejednaqine je x ∈
(
−∞,−1

3
]
∪ [1, 5]. 4

2.2.16. Rexiti nejednaqinu
√

x2 − x− 12 > 7 + x.

Rexe�e. Ovo je nejednaqina tipa
√

a(x) > b(x) i prema (2.6) ekvivalentna
je sistemu (

a(x) > b2(x) ∧ b(x) ≥ 0
)
∨
(
a(x) ≥ 0 ∧ b(x) < 0

)
.

Prema tome, naxa jednaqina je ekvivalentna sistemu(
x2 − x− 12 > (7 + x)2 ∧ 7 + x ≥ 0

)
∨
(
x2 − x− 12 ≥ 0 ∧ 7 + x < 0

)
,

odnosno (
15x + 61 < 0 ∧ x ≥ −7

)
∨
(
x2 − x− 12 ≥ 0 ∧ x < −7

)
.

Rexe�e kvadratne nejednaqine x2−x− 12 ≥ 0 je x ∈ (−∞,−3]∪ [4,+∞), pa
dobijamo(

x < −61
15

∧ x ≥ −7
)
∨
(
x ∈ (−∞,−3] ∪ [4,+∞) ∧ x < −7

)
,

a odavde

x ∈
[
− 7,−61

15
)
∨ x ∈ (−∞,−7).

Rexe�e iracionalne nejednaqine je x ∈ (−∞,−61
15

). 4
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2.2.17. Rexiti nejednaqinu
√

1
x+1 > 1

2x−1 .

Rexe�e. Skup dopustivih vrednosti se nalazi iz slede�ih uslova

x + 1 > 0 ∧ 2x− 1 6= 0,

pa je D = (−1, 1
2 ) ∪ ( 1

2 ,+∞).
Nejednaqina je tipa

√
a(x) > b(x) i prema (2.6) ekvivalentna je sistemu(

a(x) > b2(x) ∧ b(x) ≥ 0
)
∨
(
a(x) ≥ 0 ∧ b(x) < 0

)
.

Prema tome, jednaqina je ekvivalentna sistemu(
1

x + 1
>

1
(2x− 1)2

∧ 1
2x− 1

≥ 0
)
∨
(

1
x + 1

≥ 0 ∧ 1
2x− 1

< 0
)

,

odnosno(
1

x + 1
− 1

(2x− 1)2
> 0 ∧ 2x− 1 > 0

)
∨
(
x + 1 > 0 ∧ 2x− 1 < 0

)
,

a odavde (
x(4x− 5)

(x + 1)(2x− 1)2
> 0 ∧ x >

1
2

)
∨
(
x > −1 ∧ x <

1
2
)
.

Kako je

(
x(4x− 5)

(x + 1)(2x− 1)2
> 0 ∧ x >

1
2

)
⇔ x >

5
4
, dobijamo

x >
5
4
∨
(
x > −1 ∧ x <

1
2
)
.

Konaqno, rexe�e nejednaqine je x ∈ (−1, 1
2 ) ∪ ( 5

4 ,+∞). 4

2.2.18. Rexiti nejednaqinu x− 2x
2
3 − x

1
3 + 2 < 0.

Rexe�e. Skup dopustivih rexe�a je ceo skup R. Smenom t = 3
√

x nejed-
naqina se svodi na t3 − 2t2 − t + 2 < 0, gde t ∈ R. Levi izraz se mo�e
faktorisati t3−2t2− t+2 = (t+1)(t−1)(t−2), pa smo dobili nejednaqinu
(t+1)(t−1)(t−2) < 0, a odavde rexe�e t ∈ (−∞,−1)∪(1, 2). Rexe�e poqetne
nejednaqine se nalazi iz

3
√

x < −1 ∨ 1 < 3
√

x < 2,

qije je rexe�e x ∈ (−∞,−1) ∪ (1, 8). 4

2.2.19. Rexiti nejednaqinu
√

3x− 1−
√

7− x ≤ 2.
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Rexe�e. Skup dopustivih vrednosti x je odre�en uslovima

3x− 1 ≥ 0 ∧ 7− x ≥ 0,

a to je D = [13 , 7].
Leva strana nejednaqine mo�e biti i negativna, zato

√
7− x prebacujemo

na desnu stranu i dobijamo

√
3x− 1 ≤ 2 +

√
7− x,

gde su obe strane pozitivne. Sada je nejednaqina ekvivalentna sa

3x− 1 ≤ (2 +
√

7− x)2 ∧ x ∈ D,

odnosno

3x− 1 ≤ 4 + 4
√

7− x + 7− x ∧ x ∈ D,

a odavde
√

7− x ≥ x− 3 ∧ x ∈ [
1
3
, 7]. (2.7)

Reximo prvo nejednaqinu
√

7− x ≥ x− 3.
Nejednaqina je oblika

√
a(x) ≥ b(x) i prema (2.5) ekvivalentna je sistemu(

a(x) ≥ b2(x) ∧ b(x) ≥ 0
)
∨
(
a(x) ≥ 0 ∧ b(x) < 0

)
.

Prema tome, dobijamo sistem(
7− x ≥ (x− 3)2 ∧ x− 3 ≥ 0

)
∨
(
7− x ≥ 0 ∧ x− 3 < 0

)
,

koji je ekvivalentan sistemu(
x2 − 5x + 2 ≤ 0 ∧ x ≥ 3

)
∨
(
x ≤ 7 ∧ x < 3

)
,

a ovaj (
x ∈ [(5−

√
17)/2, (5 +

√
17)/2] ∧ x ≥ 3

)
∨
(
x < 3

)
,

qije je rexe�e x ∈ (−∞, (5 +
√

17)/2].
Time smo dobili rexe�e nejednaqine

√
7− x ≥ x− 3.

To rexe�e ubacimo u sistem 2.7 i dobijamo

x ∈
(
−∞, (5 +

√
17)/2

]
∧ x ∈

[
1/3, 7

]
.

Rexe�e poqetne iracionalne nejednaqine je x ∈
[
1/3, (5 +

√
17)/2

]
.

4

2.2.20. Rexiti nejednaqinu

√
x− 1

x
−
√

1− 1
x

>
x− 1

x
.
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Rexe�e. Skup dopustivih vrednosti x je odre�en uslovima

x2 − 1
x

≥ 0 ∧ x− 1
x

≥ 0.

Prvi uslov je ekvivalentan sa x ∈ [−1, 0)∪ [1,+∞), a drugi sa x ∈ (−∞, 0)∪
[1,+∞). Sledi, D = [−1, 0)∪[1,+∞). Na skupu D desna strana nejednakosti

je nenegativna, pa izraz
√

1− 1
x prebacujemo na desnu stranu i dobijamo√

x− 1
x

>
x− 1

x
+

√
1− 1

x
,

gde su i leva i desna strana nenegativne za svaku vrednost x ∈ D.
Kvadrira�em dobijamo ekvivalentnu nejednaqinu

x− 1
x

>
(x− 1)2

x2
+ 2

x− 1
x

√
1− 1

x
+ 1− 1

x
,

odakle je

2
x− 1

x

√
1− 1

x
< x− 1− (x− 1)2

x2
.

Pretpostavimo da je x 6= 1. Tada je x−1
x pozitivno na D, pa se znak nejed-

nakosti ne�e promeniti ako je podelimo sa ovim izrazom i dobijamo√
1− 1

x
<

x2 − x + 1
2x

, x ∈ D/{1}.

Nejednakost je oblika
√

a(x) < b(x) i prema (2.4) ekvivalentna je sistemu

0 ≤ a(x) < b2(x) ∧ b(x) > 0,

xto je u naxem sluqaju

0 ≤ 1− 1
x

<

(
x2 − x + 1

2x

)2

∧ x2 − x + 1
2x

> 0 ∧ x ∈ D/{1}.

Ovo je ekvivalentno sa slede�im

1− 1
x

<

(
x2 − x + 1

2x

)2

∧ x ∈ (1,+∞),

a odatle i sa

x4 − 2x3 − x2 + 2x + 1 > 0 ∧ x ∈ (1,+∞).

S obzirom da je x4 − 2x3 − x2 + 2x + 1 = (x2 − x− 1)2, imamo sistem

(x2 − x− 1)2 > 0 ∧ x ∈ (1,+∞),

qije je rexe�e x ∈
(
1, (1 +

√
5)/2

)
∪
(
(1 +

√
5)/2,+∞

)
.

Ostalo je da jox proverimo da li x = 1 zadovo	ava nejednakost. Zamenom
ove vrednosti u poqetnu nejednakost zak	uqujemo da ne pripada skupu rex-
e�a, pa je konaqno rexe�e

(
1, (1 +

√
5)/2

)
∪
(
(1 +

√
5)/2,+∞

)
. 4
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2.2.21. Rexiti nejednaqinu (x− 1)
√

x2 − x− 2 ≥ 0

Rexe�e. Nejednaqina a(x)b(x) ≥ 0 ekvivalentna je sistemu(
a(x) ≥ 0 ∧ b(x) ≥ 0

)
∨
(
a(x) ≤ 0 ∧ b(x) ≤ 0

)
.

Prema tome, nejednaqina je ekvivalentna sistemu(
x− 1 ≥ 0 ∧

√
x2 − x− 2 ≥ 0

)
∨
(
x− 1 ≤ 0 ∧

√
x2 − x− 2 ≤ 0

)
,

iz qega sledi(
x ≥ 1 ∧ x ∈ (−∞,−1] ∪ [2,+∞)

)
∨
(
x ≤ 1 ∧ x ∈ {−1, 2}

)
,

a odavde
x ∈ [2,+∞) ∨ x = −1.

Rexe�e nejednaqine je x ∈ {−1} ∪ [2,+∞). 4

2.2.22. Rexiti nejednaqinu

√
x2 − 2x− 3

(x + 2)(x2 − 8x + 16)
≥ 0.

Rexe�e. Nejednaqina je ekvivalentna slede�em sistemu nejednaqina

x2 − 2x− 3 ≥ 0 ∧ (x + 2)(x2 − 8x + 16) > 0,

a odavde

x2 − 2x− 3 ≥ 0 ∧
[(

x + 2 > 0 ∧ (x− 4)2 > 0
)
∨
(
x + 2 < 0 ∧ (x− 4)2 < 0

)]
,

xto daje
x ∈ (−∞,−1] ∪ [3,+∞) ∧ x ∈ (−2, 4) ∪ (4,+∞).

Rexe�e nejednaqine je x ∈ (−2,−1] ∪ [3, 4) ∪ (4,+∞). 4

2.3 Zadaci za ve�bu

2.3.23. Rexiti jednaqinu
√

x4 − 4x− 16 = 2− x.

Rexe�e. x = −
√

5. 4

2.3.24. Rexiti jednaqinu
√

x + 5 +
√

20− x = 7.

Rexe�e. x1 = 4, x2 = 11. 4

2.3.25. Rexiti jednaqinu
√

y2 + 4y + 8+
√

y2 + 4y + 4 =
√

2(y2 + 4y + 6).

Rexe�e. y = −2. 4

2.3.26. Rexiti jednaqinu
√

x + 3− 4
√

x− 1 +
√

x + 8− 6
√

x− 1 = 1.

Rexe�e. 5 ≤ x ≤ 10. 4
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2.3.27. Rexiti jednaqinu 3
√

x + 3
√

x− 16 = 3
√

x− 8.

Rexe�e. x1 = 8, x2,3 = 8± 12
7

√
21. 4

2.3.28. Rexiti jednaqinu
√

x2 + x +
√

1 + 1
x2 =

√
x + 3.

Rexe�e. x = −1. 4

2.3.29. Rexiti jednaqinu
√

x + 4
√

x = 12.

Rexe�e. x = 81. 4

2.3.30. Rexiti jednaqinu 3
√

(a + x)2 + 4 3
√

(a− x)2 = 5 3
√

a2 − x2.

Rexe�e. x1 = 0, x2 = 63
65a. 4

2.3.31. Rexiti jednaqinu 4
√

97− x + 4
√

x = 5.

Rexe�e. x1 = 16, x2 = 81. 4

2.3.32. Rexiti jednaqinu
x 3
√

x− 1
3
√

x2 − 1
−

3
√

x2 − 1
3
√

x + 1
= 4.

Rexe�e. x = 8. 4

2.3.33. Rexiti jednaqinu
√

x 5
√

x− 5
√

x
√

x = 56.

Rexe�e. x = 210. 4

2.3.34. Rexiti jednaqinu
√

x2 − 2|x|+ 1 = 1.

Rexe�e. x ∈ {0, 2,−2}. 4

2.3.35. Rexiti nejednaqinu
√

x + 78 < x + 6.

Rexe�e. x > 3. 4

2.3.36. Rexiti nejednaqinu
√
−x2 + x + 6 > 1− x.

Rexe�e. −1 < x ≥ 3. 4

2.3.37. Rexiti nejednaqinu
√

3x2 − 2x− 1 ≥ 2x− 2.

Rexe�e. x ∈
(
−∞,− 1

3

]
∪ [1, 5]. 4

2.3.38. Rexiti nejednaqinu
√

x2 − 3x + 2 ≤ 2x− 1.

Rexe�e. x ∈
[
(1 +

√
13)/6, 1

]
∪ [2,+∞). 4

2.3.39. Rexiti nejednaqinu
√

1− x−
√

x > 1√
3
.

Rexe�e. x ∈ [0, (3−
√

5)/6). 4
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2.3.40. Rexiti nejednaqinu
√

3x− 5 +
√

x− 2 >
√

4x− 3.

Rexe�e. x > 3. 4

2.3.41. Rexiti nejednaqinu 1
x (1−

√
1− 9x2) < 1.

Rexe�e. x ∈
[
− 1/3, 0

)
∪
(
0, 1/5

)
. 4

2.3.42. Rexiti nejednaqinu
√

4−
√

1− x−
√

2− x > 0.

Rexe�e. x ∈
(
(
√

13− 5)/2, 1
]
. 4

2.3.43. Rexiti nejednaqinu 1
x+

√
2−x2 + 1

x−
√

2−x2 ≥ 0, 5.

Rexe�e. x ∈
(
− 1, 1−

√
2
]
∪
(
1,
√

2
]
. 4

2.3.44. Rexiti nejednaqinu

√
x + x√
x− 1

≤ 6
√

x.

Rexe�e. x ∈ [0, 1) ∪
(
0, 45

8

)
. 4

2.3.45. Rexiti nejednaqinu
√

x + 3
√

1− x > 1.

Rexe�e. x ∈ (0, 1) ∪ (9,+∞). 4
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Glava 3

Kompleksni brojevi

3.1 Teorijski uvod

Jednostavna jednaqina x2 +1 = 0 nema rexe�a u skupu realnih brojeva.
Da bi otklonili ovaj nedostatak realnih brojeva rexava�emo jednaqinu na
skupu kompleksnih brojeva u kome se realni brojevi nalaze kao podskup.
Kompleksni brojevi su izrazi oblika a + ib, gde su a i b realni brojevi, a
i simbol.
Za kompleksan broj z = a + ib, realan broj a je �egov realni deo, oznaka
a = Re(z), a realan broj b je �egov imaginaran deo, oznaka b = Im(z).
Simbol i zovemo imaginarna jedinica koja ima svojstvo i2 = −1. Za kom-
pleksan broj z = a + ib je �emu konjugovan broj z = a− ib.
Modul kompleksnog broja z = a + ib je (nenegativan) broj |z| =

√
a2 + b2.

Pod n-tim korenom broja z podrazumevamo svaki kompleksan broj qiji je
n-ti stepen jednak z.
S obzirom da je i2 = −1, va�i da je i3 = i2 · i = −i, zatim, i4 = i2 · i2 =
(−1)(−1) = 1, i5 = i4 · i = i, itd. Matematiqkom indukcijom se mo�e
dokazati da va�i

i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Neka je u ravni σ zadat Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxy, qime
je svakoj taqki dode	en ure�en par realnih brojeva. Slede�e preslikava�e

T : C → σ, C 3 z = x + iy → T (x, y) ∈ σ

je bijekcija i �ome svakom kompleksnom broju dode	ujemo jednu taqku ravni
σ i obratno, svaka taqka ravni σ je slika taqno jednog kompleksnog broja,
(sl 2...).
Osu Ox nazivamo realnom osom, a Oy imaginarnom osom.

39
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Ravan σ zovemo kompleksna ravan i za svaki kompleksan broj z = a + ib
u toj ravni va�e slede�e osobine:
1◦ Konjugovan broj z = a − ib se dobija simetrijom taqke z u odnosu na
realnu osu (sl 3...).

2◦ Kompleksan broj −z se dobija simetrijom taqke z u odnosu na taqku
0 (sl 4...).

3◦ Modul |z| =
√

a2 + b2 je rastoja�e izme�u taqaka z i 0 (sl 5...).

4◦ Vektor polo�aja taqke z1 + z2 jednak je zbiru vektora polo�aja taqaka
z1 i z2 (sl 6...).

5◦ Rastoja�e izme�u taqaka koje odgovaraju kompleksnim brojevima z1 i
z2 jednako je modulu razlike ta dva broja, |z1 − z2| (sl 7...).

6◦ Skup svih taqaka z ∈ C za koji va�i |z−z0| = R, gde je z0 dati komplek-
san broj, jeste kru�na linija sa centrom u z0 i polupreqnikom R (sl 8...).

7◦ Svaki kompleksan broj z 6= 0 se mo�e na jedinstven naqin zapisati
u trigonometrijskom obliku

z = r(cos ϕ + i sinϕ),
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gde je r = |z| modul i ϕ ∈ (−π, π] argument kompleksnog broja, oznaka arg z
(sl 9...).

Proizvod dva kompleksna broja z1 = r1(cos ϕ1 + i sinϕ1) i z2 = r2(cos ϕ2 +
i sinϕ2) je

z1z2 = r1r2

(
cos(ϕ1 + ϕ2 + 2lπ) + i sin(ϕ1 + ϕ2 + 2lπ)

)
,

gde l ∈ {−1, 0, 1} biramo takvo da ϕ1 + ϕ2 + 2lπ ∈ (−π, π].

Svaki kompleksan broj z 6= 0 se mo�e na jedinstven naqin zapisati u po-
larnom obliku

z = reiϕ,

gde je r = |z| modul i ϕ ∈ (−π, π] argument kompleksnog broja, pri qemu

je eiϕ = cos ϕ + i sinϕ. Prema tome, va�i eiϕ1eiϕ2 = ei(ϕ1+ϕ2), eiϕ1

eiϕ2 =
ei(ϕ1−ϕ2), ei(ϕ+2kπ) = eiϕ (k ∈ Z).

Neka je data taqka T u kompleksnoj ravni koja odgovara kompleksnom broju
z = r(cos ϕ + i sinϕ), (ϕ ∈ (−π, π]). Taqku T ′ koja odgovara kompleksnom
broju za, gde je a = eiα = cos α + i sinα, mo�emo dobiti rotacijom oko 0
taqke T za orijentisani ugao α (sl 10...).

(Muavrova formula) Ako je z = r(cos ϕ + i sinϕ), onda za svaki n ∈ N
va�i

zn = (r(cos ϕ + i sinϕ))n = rn(cos nϕ + i sinnϕ). (3.1)

Neka je dat kompleksni broj z = r(cos ϕ + i sinϕ). �egovi razliqiti n-ti
koreni su oblika

zk = n
√

r

(
cos

ϕ + 2kπ

n
+ i sin

ϕ + 2kπ

n

)
, k ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}. (3.2)

Neka je n ∈ N i z = r(cos ϕ+i sinϕ), ϕ ∈ (−π, π]. Taqke u kompleksnoj ravni
koje odgovaraju n-tim korenima kompleksnog broja z pripadaju kru�noj
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liniji polupreqika n
√

r sa centrom u koordinatnom poqetku i predstavl-
jaju temena pravilnog n-tougla, qije jedno teme odgovara kompleksnom broju
n
√

r(cos
ϕ

n
+ i sin

ϕ

n
)(sl 11...).

Rexe�a kvadratne jednaqine x2 + 9 = 0 su x1,2 = ±3i. Qesto se pixe
x2 = −9 ⇔ x = ±

√
−9 = ±3i. Me�utim, ovde je nekorektno

√
−9 jer un-

utar korena je negativan broj. Ali, da bi jednostavnije rexili zadatak i
sa kra�im zapisom, namerno �emo praviti tu grexku.

Za svaki kompleksan broj z = a + ib va�i:
a) z + z = 2Re(z) = 2a;
b) z − z = 2iIm(z) = 2ib;
v) z · z = |z|2;
g) |z1 · z2| = |z1| · |z2|;
d) |z2| = |z|2;
�) z1 + z2 = z1 + z2;
e) |z| = |z|;

�)

(
z1

z2

)
=

z1

z2
.
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3.2 Rexeni zadaci

3.2.1. Izraqunati z1 + z2, z1 · z2, z1 − z2 ako je z1 = 3 + 4i, z2 = 1− 3i.

Rexe�e. Iz definicije sabira�a, oduzima�a i mno�e�a kompleksnih bro-
jeva nalazimo

z1 + z2 = 3 + 4i + 1− 3i = 4− i,
z1 − z2 = 3 + 4i− (1− 3i) = 2 + 7i,
z1 · z2 = (3 + 4i)(1− 3i) = 15− 5i.

4

3.2.2. Neka je z = 3 − 4i. Oznaqiti u kompleksnoj ravni taqke koje
odgovaraju kompleksnim brojevima:
a) z b) −z v) z − 2 g) z + 3i d) iz.

Rexe�e. a) sl 15. b) sl 16. v) sl 17. g) sl 18. d) sl 19.

4

3.2.3. Odrediti u kompleksnoj ravni skup taqaka koje zadovo	avaju
relacije:
a) |z + i| = |z − 1|; b) 1 < |z − i| < 2.

Rexe�e. a) Kompleksni brojevi koji zadovo	avaju jednaqinu |z− (−i)| = R
nalaze se na kru�nici polupreqnika R sa centrom u z0 = −i, a komplek-
sni brojevi koji zadovo	avaju jednaqinu |z−1| = R nalaze se na kru�nici
polupreqnika R sa centrom u z1 = 1. Prema tome, kompleksni brojevi za
koje va�i |z + i| = |z − 1| su oni koji su u kompleksnoj ravni podjednako
uda	eni od taqaka z0 = −i i z1 = 1, odnosno nalaze se na simetrali du�i
koja spaja taqke z0 i z1 (sl 20.).
b) Rexe�e nejednaqine 1 < |z − i| qine svi kompleksni brojevi van kruga
polupreqnika 1 sa centrom u z0 = i, a rexe�e nejednaqine |z − i| < 2 qine
svi kompleksni brojevi unutar kruga polupreqnika 2 sa centrom z0 = i.
Konaqno, rexe�e poqetne nejednaqine qine kompleksni brojevi unutar
kru�nog prstena sl....

4



44 GLAVA 3. KOMPLEKSNI BROJEVI

3.2.4. Na�i realni i imaginarni deo kompleksnog broja z =
7 + 2i

4− 3i
.

Rexe�e. Poxto je

7 + 2i

4− 3i
=

7 + 2i

4− 3i
· 4 + 3i

4 + 3i
=

(7 + 2i)(4 + 3i)
42 − (3i)2

=
22 + 29i

25
=

22
25

+ i
29
25

,

to je Re(z) = 22
25 , Im(z) = 29

25 . 4

3.2.5. Koliko ima celih brojeva n za koje je (n + i)4 ceo broj?

Rexe�e. Va�i slede�e (n+i)4 = (n2+2in+i2)2 = (n2+2in−1)(n2+2in−1) =
n4 + 4in3 − 6n2 − 4in + 1 = n4 − 6n2 + 1− 4n(n2 − 1)i. Da bi (n + i)4 bio ceo
broj mora biti pre svega realan, a to va�i ako je 4n(n2− 1) = 0. Posled�a
jednakost je zadovo	ena akko n ∈ {0,−1, 1}. Za takve vrednosti n izraz
(n + i)4 je ceo broj. 4

3.2.6. Rexiti jednaqinu ix2 − 4x + i = 0.

Rexe�e. Koreni jednaqine ax2 + bx + c = 0 (a, b, c kompleksni brojevi)

dobijaju se pomo�u poznate formule x1,2 = −b±
√

b2−4ac
2a . Ako primenimo ovo

na naxu jednaqinu dobijamo

x1,2 = 4±
√

16−4i2

2i = 4±
√

20
2i = 4±2

√
5

2i = (−2±
√

5)i.
4

3.2.7. Neka je S = in + i−n, gde je n ceo broj. Koje sve vrednosti S mo�e
imati?

Rexe�e. Znamo da je i4k−3 = i, i4k−2 = −1, i4k−1 = −i, i4k = 1 i i−(4k−3) =
−i, i−(4k−2) = −1, i−(4k−1) = i, i−4k = 1. Prema tome, za n = 4k − 3, n =
4k − 2, n = 4k − 1, n = 4k dobijemo za S redom slede�e vrednosti 0,−2, 0 i
2. 4

3.2.8. Na�i sve kompleksne brojeve koji su konjugovani svom kvadratu.

Rexe�e. Potrebno je na�i sve kompleksne brojeve za koje va�i z2 = z.
Zapiximo broj kao z = x + iy, x, y ∈ R. Zamenom u jednaqinu dobijamo
(x + iy)2 = x− iy, a odatle x2 + i2xy − y2 = x− iy. Ako izjednaqimo realne
i imaginarne delove dobi�emo sistem x2 − y2 = x, 2xy = −y.
Posmatrajmo drugu jednaqinu. Ako je y 6= 0, onda je x = − 1

2 , pa iz prve

jednaqine sledi da je
1
4
− y2 = −1

2
, a odatle je y1,2 = ±

√
3

2
. Ako je y = 0,

onda je x2 = x, odnosno x = 0 ili x = 1.

Tra�eni kompleksni brojevi su z1 = −1
2

+ i

√
3

2
, z2 = −1

2
− i

√
3

2
, z3 = 0 i

z4 = 1. 4

3.2.9. Rexiti jednaqinu z|z| + 4z + 5z + 2i = 0 u skupu kompleksnih
brojeva.
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Rexe�e. Predstavimo kompleksan broj kao z = x + iy, x, y ∈ R. Tada je
(x + iy)

√
x2 + y2 + 4(x + iy) + 5(x− iy) + 2i = 0, odnosno x

√
x2 + y2 + 9x +

i(y
√

x2 + y2 − y + 2) = 0. Ako izjednaqimo realni i imaginarni deo sa 0,
dobijamo sistem

x
√

x2 + y2 + 9x = 0,

y
√

x2 + y2 − y + 2 = 0.

Ovaj sistem je ekvivalentan sa slede�im sistemom

x(
√

x2 + y2 + 9) = 0,

y
√

x2 + y2 − y + 2 = 0.

Iz prve jednaqine sledi da je x = 0 i ako to zamenimo u drugu jednaqinu
dobijamo y

√
y2 − y + 2 = 0, odnosno y|y| − y + 2 = 0. Ako je y ≥ 0, onda

jednaqina y2−y+2 = 0 nema realnih rexe�a, a ako je y < 0, onda jednaqina
−y2 − y + 2 = 0 ima rexe�a y1 = −2 i y2 = 1. Rexe�e y2 = 1 ne uzimamo u
obzir jer y mora biti negativno, stoga je y = −2. Dobili smo da je x = 0 i
y = −2. Rexe�e jednaqine je −2i. 4

3.2.10. Uprostiti izraz

(
1 + i

1− i

)6

+
(

1− i

1 + i

)6

.

Rexe�e. Prvi naqin. Primenom jednakosti (1 + i)2 = 1 + 2i + i2 = 2i i

(1− i)2 = 1− 2i + i2 = −2i dobijamo

(
1 + i

1− i

)6

+
(

1− i

1 + i

)6

=
(

(1 + i)2

(1− i)2

)3

+(
(1− i)2

(1 + i)2

)3

=
(

2i

−2i

)3

+
(
−2i

2i

)3

= (−1)3 + (−1)3 = −1− 1 = −2.

Drugi naqin. Racionalisa�em izraza u zagradama dobijamo
1 + i

1− i
· 1 + i

1 + i
=

1 + 2i + i2

1− i2
=

2i

2
= i,

1− i

1 + i
· 1− i

1− i
=

1− 2i + i2

1− i2
=
−2i

2
= −i,

pa je

(
1 + i

1− i

)6

+
(

1− i

1 + i

)6

= i6 + (−i)6 = −1− 1 = −2. 4

3.2.11. Izraqunati

(
1 + i

1− i

)2014

.

Rexe�e. Prvi naqin. Racionalisa�em izraza
1 + i

1− i
dobijamo

1 + i

1− i
=

1 + i

1− i
·

1 + i

1 + i
=

1 + 2i + i2

1− i2
=

2i

2
= i. Prema tome imamo

(
1 + i

1− i

)2014

= i2014 =

i2012 · i2 = (i4)503 · i2 = −1.
Drugi naqin. Na osnovu jednakosti (1 + i)2 = 2i i (1− i)2 = −2i imamo(

1 + i

1− i

)2014

=
(

(1 + i)2

(1− i)2

)1007

=
(

2i

−2i

)1007

= (−1)1007 = −1.

4
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3.2.12. Rexiti jednaqinu

(
1 + ix

1− ix

)4

= 1.

Rexe�e. Za x 6= −i jednaqina je ekvivalentna jednaqini (1+ix)4 = (1−ix)4,
tj. 8ix + 8i3x3 = 0, odnosno 8ix(x2 − 1) = 0. Rexe�a posled�e jednaqine su
x1 = 0, x2,3 = ±1. 4

3.2.13. Zapisati kompleksan broj z = −
√

3 − i u trigonometrijskom
obliku.

Rexe�e. Prvi naqin: Iz zapisa mo�emo videti da je Re(z) = −
√

3 i

Im(z) = −1. Izraqunajmo prvo modul r = |z| =
√

(−
√

3)2 + (−1)2 =
√

3 + 1 = 2. Zatim, u kompleksnom broju izdvojimo modul i dobijamo z =

2(−
√

3
2
− 1

2
). S obzirom da je trigonometrijski oblik kompleksnog broja

z = r(cos ϕ + i sinϕ), potrebno je na�i argument ϕ ∈ (−π, π] takav da je

cos ϕ = −
√

3
2 i sinϕ = − 1

2 . Na osnovu trigonometrijskog kruga mo�emo za-
k	uqiti da je ϕ = − 5π

6 (sl 12...).

Stoga je trigonometrijski zapis posmatranog kompleksnog broja
z = 2(cos(− 5π

6 ) + i sin(− 5π
6 )).

Drugi naqin: Modul je |z| = 2, a argument oznaqimo sa ϕ = arg z. Nalazimo

tgϕ =
Im(z)
Re(z)

=
−1
−
√

3
=

1√
3
, ϕ ∈ (−π, π], a odavde ϕ =

π

6
ili ϕ = − 5π

6 . Zbog

sinϕ =
Im(z)
|z|

=
−1
2

= −1
2
, zak	uqujemo da je ϕ = −5π

6
. Trigonometrijski

oblik kompleksnog broja je z = 2(cos(− 5π
6 ) + i sin(− 5π

6 )). 4

3.2.14. Zapisati kompleksan broj z = −1 + i u trigonometrijskom ob-
liku.

Rexe�e. Koriste�i formulu |z| =
√

a2 + b2 (z = a + ib), dobijamo da je

modul jednak |z| =
√

1 + 1 =
√

2. Kompleksan broj mo�emo zapisati kao

z =
√

2
(
− 1√

2
+ i

1√
2

)
, odakle sledi da je cos ϕ = − 1√

2
i sinϕ =

1√
2
. Ar-

gument kompleksnog broja je arg z = ϕ =
3π

4
, pa je z =

√
2
(

cos
3π

4
+ i sin

3π

4

)
(sl 13....).
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4

3.2.15. Kompleksan broj 1 + cos α + i sinα, α ∈ (−π, π) zapisati u
trigonometrijskom obliku.

Rexe�e. Zbog (1+cos α)2+(sinα)2 = 1+2 cos α+cos2 α+sin2 α = 2+2 cos α =

2(1 + cos α) = 2 · 2 cos2
α

2
imamo da je |z| =

√
4 cos2

α

2
= 2 cos

α

2
, jer je

cos
α

2
> 0. Zatim, cos ϕ =

1 + cos α

2 cos α
2

=
2 cos2 α

2

2 cos α
2

= cos
α

2
i sinϕ =

sinα

2 cos α
2

=

2 sin α
2 cos α

2

2 cos α
2

= sin
α

2
. Stoga je ϕ =

α

2
, pa je z = 2 cos

α

2

(
cos

α

2
+ i sin

α

2

)
. 4

3.2.16. Kompleksan broj z 6= 0 zapisan je u trigonometrijskom obliku,

z = r(cos ϕ + i sinϕ). Zapisati u trigonometrijskom obliku broj
1
z
.

Rexe�e. Prvi naqin. Neka je z = r(cos ϕ + i sinϕ). Tada je
1
z

= (r(cos ϕ +

i sinϕ))−1 = (reiϕ)−1 =
1
r
e−iϕ =

1
r
(cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)).

Drugi naqin. Neka je z = r(cos ϕ + i sinϕ). Tada je
1
z

=
1
z
· z

z
=

z

|z|2
=

r(cos ϕ− i sinϕ)
r2

=
1
r

(
cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)

)
. 4

3.2.17. Broj z =
√

2 +
√

2 + i
√

2−
√

2 napisati u trigonometrijskom
obliku.

Rexe�e. Modul broja z je |z| =
√

2 +
√

2 + 2−
√

2 = 2, pa se mo�e zapisati

z = 2

(√
2 +

√
2

2
+ i

√
2−

√
2

2

)
. Potrebno je na�i argument ϕ za koje je

cos ϕ =

√
2 +

√
2

2
i sinϕ =

√
2−

√
2

2
. Kako je tg ϕ =

√
2−

√
2√

2+
√

2
=
√

3− 2
√

2,

onda je za tg 2ϕ =
2tgϕ

1− tg2ϕ
=

2
√

3− 2
√

2
2
√

2− 2
=

2
√

(1−
√

2)2

2
√

2− 2
=

2(1−
√

2)
2(
√

2− 1)
=

1, ϕ 6= π

4
. Prema tome, 2ϕ =

π

4
. Dobili smo trigonometrijski oblik z =

2
(
cos

π

8
+ i sin

π

8

)
. 4

3.2.18. Ako je z1 = (−1−i
√

3)/2 i z2 = (−1+i
√

3)/2, izraqunati z3
1 +z3

2 .
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Rexe�e. Tra�eni zbir je jednak
z3
1 + z3

2 = (z1 + z2)(z2
1 − z1z2 + z2

2) = (z1 + z2)((z1 + z2)2 − 3z1z2).

Kako je z1 +z2 =
−1− i

√
3

2
+
−1 + i

√
3

2
= −1 i z1z2 =

−1− i
√

3
2

−1 + i
√

3
2

=

1− (i
√

3)2

4
= 1, dobijamo z3

1 +z3
2 = (z1+z2)((z1+z2)2−3z1z2) = (−1)(1−3) =

2.
Zadatak se mo�e rexiti i ako uoqimo da je z1 = −eiπ/3, a z2 = −e−π/3.
Odatle sledi da je z3

1 = −eiπ = 1, i z3
2 = −eiπ = 1, odnosno z3

1 + z3
2 = 2. 4

3.2.19. Srediti izraz
6 cos π

6 + 6i sin π
6

2 cos 2π
3 + 2i sin 2π

3

.

Rexe�e. Prvi naqin. Brojilac datog izraza je jednak 6 cos
π

6
+ 6i sin

π

6
=

6(cos
π

6
+i sin

π

6
) = 6ei π

6 , a imenilac 2 cos
2π

3
+2i sin

2π

3
= 2(cos

2π

3
+i sin

2π

3
) =

2ei 2π
3 .Odavde je

6 cos π
6 + 6i sin π

6

2 cos 2π
3 + 2i sin 2π

3

=
6ei π

6

2ei 2π
3

= 3ei( π
6−

2π
3 ) = 3eiπ 1−4

6 = 3e−
π
2 i =

−3i.
Drugi naqin. Racionalisa�em izraza dobijamo

6 cos π
6 + 6i sin π

6

2 cos 2π
3 + 2i sin 2π

3

=
6
√

3
2 + 6i 1

2

2(− 1
2 ) + 2i

√
3

2

= 3

√
3

2 + i 1
2

− 1
2 + i

√
3

2

= 3

√
3

2 + i 1
2

− 1
2 + i

√
3

2

·
− 1

2 − i
√

3
2

− 1
2 − i

√
3

2

=

3
−
√

3
4 +

√
3

4 − 1
4 i− 3

4 i
1
4 + 3

4

= −3i. 4

3.2.20. Izraqunati (
√

3− i)36.

Rexe�e. Prvi naqin. Predstavimo kompleksan broj z =
√

3−i u trigonometri-
jskom obliku. S obzirom da je |z| = 2 i arg z = −π

6 , imamo z = 2(cos(−π
6 ) +

i sin(−π
6 )). Primenom Muavrove formule dobijamo

z36 = 236
(
cos(−36 · π

6
) + i sin(−36 · π

6
)
)

= 236 (cos(−6π)− i sin(−6π)) = 236.

Drugi naqin. Na osnovu jednakosti (
√

3− i)3 = −8i imamo

(
√

3− i)36 =
(
(
√

3− i)3)
)12 = (−8i)12 = 236.

4

3.2.21. Izraqunati z12, gde je z kompleksan broj koji zadovo	ava jed-
naqinu z2 + z + 1 = 0.

Rexe�e. Rexe�a jednaqine z2 + z + 1 = 0 su z1,2 = −1±
√

1−4
2 = −1±

√
3i

2 =
− 1

2 ±
√

3
2 i. Zapiximo rexe�a u trigonometrijskom obliku z1 = − 1

2 +
√

3
2 i =

cos 2π
3 + i sin 2π

3 i z2 = − 1
2 −

√
3

2 i = cos 4π
3 + i sin 4π

3 .
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Odavde sledi da je z12
1 =

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)12

= cos(8π) + i sin(8π) = 1 i

z12
2 =

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)12

= cos(16π) + i sin(16π) = 1. Rexe�e je z = 1. 4

3.2.22. Na�i vrednost kompleksne funkcije f(z) =
(

z

1− i

)20

u taqki

z = 1 + i
√

3.

Rexe�e. Prvi naqin. Zapiximo kompleksne brojeve z1 = 1+i
√

3 i z2 = 1−i
u trigonometrijskom obliku. Za broj z1 je |z1| =

√
1 + 3 = 2 i arg z1 = π

3 ,

pa je z1 = 2(cos π
3 + i sin π

3 ), a za z2 je |z2| =
√

1 + 1 =
√

2 i arg z2 =

−π

4
, pa je z2 =

√
2(cos(−π

4 ) + i sin(−π
4 )). Konaqno, f(z) =

(
z

1− i

)20

=(
2(cos π

3 + i sin π
3 )

√
2(cos(−π

4 ) + i sin(−π
4 ))

)20

=
220(cos 20 · π

3 + i sin 20 · π
3 )

210(cos(−20 · π
4 ) + i sin(−20 · π

4 ))
=

210 ·
cos 2 · π

3 + i sin 2 · π
3

cos(−5π) + i sin(−5π)
= 210 ·

− 1
2 + i

√
3

2

−1 + 0
= −210

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
=

29
(
1− i

√
3
)

.

Drugi naqin. Na osnovu qi�enice da je (1 + i
√

3)3 = −8 i (1 − i)2 =

−2i imamo f(z) =

(
1 + i

√
3

1− i

)20

=
(1 + i

√
3)20

(1− i)20
=

(1 + i
√

3)18(1 + i
√

3)2

((1− i)2)10
=(

(1 + i
√

3)3
)6(1 + i

√
3)2(

(1− i)2
)10 =

(−8)6(−2 + 2i
√

3)
(−2i)10

=
86(−1 + i

√
3)

−29
= 29

(
1− i

√
3
)

.

4

3.2.23. Izraqunati zbirove Cn = 1 + cos ϕ + cos 2ϕ + . . . . . . + cos nϕ i
Sn = sinϕ + sin 2ϕ + . . . + sinnϕ.

Rexe�e. Posmatrajmo zbir Cn+iSn = 1+(cos ϕ+i sinϕ)+(cos 2ϕ+i sin 2ϕ)+
. . .+(cos nϕ+ i sinnϕ) = 1+(cos ϕ+ i sinϕ)+ (cos ϕ+ i sinϕ)2 + . . .+(cos ϕ+
i sinϕ)n = 1 + z + z2 + . . . + zn, gde je z = cos ϕ + i sinϕ. Kako je

1 + z + z2 + . . . + zn =
{

1−zn+1

1−z , z 6= 1;
n + 1, z = 1,

imamo za ϕ 6= 2kπ

Cn+iSn = 1−zn+1

1−z = 1−(cos ϕ+i sin ϕ)n+1

1−(cos ϕ+i sin ϕ) = 1−cos(n+1)ϕ−i sin(n+1)ϕ
2 sin ϕ

2 (sin ϕ
2 −i cos ϕ

2 ) =
2 sin n+1

2 ϕ(sin n+1
2 ϕ−i cos n+1

2 ϕ)
2 sin ϕ

2 (sin ϕ
2 −i cos ϕ

2 ) ·
sin ϕ

2 +i cos ϕ
2

sin ϕ
2 +i cos ϕ

2
= sin n+1

2 ϕ

sin ϕ
2

(
sin n+1

2 ϕ sin ϕ
2 − cos n+1

2 ϕ cos ϕ
2 + i

(
sin n+1

2 ϕ cos ϕ
2 − cos n+1

2 ϕ sin ϕ
2

))
=

sin n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

cos n
2 ϕ + i

sin n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

sin n
2 ϕ.

Izjednaqava�em realnih, odnosno imaginarnih delova nalazimo
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Cn =
sin n+1

2 ϕ

sin ϕ
2

cos
n

2
ϕ i Sn =

sin n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

sin
n

2
ϕ.

Ako je ϕ = 2kπ, k ∈ Z, onda je Cn + iSn = n + 1, pa je Cn = n + 1 i Sn = 0.

4

3.2.24. Na�i sve qetvrte korene broja z = −1 + i.

Rexe�e. Zapiximo kompleksan broj z u trigonometrijskom obliku. Modul

je |z| =
√

(−1)2 + 12 =
√

2, pa je z =
√

2(
−1√

2
+ i

1√
2
). Odavde vidimo da je

cos ϕ =
−1√

2
i sinϕ =

1√
2
, pa je ϕ =

3π

4
. Stoga je, na osnovu formule (3.2),

zk =
4
√√

2
(

cos
3π
4 + 2kπ

4
+ i sin

3π
4 + 2kπ

4

)
, k ∈ {0, 1, 2, 3}. Prema tome,

z0 = 8
√

2
(

cos
3π

16
+ i sin

3π

16

)
,

z1 = 8
√

2
(

cos
(

3π

16
+

π

2

)
+ i sin

(
3π

16
+

π

2

))
= 8
√

2
(

cos
(

11π

16

)
+ i sin

(
11π

16

))
,

z2 = 8
√

2
(

cos
(

3π

16
+ π

)
+ i sin

(
3π

16
+ π

))
= 8
√

2
(

cos
(
−13π

6

)
+ i sin

(
−13π

6

))
,

z3 = 8
√

2
(

cos
(

3π

16
+ 3 · π

2

)
+ i sin

(
3π

16
+ 3 · π

2

))
= 8
√

2
(

cos
(
−5π

6

)
+ i sin

(
−5π

6

))
,

gde smo primenili cos
(

11π

16

)
= cos

(
13π

16
+

π

2

)
, cos

(
−13π

16

)
= cos

(
3π

16
+ π

)
, cos

(
−5π

16

)
=

cos
(

3π

16
+ 3 · π

2

)
, kao i sin

(
11π

16

)
= sin

(
13π

16
+

π

2

)
, sin

(
−13π

16

)
= sin

(
3π

16
+ π

)
,

sin
(
−5π

16

)
= sin

(
3π

16
+ 3 · π

2

)
.

Kako je |zk| =
√

2 za sve k ∈ {0, 1, 2, 3}, a argumenti se dobijaju dodavan-

jem argumentu arg z0 =
3π

16
redom

π

2
, −2 · π

2
i −π

2
, qetvrti koreni broja

−1 + i predstav	aju u kompleksnoj ravni temena kvadrata, koja se nalaze
na kru�noj liniji polupreqnika 8

√
2 sa centrom u koordinatnom poqetku,

sl 14...

4

3.2.25.DODATI SLIKU Neka su z1 i z2 dva naspramna temena jednog
kvadrata u kompleksnoj ravni, i z3 i z4 ostala dva naspramna temena.

Dokazati z3z4 =
z2
1 + z2

2

2
.
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Rexe�e. Izrazimo z3 i z4 preko z1 i z2. Oznaqimo presek dijagonala
kvadrata sa z0 = z1+z2

2 , videti sliku... Ako posmatramo kompleksne brojeve
z2−z0 i z4−z0 vidimo da se kompleksan broj z4 dobija rotacijom komplek-
snog broja z2 oko z0 za ugao

π
2 u suprotnom smeru od smera kaza	ke na satu.

Prema tome z4 − z0 = (z2 − z0)ei π
2 = (z2 − z0)(cos

π

2
+ i sin

π

2
) = (z2 − z0)i.

Odavde z4 = z0 + (z2 − z0)i =
z1 + z2

2
+ (z2 −

z1 + z2

2
)i =

z1 + z2

2
+

z2 − z1

2
i.

Ako posmatramo kompleksne brojeve z1 − z0 i z3 − z0 vidimo da se kom-
pleksan broj z3 dobija rotacijom kompleksnog broja z1 oko z0 za ugao π

2 u
suprotnom smeru od smera kaza	ke na satu. Prema tome z3 − z0 = (z1 −
z0)ei π

2 = (z1 − z0)(cos
π

2
+ i sin

π

2
) = (z1 − z0)i. Odavde z3 = z0 + (z1 − z0)i =

z1 + z2

2
+ (z1 −

z1 + z2

2
)i =

z1 + z2

2
+

z1 − z2

2
i.

Dobili smo

z3z4 =
(

z1 + z2

2
+

z2 − z1

2
i

)(
z1 + z2

2
+

z1 − z2

2
i

)
=

=
(z1 + z2)2

4
− (z2 − z1)2

4
i2 =

z2
1 + 2z1z2 + z2

2

4
+

z2
2 − 2z1z2 + z2

1

4
=

z2
1 + z2

2

2
.

4

3.2.26. Izraqunati[
1 +

1 + i

2

][
1 +

(
1 + i

2

)2
][

1 +
(

1 + i

2

)22]
· · ·

[
1 +

(
1 + i

2

)2n]
(n ≥ 2).

Rexe�e. Zbog
(

1+i
2

)2
= i

2 ,
(

1+i
2

)22

=
(

i
2

)2
, . . . ,

(
1+i
2

)2n

=
(

i
2

)2n−1
, imamo[

1 +
1 + i

2

][
1 +

(
1 + i

2

)2
][

1 +
(

i

2

)2
]
· · ·

[
1 +

(
1 + i

2

)2n]
=

=
[
1 +

1 + i

2

] [
1 +

i

2

][
1 +

(
1 + i

2

)22]
· · ·

[
1 +

(
i

2

)2n−1
]

=

=
1 + 1+i

2

1− i
2

[
1− i

2

] [
1 +

i

2

][
1 +

(
i

2

)2
]
· · ·

[
1 +

(
i

2

)2n−1
]

=

=
1 + 1+i

2

1− i
2

[
1−

(
i

2

)2n]
=

3 + i

2− i

(
1− 1

22n

)
= (1+i)

(
1− 1

22n

)
.

Iskoristili smo qi�enicu da je i2
n

= 1 za n ≥ 2. 4

3.3 Zadaci za ve�bu

3.3.27. Izraqunati |z| (modul kompleksnog broja z), ako je z = (2−i)(1+i)
3−i .

Rexe�e. |z| = 1. 4
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3.3.28. Izraqunati i + i2 + i3 + i4 + . . . + i2000.

Rexe�e. Zbir je jednak 0. 4

3.3.29. Kompleksan broj |z| ima svojstvo da je Re(z) qetiri puta ve�i
od Im(z). Koliko je puta Re(z2) ve�i od Im(z2)?

Rexe�e. 1,875 puta. 4

3.3.30. Izraqunati (1 + i
√

3)9 + (
√

3− i)9.

Rexe�e. 29(−1 + i). 4

3.3.31. Ako je kompleksan broj z = x + iy (x, y ∈ R, i2 = −1) takav da je
|z|+ |z + 1|+ i = 0, izraqunati 2x− y.

Rexe�e. 2x− y = −1. 4

3.3.32. Izraqunati

(
3

1 + i
+

1 + i

2i

)16

.

Rexe�e. 224. 4

3.3.33. Ako kompleksan broj z zadovo	ava jednakost z + 2z = 12 + 3i,
na�i |z|.

Rexe�e. |z| = 5. 4

3.3.34. Na�i sve xeste korene broja i−
√

3.

Rexe�e.
6
√

2
(

cos
(

5π

36
+

2kπ

6

)
+ i sin

(
5π

36
+

2kπ

6

))
, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. 4

3.3.35. Rexiti jednaqinu z5 = (1− z)5.

Rexe�e.
1
2

(
1− itg

kπ

5

)
, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. 4

3.3.36. Rexiti po z jednaqinu z + 2z = 6− i.

Rexe�e. z = 2 + i. 4

3.3.37. Dat je kompeksan broj z1 = 2 − 2i. Odrediti kompleksan broj

z = x + iy koji zadovo	ava Re (z · z1) = 18 i Im
(

z

z1

)
=

1
13

.

Rexe�e. z = 3 + 4i. 4

3.3.38. Ako je z +
1
z

= 1, izraqunati

a) z3;

b) z1000 +
1

z1000
.
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Rexe�e. a) −1; b) −1. 4

3.3.39. Xta u ravni predstav	a skup parova (x, y) takvih da je z = x+iy
i
a) Re (z) + Im (z) < 1;
b) |z| = 2;
v) |z − 1| = 1;
g) z · z + (1 + i)z + (1− i)z = 0;
d |z − 2|+ |z + 2| = 4;
�) |z + 2|+ |z − 2| = 10;
e) |z + 5| − |z − 5| = 8.

Rexe�e. a) Poluravan "ispod"prave y = 1− x; b) Krug sa centrom u (0, 0)
polupreqnika 2; v) Krug sa centrom u (1, 0) polupreqnika 1; g) Krug sa

centrom u (−1,−1) polupreqnika
√

2; d) z = 0; �) Elipsa
x2

25
+

y2

21
= 1; e)

Hiperbola
x2

16
− y2

9
= 1 4

3.3.40. Rexiti sistem jednaqina:

a)

∣∣∣∣z − 12i

z − 8i

∣∣∣∣ = 5
3
,

∣∣∣∣z − 4
z − 8

∣∣∣∣ = 1

b) |z + 1| = |z + 4| = |z − i|.

Rexe�e. a) z1 = 6 + 8i, z2 = 6 + 17i; b) z = − 5
2 + 5

2 i. 4


