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1. Opxti qlanovi Xn i Yn nezavisnih nizova nezavisnih sluqajnih veliqina imaju uniformnu

U [0, 2023] raspodelu. Ako je

Zn = n · ln

(
max

(
X(n), Y(n)

)
min

(
X(n), Y(n)

) ) ,

u zavisnosti od realnog parametra α, gde je α > 0, ispitati sve qetiri vrste konvergencije niza

sluqajnih veliqina
(

1
nαZn

)
.

2. Za gustinu raspodele obele�ja X va�i da je f(x) = e−(x−θ), x ≥ θ, θ < 1. Izvuqen je uzorak obima
300 i konstatovano je da je 100 elemenata uzorka ve�ih od 2. Na osnovu tih podataka, formirati

95%-ni interval povere�a za parametar θ.

3. Na tr�ixtu se pojavila nova LPDDR5 generacija RAM memorije za koju se tvrdi da upisuje

podatke br�e od stare DDR4 generacije. Kako bi se to proverilo, vrxen je upis 10 skupova

podataka na obe memorije i svaki put je mereno vreme koje je proteklo pri upisu. Za staru

memoriju dobijeno je da je prosek tih vremena jednak 43.23 sekunde, a da je uzoraqka disperzija

jednaka 0.75. Za novu memoriju dobijen je prosek 42.14 i uzoraqka disperzija 0.683. Iskustvo

pokazuje da se mo�e pretpostaviti da su vremena upisa normalno raspode	ena i da imaju jednake

disperzije. Na nivou znaqajnosti 0.05 ispitati da li je proseqna brzina upisa podataka na novu

memoriju ve�a od proseqne brzine upisa podataka na staru memoriju.
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VEROVATNO�A I STATISTIKA B (4MNL, 3R) - Pismeni ispit 26. jun 2023.

Rexe�a zadataka

1. Kako su sluqajne veliqine X(n) i Y(n) me�usobno nezavisne, to je gustina raspodele sluqajnog

vektora (X(n), Y(n)) data sa

f(x, y) = fX(n)
(x)fY(n)

(y) = n22023−2nxn−1yn−1 (x, y) ∈ (0, 2023)2

Da	e je za svako z ≥ 0

FZn(z) = P{Zn ≤ z} = P
{
Zn ≤ z,X(n) < Y(n)

}
+ P

{
Zn ≤ z,X(n) ≥ Y(n)

}
odnosno

FZn(z) = P
{
X(n) < Y(n) ≤ e

z
nX(n)

}
+ P

{
Y(n) ≤ X(n) ≤ e

z
nY(n)

}
,

pa je funkcija raspodele sluqajne veliqine Zn data je sa

FZn
(z) = 2

∫ 2023

0

∫ x

x

ez/n

f(x, y)dydx = 1− e−z.

Zak	uqujemo da Zn ∈ E(1).
Napomena: Mo�emo primetiti i da va�i slede�e:

Zn = n ln

(
max(X(n), Y(n))

min(X(n), Y(n))

)
= n lnmax

{
X(n)

Y(n)
,
Y(n)

X(n)

}
= nmax

{
ln

X(n)

Y(n)
, ln

Y(n)

X(n)

}
= n

∣∣∣∣ln X(n)

Y(n)

∣∣∣∣ ,
ili direktno

P{Zn ≥ t} = P

{
Zn

n
≥ t

n

}
= P

{
exp

(
Zn

n

)
≥ e

t
n

}
= P

{
max(X(n), Y(n))

min(X(n), Y(n))
≥ e

t
n

}
= P

{
e−

t
nmax(X(n), Y(n)) ≥ min(X(n), Y(n))

}
= 2P

{
e−

t
nX(n) ≥ Y(n)

}
.

Ova dva pristupa lako dovode do istog zak	uqka, te ih ostav	amo qitaocu za ve�bu. △
Vratimo se sad na zadatak. Uvedimo oznaku Tn = 1

nαZn
. Imamo da je

P{Tn > ε} = P

{
1

nαZn
> ε

}
= P

{
Zn <

1

εnα

}
= 1− e−1/(εnα) → 0, n → ∞.

Prema tome, Tn
P−→ 0, pa sledstveno tome va�i Tn

D−→ 0. U ci	u ispitiva�a skoro sigurne

konvergencije raqunamo:

∞∑
n=1

P{Tn > ε} =

∞∑
n=1

(1− e−1/(εnα))

=

∞∑
n=1

{
1−

[
1− 1

εnα
+ o

(
1

nα

)]}

=

∞∑
n=1

[
1

εnα
+ o

(
1

nα

)] {
< +∞, ako je α > 1,

= +∞, ako je 0 < α ≤ 1.

Prema tome, za α > 1 niz (Tn) konvergira skoro sigurno ka nuli, a ako je 0 < α ≤ 1, onda niz

(Tn) ne konvergira skoro sigurno. Da	e, ispitajmo konvergenciju u sred�e kvadratnom. Va�i:



E|Tn|2 = E

(
1

n2αZ2
n

)
=

1

n2α
E

(
1

Z2
n

)
=

1

n2α

∫ +∞

0

e−x

x2
dx.

Primetimo da je ∫ +∞

0

e−x

x2
dx ≥

∫ 1

0

e−x

x2
dx ≥ 1

e

∫ 1

0

1

x2
dx = − 1

x

∣∣∣∣x=1

x=0

= +∞.

Prema tome, niz (Tn) ne konvergira u sred�e kvadratnom.

2. Uoqimo da va�i da je, za x ≥ θ

P{X ≤ x} =

∫ x

θ

e−(t−θ) dt = eθ
∫ x

θ

e−t dt = eθ
(
1− e−x − (1− e−θ)

)
= 1− e−(x−θ).

Sledi da je P{X > x} = e−(x−θ), pa je, specijalno, P{X > 2} = e−(2−θ) = eθ−2.

Oznaqimo Ij = I{Xj > 2}. Broj elemenata uzorka ve�ih od 2 dat je kao
∑300

j=1 Ij . Obim uzorka

je dovo	no veliki, a indikatori Ij su nezavisni i jednako raspode	eni, te se na �ih mo�e

primeniti centralna graniqna teorema, te �emo interval povere�a tra�iti iz jednakosti:

P

−c <

∑300
j=1 Ij − E

(∑300
j=1 Ij

)
√

D
(∑300

j=1 Ij

) < c

 = 0.95,

odnosno

P

{
−c <

∑300
j=1 Ij − 300eθ−2√
300eθ−2(1− eθ−2)

< c

}
= 0.95.

Vrednost c nalazimo iz pretpostavke zadovo	ene normalnosti, to jest

Φ(c)− Φ(−c) = 0.95,

odnosno

2Φ(c)− 1 = 0.95,

pa je c = Φ−1(0.975) = 1.96. Sada raspisujemo:

−1.96 <
100− 300eθ−2√
300eθ−2(1− eθ−2)

< 1.96

(100− 300eθ−2)2

300eθ−2(1− eθ−2)
< 1.962 = 3.84

102(10− 30eθ−2)2

102 · 3eθ−2(1− eθ−2)
< 3.84

(10− 30eθ−2)2 < 11.52eθ−2(1− eθ−2)

(1− 3eθ−2)2 < 0.1152eθ−2(1− eθ−2)

· · ·
e2(θ−2) − 0.67eθ−2 + 0.11 < 0.

Reximo li kvadratnu nejednaqinu po eθ−2, dobijamo rexe�e

0.282 < eθ−2 < 0.388,

xto predstav	a interval povere�a za eθ−2. Logaritmujemo:

−1.266 < θ − 2 < −0.947,

odnosno

0.734 < θ < 1.053.

Kako je dat uslov da je θ < 1, tra�eni interval povere�a jednak je

Iθ = (0.734, 1).



3. Ako oznaqimo sa µ1 sred�u vrednost stare memorije, a sa µ2 nove, mi testiramo nultu hipotezu

H0(µ1 = µ2) protiv alternative H1(µ1 > µ2). Ukoliko nam xi oznaqava mere�e stare memorije,

a yi nove, imamo da je x̄10 = 43.22, ȳ10 = 42.14, s̄210(X) = 0.75, s̄210(Y ) = 0.683. Uzorci su nezavisni
i imaju isti obim: n1 = n2 = 10. Pri ovakvim uslovima, koristimo test statistiku

T =
X̄n1

− Ȳn2√
n1S̄n1

(X) + n2S̄n2
(Y )

√
n1n2

n1 + n2
(n1 + n2 − 2)

koja pod nultom hipotezom ima Studentovu tn1+n2−2 raspodelu. U naxem sluqaju, koristimo

statistiku

T =
X̄10 − Ȳ10√

10S̄10(X) + 10S̄10(Y )

√
90 ∈ t18.

Nulta hipoteza se odbacuje ukoliko je

T ≥ c,

gde kritiqnu vrednost c nalazimo iz tablice za Studentovu raspodelu:

0.05 = PH0
{T ≥ c} =

1

2
PH0

{|T | ≥ c},

odnosno

0.1 = PH0
{|T | ≥ c},

pa iz tablice qitamo da je c = 1.734. Realizovana vrednost test statistike jednaka je

43.22− 42.14√
10 · 0.75 + 10 · 0.683

√
90 = 2.707.

Kako je ovaj broj ve�i od kritiqne vrednosti 1.734, odbacujemo H0 i prihvatamo alternativu da

nova memorija radi br�e.


