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1. Ispitati sve qetiri vrste konvergencije niza nezavisnih sluqajnih veliqina (Xn)n∈N ako je
karakteristiqna funkcija φn opxteg qlana tog niza data sa

φn(t) =
e

it
n

2024− 2023 · e it
n

.

2. Za gustinu raspodele obele�ja X va�i da je f(x) = θ
(1+x)θ+1 , x > 0, θ > 0. Na osnovu uzorka

obima n, metodom maksimalne verodostojnosti odrediti ocenu nepoznatog parametra 1
θ , a zatim

ispitati efikasnost dobijene ocene.

3. Deqak baca kocku za igru 120 puta i dobija slede�i uzorak:

gor�a strana kocke 1 2 3 4 5 6

frekvencija 20 14 23 12 26 25
.

(a) Koriste�i ovaj uzorak, sa pragom znaqajnosti 0.05 testirati hipotezu da je kocka za igru
pravilna.

(b) Deqak je umesto 120 puta bacio kocku n puta. Ispostavilo se da su relativne frekvencije
u svakoj od xest klasa ostale iste kao u gor�oj tabeli. Koliko najma�e mo�e biti n, ako je
donet suprotan zak	uqak nego u sluqaju pod (a)?
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Rexe�a zadataka

1. Primetimo da je

lim
n→∞

φn(t) = lim
n→∞

e
it
n

2024− 2023 · e it
n

= 1,

pa na osnovu teoreme o neprekidnosti zak	uqujemo

φn(t)
n→∞−−−−→ 1,

odnosno

Xn
D−→ 0.

Kako je Xn
D−→ 0, to va�i i Xn

P−→ 0. U ci	u ispitiva�a sred�e kvadratne konvergencije
raqunamo E(X2

n). Imamo da je redom

φ′
n(t) =

i
ne

it
n · (2024− 2023 · e it

n ) + e
it
n · 2023 i

ne
it
n

(2024− 2023 · e it
n )2

=
2024ie

it
n

n(2024− 2023 · e it
n )2

.

φ′′
n(t) =

−2024e
it
n (2024+ 2023 · e it

n )

n2((2024− 2023 · e it
n ))3

.

Odavde dobijamo da je

EX2
n =

φ′′(0)

i2
=

2024 · (2024+ 2023)

n2

n→∞−−−−→ 0,

pa imamo da niz (Xn) konvergira sred�e kvadratno. Za skoro skigurno konvergenciju na osnovu
Qebixev	eve nejednakosti va�i

P{|Xn| > ε} ≤ E|Xn|2

ε2
=

2024 · (2024+ 2023)

n2ε2
.

Sledi
∞∑

n=1

P{|Xn| > ε} ≤
∞∑

n=1

2024 · (2024+ 2023)

n2ε2
,

te niz (Xn) konvergira skoro sigurno ka nuli.

Napomena: Primetimo da mo�emo odrediti raspodelu niza sluqajnih veliqina (Xn)n∈N. Zaista,
imamo da va�i:

φn(t) =
e

it
n

2024− 2023 · e it
n

=
1

2024
· e it

n ·
∞∑
k=0

(
2023

2024
e

it
n

)k
=

∞∑
k=0

2023
k

(
1

2024
e

it
n

)k+1

=

∞∑
k=1

2023
k−1

(
1

2024
e

it
n

)k

,

odakle sledi

P

{
Xn =

k

n

}
=

2023
k−1

2024
k

, k ∈ N.

Dodatno, uoqimo da niz (nXn)n∈N ima geometrijsku G
(

1
2024

)
raspodelu.

2. Pretpostavimo da imamo realizovan uzorak (x1, x2, . . . , xn). Funkcija verodostojnosti je

L(θ) = L(θ|x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

θ

(1 + xi)θ+1
, θ > 0, , x1, . . . , xn > 0

pa je

lnL(θ) = n ln θ − (θ + 1)

n∑
i=1

ln(1 + xi).



�elimo da prona�emo θ > 0 koje maksimizuje lnL(θ), te stoga odre�ujemo stacionarnu taqku:

∂

∂θ
lnL(θ) =

n

θ
−

n∑
i=1

ln(1 + xi) = 0 =⇒ θ =
n∑n

i=1 ln(1 + xi)
.

Jox treba proveriti da li se u dobijenoj vrednosti posti�e maksimum. Kako je

∂2

∂θ2
lnL(θ) = − n

θ2
< 0, θ > 0,

ovo zaista jeste taqka u kojoj funkcija lnL(θ) dosti�e maksimum. Prema tome, na osnovu ovog
uzorka, ocena metodom maksimalne verodostojnosti je

θ̂ =
n∑n

i=1 ln(1 +Xi)
.

Kako je ocena metodom maksimalne verodostojnosti invarijantna u odnosu na transformaciju
Borel-mer	ivom funkcijom, odavde zak	uqujemo da je ocena nepoznatog parametra 1

θ :

T =
1

n

n∑
i=1

ln(1 +Xi).

Da bi imalo smisla da ispitujemo efikasnost ocene, moramo prvo da proverimo da li je ona
nepristrasna. Neka je Yi = ln(1 + Xi). Za poqetak, odre�ujemo raspodelu sluqajnih veliqina
Yi = ln(1 +Xi), i = 1, 2, . . . , n. Primetimo da je

FYi(y) = P{Yi ≤ y} = P{ln(1 +Xi) ≤ y} = P{Xi ≤ ey − 1}

=

∫ ey−1

0

θ

(1 + x)θ+1
dx = 1− e−θy, y ≥ 0.

Dakle, sluqajne veliqine Yi, i = 1, 2, . . . , n imaju E(θ) raspodelu i nezavisne su jer su sluqajne
veliqine X1, . . . , Xn nezavisne. Zak	uqujemo da

E(T ) = E

(
1

n

n∑
i=1

ln(1 +Xi)

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Yi) =
1

θ
,

tj. ocena T jeste nepristrasna ocena parametra 1
θ .

Ispitajmo sada regularnost familije raspodela f
(
x; 1

θ

)
u smislu Rao-Kramera i odre�ujemo

informacionu funkciju Fixera I
(
1
θ

)
. Zbog jednostavnosti formula u nastavku, uvedimo smjenu

a = 1
θ , θ > 0. Uzoraqki prostor je R+, pa ne zavisi od nepoznatog parametra a. �elimo da

ispitamo da li je
∫∞
0

∂
∂θf(x; a)dx = 0. Kako je

∂

∂a
f(x; a) =

∂

∂a

( 1
a

(1 + x)
1
a+1

)
=

ln(1 + x)− a

a3(1 + x)
1
a+1

,

pa je ∫ ∞

0

∂

∂a
f(x; a)dx =

∫ ∞

0

ln(1 + x)

a3(1 + x)
1
a+1

dx−
∫ ∞

0

1

a2(1 + x)
1
a+1

dx

=
1

a3

∫ ∞

0

te−
t
a dt− 1

a2

∫ ∞

1

1

t
1
a+1

dt

=
1

a3
· a2

∫ ∞

0

ue−udu+
1

a2
· a

t
1
a

∣∣∣∞
1

=
1

a
Γ(2)− 1

a2
· a = 0.

Familija jeste regularna. Raqunamo informacionu funkciju Fixera da bismo dobili do�u
granicu disperzije svih nepristrasnih ocena za parametar 1

θ .

I(a) = E

(
− ∂2

∂a2
ln f(X; a)

)
.



Dakle, va�i

ln f(x; a) = − ln a−
(
1

a
+ 1

)
ln(1 + x),

∂

∂a
ln f(x; θ) = −1

a
+

1

a2
ln(1 + x),

∂2

∂θ2
ln f(x; θ) =

1

a2
− 2

a3
ln(1 + x),

pa je

I(a) = E

(
− 1

a2
+

2

a3
ln(1 +X)

)
= − 1

a2
+

2

a3
E(ln(1 +X)) = − 1

a2
+

2

a3
· a =

1

a2
.

Prema tome, do�a granica disperzije svih nepristrasnih ocena jednaka je

G =
1

nI(a)
=

a2

n
=

1

nθ2
.

Kako je T nepristrasna ocena, sada raqunamo �enu disperziju, da bismo je uporedili sa do�om
granicom G i videli da li je efikasna. Kako su sluqajne veliqine X1, . . . , Xn nezavisne, imamo
da je

D(T ) = D

(
1

n

n∑
i=1

ln(1 +X1)

)
=

1

n2

n∑
i=1

D(Yi) =
1

n2
· n

θ2
=

1

nθ2
.

Dakle,

ef(T ) =
G

D(T )
=

1
nθ2

1
nθ2

= 1,

pa ova ocena jeste efikasna.

3. Koristimo Pirsonov χ2 test saglasnosti sa diskretnom uniformnom raspodelom. Broj kate-
gorija je 6, i oqekivani broj elemenata uzorka u svakoj kategoriji jednak je 20. Nemamo oce�enih
parametara, te je broj stepeni slobode jednak 5. Kako je

χ2 =
1

20

[
(20− 20)2 + (14− 20)2 + (23− 20)2 + (12− 20)2 + (26− 20)2 + (25− 20)2

]
=

210

20
= 10.5,

te kako je 10.5 < χ2
5;0.05 = 11.07, ne odbacujemo nultu hipotezu o pravilnosti kocke.

Suprotan zak	uqak bio bi da se hipoteza odbaci. Vrednost test statistike u ovom sluqaju bila
bi

χ2 =
1
n
6

[(
20

120
n− n

6

)2

+

(
14

120
n− n

6

)2

+ · · ·+
(

25

120
n− n

6

)2
]
=

17n

240
,

te nam je za odbaciva�e nulte hipoteze neophodno da bude

17n

240
> 11.07,

odnosno n > 156.2. Najma�i obim uzorka za koji ovo va�i jednak je 157.


