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1. Za gustinu raspodele opxteg qlana niza sluqajnih veliqina (Xn) va�i da je

fXn
(x) =

e−x

(1 + e−x)2
, x ∈ R.

Ako je Yn = 1
n(1+e−Xn )

, ispitati sva qetiri tipa konvergencije niza sluqajnih veliqina (Yn).

2. Kompanija "SunTech" je razvila novu vrstu solarnog panela i �eli da ispita proseqnu
efikasnost u pretvara�u sunqeve svetlosti u elektriqnu energiju. Za gustinu raspodele
obele�ja X, koje predstav	a efikasnost solarnih panela, va�i da je f(x;α) = αxα−1, x ∈
(0, 1), gde je α > 0 nepoznat parametar. Osnivaqi kompanije smatraju da je proseqna efikasnost
solarnih panela jednaka 0.7. Pre postav	a�a na tr�ixte, "SunTech" je poslao uzorak od 10
novih panela u laboratoriju na kojima je izvrxena analiza efikasnosti i dobijeni su slede�i
rezultati: 0.991, 0.619, 0.959, 0.374, 0.228, 0.760, 0.628, 0.551, 0.779, 0.409. Na osnovu dobijenog
uzorka, sa pragom znaqajnosti 0.1 testirati najmo�nijim testom da li su vlasnici u pravu
ili je proseqna efikasnost solarnih panela ma�a.

3. Broj poena na prijemnom ispitu za upis na Matematiqki fakultet ima normalnu raspodelu.
Izabrano je 30 uqenika na sluqajan naqin i registrovan je �ihov rezultat na prijemnom
ispitu:

broj poena [0,20] (20,40] (40,60] (60,80] (80,100]
broj uqenika 3 2 9 11 5

Na osnovu ovog uzorka, odrediti 92.5% interval povere�a za proseqan broj poena svih uqenika
na prijemnom ispitu, takav da verovatno�a da proseqan broj poena svih uqenika na prijemnom
ispitu bude ma�i od leve granice intervala povere�a bude duplo ma�a od verovatno�e da
proseqan broj poena svih uqenika na prijemnom ispitu bude ve�i od desne granice intervala
povere�a.
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Rexe�a zadataka

1. Za funkciju raspodele niza sluqajnih veliqina Xn imamo da je

FXn
(x) =

∫ x

−∞

e−t

(1 + e−t)2
dt.

Ako uvedemo smenu u = 1 + e−t, dobijamo da je

FXn(u) =

∫ w

+∞
(−1)

(u− 1)

u2(u− 1)
du =

∫ +∞

w

du

u2
=

1

w

gde je w = 1 + e−x, pa je

FXn
(x) =

1

1 + e−x
, x ∈ R.

Primetimo da je sada
nYn = F (Xn),

pa je

FnYn(y) = P{nYn ≤ y} = P{F (Xn) ≤ y} = P{Xn ≤ F−1(y)} = F (F−1(y)) = y, y ∈ (0, 1).

Dakle, dobijamo da je nYn ∈ U(0, 1), pa je

P {Yn ≤ y} = P{nYn ≤ ny} = ny, y ∈
(
0,

1

n

)
,

odnosno sledi Yn ∈ U
(
0, 1

n

)
. Poka�imo da �e niz Yn konvergirati ka 0.

Za konvergenciju u sred�e kvadratnom va�i

E (Yn)
2
= DYn + (EYn)

2 =
1

n2

(
1

12
+

1

4

)
=

1

3n2
→ 0, n → ∞.

Prema tome, zak	uqujemo da niz Yn konvergira u sred�e kvadratnom ka nuli, pa sledstveno

tome va�i Yn
P−→ 0 i Yn

D−→ 0 kada n → ∞. U ci	u ispitiva�a skoro sigurne konvergencije
primetimo da je

(∀ε > 0) P {|Yn − 0| > ε} ≤ E |Yn|2

ε2
=

1

3ε2n2
.

Na osnovu prethodnog sledi da red
∑∞

n=1 P {|Yn − 0| > ε} konvergira jer konvergira red
∑∞

n=1
1

3ε2n2 .
Odavde sledi da niz (Yn) konvergira skoro sigurno ka nuli.

Napomena. U sluqaju da se ne uoqi prikazana veza izme�u sluqajnih veliqina Xn i Yn,
navodimo odre�iva�e funkcije raspodele sluqajne veliqine Yn po definiciji. Zaista, va�i
da je

FYn(y) = P{Yn ≤ y} = P

{
1

n(1 + e−Xn)
≤ y

}
= P

{
e−Xn > 1− 1

ny

}
= P

{
Xn ≤ − ln

(
1− 1

ny

)}
= FXn

(
− ln

(
1− 1

ny

))
=

1

1 + eln(1−
1
ny )

= ny, y ∈
(
0,

1

n

)
.



2. Proseqna efikasnost solarnih panela data je sa

EX =

∫ 1

0

xαxα−1dx = α

∫ 1

0

xαdx =
α

α+ 1
.

Odavde sledi da treba testirati H0 : α
α+1 = 0.7 protiv H1 : α

α+1 < 0.7, xto je ekvivalentno sa

H0 : α = 7
3 protiv H1 : α < 7

3 . Kritiqnu oblast �emo tra�iti pomo�u Nejman-Pirsonove leme.
Da bi lema mogla da se primeni obe hipoteze moraju biti proste. Nulta hipoteza svakako jeste
prosta H0 : α = α0, gde je α0 = 7

3 , a alternativnu hipotezu napiximo kao H1 : α = α1, α1 < 7
3 ,

te onda i ona jeste prosta jer smo parametru dodelili taqno jednu vrednost.

Za Nejman-Pirsonovu lemu je potrebno odrediti funkciju verodostojnosti koja je u ovom
sluqaju data sa

L(x;α) =

n∏
i=1

αxα−1
i = αn

(
n∏

i=1

xi

)α−1

.

Koriste�i lemu, najbo	a kritiqna oblast je odre�ena sa

W =

{
L(x;α1)

L(x;α0)
≥ k

}
=

{
αn
1 (
∏n

i=1 xi)
α1−1

αn
0 (
∏n

i=1 xi)
α0−1 ≥ k

}

=


(
α1

α0

)n
(

n∏
i=1

xi

)α1−α0

≥ k

 =


(

n∏
i=1

xi

)α1−α0

≥ k1


=

{
(α1 − α0)

n∑
i=1

lnxi ≥ ln k1

}
=

{
n∑

i=1

− lnxi ≥ c

}
,

gde je α1 − α0 < 0 i c neka konstanta u odnosu na dati uzorak, koju treba odrediti da bismo
dobili taqan izraz za kritiqnu oblast. Na osnovu datog praga znaqajnosti, mo�emo odrediti
c tako da va�i

PH0

{
n∑

i=1

− lnxi ≥ c

}
= 0.1.

Kako pri H0, X ima beta β(α0, 1) raspodelu, znamo da − lnX ima eksponencijalnu E(α0)
raspodelu, odakle imamo

n∑
i=1

− lnXi ∈ γ(n, α0),

odnosno

2α0

n∑
i=1

− lnXi ∈ γ

(
n,

1

2

)
= χ2

2n.

Sada za konkretne vrednosti n = 10, α0 = 7
3 , vrednost c mo�emo dobiti iz jednaqine

0.1 = PH0

{
2α0

10∑
i=1

− lnXi ≥ 2α0c

}

c =
1

2α0
χ2
20;0.1 =

3

14
· 28.412 = 6.088.

Dakle, najbo	a kritiqna oblast je

W =

{
n∑

i=1

− lnxi ≥ 6.088

}
.

Konaqno, na osnovu datog uzorka dobijamo da je

10∑
i=1

− lnxi = 5.472,

xto ne pripada kritiqnoj oblasti, pa ne odbacujemo nultu hipotezu.



3. Neka proseqan broj poena na pijemnom ispitu ima normalnu N (m,σ2) raspodelu. Kako je σ2

nepoznat parametar, koristi�emo sluqajnu veliqinu Tn = X̄n−m
S̄n

√
n− 1, koja ima Studentovu

tn−1 raspodelu.

Odredimo prvo realizovane vrednosti statistika. S obzirom da nemamo taqne vrednosti
elemenata uzorka, ve� samo broj elemenata u odgovaraju�em intervalu, mo�emo smatrati da su
elementi sluqajno raspode	eni unutar intervala i da je jednaka verovatno�a da se nalaze sa
leve i desne strane sredine intervala, pa mo�emo �om aproksimirati vrednosti.

Na osnovu podataka iz zadatka, mo�emo odrediti uzoraqku sredinu i uzoraqku disperziju:

x̄30 =
3 · 10 + 2 · 30 + 9 · 50 + 11 · 70 + 5 · 90

30
,

s̄230 =
3 · (10− 58.67)2 + 2 · (30− 58.67)2 + 9 · (50− 58.67)2 + 11 · (70− 58.67)2 + 5 · (90− 58.67)2

30
,

tj. x̄30 = 58.67 i s̄230 = 542.98. Odredimo sada 92.5% interval povere�a za m u opxtem sluqaju.
Potrebno je odrediti statistike Un i Vn za koje je P{Un ≤ Vn} = 1 takve da va�i

P{Un ≤ m ≤ Vn} = 0.95,

P{X̄n − Vn ≤ X̄n −m ≤ X̄n − Un} = 0.925,

P

{
X̄n − Vn

S̄n

√
n− 1 ≤ X̄n −m

S̄n

√
n− 1 ≤ X̄n − Un

S̄n

√
n− 1

}
= 0.925.

Iz uslova zadatka imamo da za ovakav interval povere�a treba da va�i P{m < Un} = 0.025
i P{m > Vn} = 0.05, odnosno

P

{
Tn <

X̄n − Vn

S̄n

√
n− 1

}
= 0.05, P

{
Tn >

X̄n − Un

S̄n

√
n− 1

}
= 0.025.

Koriste�i da Tn ima Studentovu raspodelu, dobijamo da je

X̄n − Vn

S̄n

√
n− 1 = −tn−1;2·0.05,

X̄n − Un

S̄n

√
n− 1 = tn−1;2·0.025.

Prema tome,

Un = X̄n − S̄n√
n− 1

tn−1;0.05,

Vn = X̄n +
S̄n√
n− 1

tn−1;0.1.

Odnosno interval povere�a je

I(n)m =

[
X̄n − S̄n√

n− 1
tn−1;0.05, X̄n +

S̄n√
n− 1

tn−1;0.1

]
.

U konkretnom sluqaju, β = 0.0.925, t29;0.05 = 2.045 i t29;0.1 = 1.699. Tra�eni interval je

I(30)m =

[
58.67− 2.045 ·

√
542.98√
29

, 58.67 + 1.699 ·
√
542.98√
29

]
,

I(30)m = [49.821, 66.022].


