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1. Neka je (Xn) niz nezavisnih sluqajnih veliqina qiji opxti qlan ima uniformnu U [2023, 2024]
raspodelu. Ako je

Yn = ln

n+1∏
j=1

1
a
√

Xj − 2023

 ,

ispitati da li za niz sluqajnih veliqina (aYn), gde je a prirodan broj ve�i od jedan, va�i zakon
velikih brojeva.

2. Iz populacije qije obele�je X ima uniformnu U [0, θ], θ > 0, raspodelu izvuqen je uzorak obima
n. Za ocenu nepoznatog parametra θ na osnovu tog uzorka predla�u se ocene U i V , gde je U ocena
dobijena metodom maksimalne verodostojnosti, a V = 2X̄n. Ispitati nepristrasnost i postojanost
predlo�enih ocena. Koja ocena je bo	a u sred�e kvadratnom smislu?

3. Udru�e�e banaka Srbije sprovodi istra�iva�e kako bi se ispitala razlika proseqne izlo�enosti
banaka kreditnom i tr�ixnom riziku. Pretpostav	a se da izlo�enost kreditnom riziku ima
normalnu N (m1, σ

2) raspodelu, a izlo�enost tr�ixnom riziku normalnu N (m2, σ
2) raspodelu, gde

su m1, m2 i σ nepoznati. Izmerene su izlo�enosti kreditnom i tr�ixnom riziku u nekih 7 od svih
banaka koje posluju na teritoriji Srbije. Odrediti nivo povere�a simetriqnog u odnosu na razliku
uzoraqkih sredina intervala povere�a za razliku proseqne izlo�enosti kreditnom i tr�ixnom
riziku, ako je du�ina tog intervala ma�a od 2.023σ sa verovatno�om 0.98.
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Rexe�a zadataka

1. Imamo da je

Y n = ln

n+1∏
j=1

1
a
√
Xj − 2023

 =

n+1∑
j=1

ln

(
1

a
√
Xj − 2023

)

=

n+1∑
j=1

− ln (Xj − 2023)
1
a =

n+1∑
j=1

Uj ,

gde je Uj = − 1
a ln (Xj − 2023). Primetimo da va�i aUj ∼ E(1). Zaista,

P{aUj ≤ x} = P {− ln(Xj − 2023) ≤ x}
= P

{
Xj ≥ e−x + 2023

}
= 1− (e−x + 2023− 2023)

= 1− e−x,

odnosno aUj ∼ E(1). Kako su (aUn) me�usobno nezavisne sluqajne veliqine, jer su to i (Xn), sledi
da je aYn ∼ γ(n+ 1, 1). Neka je Sn =

∑n
k=1 aYk. �elimo da ispitamo da li

Sn − E(Sn)

n

P−→ 0, n → ∞.

Kako je E(aYn) = n+ 1, dobijamo da je

ESn =

n∑
k=1

EXk =

n∑
k=1

(k + 1) =
n(n+ 3)

2
.

Poxto konvergencija u verovatno�i povlaqi konvergenciju u raspodeli, ako poka�emo da Un =
Sn

n − n+3
2 ̸D−→ 0, n → ∞, onda Sn

n − n+3
2 ̸P−→ 0, n → ∞, pa ne va�i zakon velikih brojeva. Pokaza�emo da

φUn(t) −̸→ φ0(t) = 1, bar za jedno t ∈ R. Poxto je

φaYn(t) = E(eitaYn) =

∫ ∞

0

eitx
xne−x

n!
dx =

1

n!

∫ ∞

0

xne−x(1−it)dx =
1

(1− it)n+1
,

sledi da je

φSn
n
(t) =

n∏
k=1

φaYn

(
t

n

)
=

(
1

1− it
n

)∑n
k=1 k+n

=

(
1

1− it
n

)n(n+3)
2

,

odnosno

φUn
(t) = e−

n+3
2 itφSn

n
(t)

= e−
n+3
2 it

(
1

1− it
n

)n(n+3)
2

= e−
n+3
2 ite−

n(n+3)
2 ln(1− it

n )

= e−
n+3
2 ite

−n(n+3)
2

(
− it

n + t2

2n2 +o( 1
n2 )

)
→ e−

t2

4 , n → ∞.

Kako je e−
t2

4 vrednost karakteristiqne funkcije u taqki t sluqajne veliqine koja ima normalnu

N (0, 1
2 ) raspodelu, zak	uqujemo da Un ̸D−→ 0, n → ∞, pa ni Un ̸P−→ 0, n → ∞, te ne va�i slabi zakon

velikih brojeva.



2. Za gustinu raspodele obele�ja X va�i da je

f(x; θ) =
1

θ
I{0 ≤ x ≤ θ}.

Funkcija verodostojnosti je tada

L(θ) =

n∏
i=1

1

θ
I{xi ≤ θ} =

1

θn

n∏
i=1

I{xi ≤ θ} =
1

θn
I{x(n) ≤ θ}.

Primetimo da funkcija verodostojnosti nije diferencijabilna po θ. Da bi funkcija verodosto-
jnosti imala maksimum, potrebno je da indikator uzme vrednost 1, u suprotnom je funkcija verodos-
tojnosti jednaka 0. Kako je funkcija 1

θn opadaju�a po θ, treba da izaberemo xto ma�e θ, ali takvo
da je x(n) ≤ θ da bi indikator uzeo vrednost 1. Prema tome, ocena dobijena metodom maksimalne
verodostojnosti je

U = X(n).

Funkcija raspodele sluqajne veliqine U je data sa

FU (x) = P{U ≤ x} = P{X(n) ≤ x}

= (FX(x))n =
(x
θ

)n
, 0 ≤ x ≤ θ,

odakle sledi

fU (x) =
n

θn
xn−1, 0 ≤ x ≤ θ.

Ispitajmo nepristrasnost predlo�enih ocena:

E(U) = E(X(n)) =

∫ θ

0

x
n

θn
xn−1dx = θ

n

n+ 1
,

E(V ) = E(2X̄n) = 2E(X1) = 2 · θ
2
= θ.

Iz prethodnog zak	uqujemo da je ocena V nepristrasna, a ocena U nije, ali jeste asimptotski.

Ostalo je jox da ispitamo postojanost ovih ocena. Postojanost podrazumeva da ocena konvergira u
verovatno�i ka parametru θ. Neka je ε > 0. Tada va�i

P{|U − θ| > ε} = 1− P{U − θ| ≤ ε} = 1− P{θ − ε < U < θ + ε}
= 1− (FU (θ + ε)− FU (θ − ε))

=

{
1−

(
1− n

θn (θ − ε)n−1
)
, 0 < ε < θ

1− (1− 0), ε ≥ θ

=

{
n
θ

(
θ−ε
θ

)n−1
, 0 < ε < θ

0, ε ≥ θ,

pa je

lim
n→∞

P{|U − θ| > ε} =

{
limn→∞

n
θ

(
θ−ε
θ

)n−1
, 0 < ε < θ

0, ε ≥ θ
= 0,

jer je 0 < θ−ε
θ < 1, a poznato je da za |q| < 1 va�i limn→∞ nqn = 0. Dakle, U

P−→ θ, odnosno U je
postojana ocena parametra θ.

Sa druge strane za ocenu V imamo jox da je

D(V ) = D(2X̄n) =
4

n2
D(X1) =

4

n

θ2

12
=

θ2

3n
,

pa za ε > 0 va�i

P{|V − θ| > ε} ≤ E(V − θ)2

ε2
=

D(V )

ε2
=

θ2

3nε2
,

pri qemu je korix�ena Qebixov	eva nejednakost. Dakle,

0 ≤ P{|V − θ| > ε} ≤ θ2

3nε2
→ 0, n → ∞,

pa sledi P{|V − θ| > ε} → 0, n → ∞. Zak	uqujemo V
P−→ θ, odnosno i ocena V je postojana ocena

parametra θ.



Da	e imamo da je

MSE(U) = MSE(X(n)) = E(X(n) − θ)2 = E(X2
(n))− 2θEX(n) + θ2

=

∫ θ

0

x2n
xn−1

θn
dx− 2θ · θ n

n+ 1
+ θ2

= θ2
(

n

n+ 2
− 2

n

n+ 1
+ 1

)
=

2θ2

(n+ 1)(n+ 2)
.

Sa druge strane, kako je V nepristrasna ocena parametra θ, to je

MSE(V ) = E(V − θ)2 = E(V − E(V ))2 = D(V ) =
θ2

3n
.

Konaqno, kako je

MSE(U) =
2θ2

(n+ 1)(n+ 2)
<

θ2

3n
= MSE(V ),

to je ocena U bo	a od V u sred�e kvadratnom smislu.

3. Neka je X obele�je koje predstav	a izlo�enost kreditnom riziku, a Y obele�je koje predstav	a
izlo�enost tr�ixnom riziku. Pretpostav	a se da obele�ja X i Y imaju normalnu raspodelu sa
jednakim disperzijama. Disperzije nam nisu poznate, ali znamo da

T =
(X̄n1 −m1)− (Ȳn2 −m2)√

n1S̄2
n1
(X) + n2S̄2

n2
(Y )

√
n1 · n2

n1 + n2
(n1 + n2 − 2) ∈ tn1+n2−2,

gde je n1 = n2 = 7, pa sluqajna veliqina T ima Studentovu t12 raspodelu. Treba da odredimo nivo
povere�a β tako da je

P{U7 < m1 −m2 < V7} = β, (1)

gde su U7 i V7 statistike definisane na osnovu uzorka takve da je P{U7 ≤ V7} = 1, odnosno na osnovu
toga dobija se

P
{
X̄7 − Ȳ7 − V7 < X̄7 − Ȳ7 − (m1 −m2) < X̄7 − Ȳ7 − U7

}
= β.

P

{
X̄7 − Ȳ7 − V7√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y )
·
√
6 <

X̄7 − Ȳ7 − (m1 −m2)√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y )
·
√
6 <

X̄7 − Ȳ7 − U7√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y )
·
√
6

}
= β.

Znamo da je verovatno�a izme�u X̄7−Ȳ7−V7√
S̄2
7(X)+S̄2

7(Y )
·
√
6 i X̄7−Ȳ7−U7√

S̄2
7(X)+S̄2

7(Y )
·
√
6 jednaka β, me�utim �ihov

polo�aj mo�e biti proizvo	an. Uzimamo vjerovatnosno simetriqan interval, tj. takav da

P

{
T <

X̄7 − Ȳ7 − V7√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y )
·
√
6

}
= P

{
T >

X̄7 − Ȳ7 − U7√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y )
·
√
6

}
,

a poxto je Studentova raspodela simetriqna oko nule, to va�i da su ove vrednosti jednake po
apsolutnoj vrijednosti. Koriste�i da T ∈ t12 dobijamo da je

X̄7 − Ȳ7 − V7√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y )
·
√
6 = −t12;1−β ,

X̄7 − Ȳ7 − U7√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y )
·
√
6 = t12;1−β ,

Prema tome,

U7 = X̄7 − Ȳ7 −
t12;1−β√

6

√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y ),

V7 = X̄7 − Ȳ7 +
t12;1−β√

6

√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y ),

odnosno imamo da je β% dvostrani interval povere�a za razliku proseqne izlo�enosti kreditnom
i tr�ixnom riziku:

I =

(
X̄7 − Ȳ7 −

t12;1−β√
6

√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y ), X̄7 − Ȳ7 +
t12;1−β√

6

√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y )

)
,



pa je du�ina uoqenog intervala povere�a jednaka

d(I) = t12;1−β

√
2

3

√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y ).

Iz uslova zadatka va�i da je
P{d(I) < 2, 023σ} = 0.98,

P

{
t12;1−β

√
2

3

√
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y ) < 2.023σ

}
= 0.98,

odnosno

P

{
S̄2
7(X) + S̄2

7(Y )

σ2
<

2.0232

(t12;1−β)2
3

2

}
= 0.98. (2)

Kako je
n1S̄

2
n1

(X)

σ ∈ χ2
n1−1 i

n2S̄
2
n2

(Y )

σ ∈ χ2
n2−1, to iz aditivnosti χ2 raspodele dobijamo da je

n1S̄
2
n1
(X) + n2S̄

2
n2
(Y )

σ
∈ χ2

n1+n2−2,

pa iz (2) sledi da je

7 · 2.0232

(t12;1−β)2
· 3
2
= χ2

12;0.02 = 24.054 ⇒ t12;1−β = 1.3365.

Konaqno, iz (1) dobijamo da je tra�eni nivo povere�a jednak

β = Ft12(1.3365) = 0.8.


